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Die  zahlreich  vorhandenen  deutschen  funktionentheoretischen 
Lehrhticher  berücksichtigen  fast  alle^  einseitig  entweder  nur 
WEiERSTRASSSche  oder  nur  RiEMANNsche  Funktionentheorie.  Neuere 
französische  und  englische  Lehrbücher  (Picahd,  Forsyth,  Habkness 
und  Morlet)  sind  seit  Jahren  bemüht,  die  Kluft  zwischen  beiden 
Methoden  zu  überbrücken;  auch  bei  uns  sind  die  Vorlesungen  wie 
die  wissenschaftliche  Arbeit  selbst  nachgerade  wohl  überall  über  sie 
hinausgewachsen;  aber  es  fehlt  noch  an  einem  unseren  deutschen 
Unterrichtsverhältnissen  angepaßten  Buch  von  mäßigem  Umfang, 
das  geeignet  wäre,  den  Studenten  von  Anfang  an  den  Zugang  zu 
beiden  Gedankenkreisen  zu  eröfinen.  Das  Fehlen  eines  solchen 
Buches  machte  sich  mir  lebhaft  fühlbar,  als  ich  auf  Aufforderung 
der  Verlagsbuchhandlung  ein  kurzes  Lehrbuch  der  elliptischen 
Funktionen  zu  schreiben  unternahm;  ich  habe  mich  daher  ent- 
schlossen, ihm  diese  Einführung  in  die  Funktionentheorie  voraus- 
zuschicken. Die  RiEMANNschen  geometrischen  Vorstellungsweisen 
sind  in  ihm  durchweg  in  den  Vordergrund  gestellt;  dabei  wird  aber 
versucht,  unter  angemessener  Einschränkung  der  Voraussetzungen 
diejenige  Schärfe  der  Beweisführung  zu  erreichen,  die  niemand 
mehr  entbehren  kann,  dem  einmal  in  der  Schule  von  Weierstbass 
die  Augen  geöffnet  sind. 

Die  verbreiteten  Darstellungen  der  RiEMANNSchen  Funktionen- 
theorie geben  im  wesentlichen  eine  Vorbereitung  auf  Riemanns 
Theorie  der  Integrale  algebraischer  Funktionen.  Das  war  ganz 
sachgemäß,  solange  diese  Theorie  der  einzige  zur  Ausführung  ge- 
langte Teil  von  Riemanns  funktionentheoretischen  Entwürfen  war. 
Inzwischen    ist    das    anders    geworden:     durch    die    Arbeiten    von 


'  Soviel  mir  bekannt,  macht  nur  Harnackb  Grundriß  der  Differential-  und 
Integralrechnung  eine  Ausnahme;  aber  der  kann  Anfängern  nicht  wohl 
empfohlen  werden. 


PoincarE  und  Klein  sind  die  linearen  DiffereoUalgleicbungeii  und 
die  automorphen  Funktionen  in  den  Vordergrund  getreten.  Auch 
ein  elementares  Lehrbuch  wird  dieser  Verschiebung  des  Schwer- 
punkts Rechnung  tragen  müssen;  der  BegviÜ' des  Fundameittalbereich» 
mit  allem  was  daran  hängt  wird  nicht  mehr  in  ihm  fehlen  dürfen, 
sondern  an  den  ja  durchaus  den  Elementen  angehörenden  einfachsten 
Beispielen,  wie  ;"  und  c" ,  ausführlich  exponiert  werden  müssen.  Soll 
dafür  Platz  werden,  so  muß  ein  Teil  des  herkömmlichen  Stoffes 
fallen;  ich  habe  geglaubt,  am  ehesten  die  allgemeine  Aualysis  Situs 
der  endlichblättrigen  RiEMANKschen  Flächen  opfern  zu  können. 

Was  die  Disposition  des  Stoffes  im  einzelnen  angeht,  so  ist  sie 
im  allgemeinen  aus  dem  heigegehenen  Inhaltsverzeichnis  ersichtlich 
im  einzelnen  darf  ich  vielleicht  folgendes  erwähnen. 

Im  ersten  Abschnitt  habe  ich  das  Rechnen  mit  complexea 
Zahlen  als  ein  Rechnen  mit  Zahlenpaaren  eingeführt,  dabei  micli- 
aber  auf  eine  allgemeine  Theorie  der  Zahlensysteme  mit  zwei  (oder 
gar  mit  mehr)  Einheiten  nicht  eingelassen,  sondern  gleich  die  für 
die  Theorie  der  „gemeinen  complesen  Zahlen"  charakteristischen. 
Voraussetzungen  apodiktisch  hingestellt. 

Der  zireite  Abschnitt  enthält  zunächst  eine  ausführliche  geome- 
trische Theorie  der  elementaren  rationalen  Funktionen  einer  ci 
plexen  Veränderlichen  und  der  durch  sie  vermittelten  konformen 
Abbildungen.  Der  Übergang  von  der  Ebene  zur  Kugel  durch 
sie  reo  graphische  Projektion  wird  zeitig  vorgenommen  und  dann  im 
iblgenden  überall  wo  es  zweckmäßig  schien  wieder  benutzt  Den 
Schloß  des  Abschnitts  bildet,  statt  irgend  eines  au  und  für  sich 
gleichgültigen  Beispiels  einer  rationalen  Funktion  allgemeineren 
Charakters,  die  Diskussion  der  symmetrischen  Invariante  von  viwr 
Punkten  als  Funktion  ihres  Doppel  Verhältnisses. 

Über  die  Anlage  des  drillen  Abschnitts  habe  ich  am  längsten 
geschwankt.  Einerseits  schien  es  mir  durchaus  erforderlich,  von 
vorneherein  mich  auf  bestimmte,  auch  arithmetisch  festgelegte  Be- 
grifle  der  Irrationalzahl  und  des  Grenzwerts  zu  stützen.  Gebt  man 
den  Schwierigkeiten  in  der  allgemeinen  Theorie  aus  dem  Wege,  so 
kommen  sie  einem  nachher  bei  jeder  einzelnen  Frage  in  die  Quere, 
Andererseits  wollte  ich  doch  auch  nicht  ein  Lehrbuch  der  Theorie 
reeller  Verämierlicber  und  ihrer  Funktionen  sclireiben.  Mich  aber 
einfach  auf  eine  der  vorhandenen  Darstellungen  dieser  Theorie  zn 
beziehen  schien  mir  auch  nicht  thunlich.  So  habe  ich  mich  schließ- 
lich entschlossen,  Dehniüoneu  und  Sätze  ohne  Beweise  zusammen- 
zustellen,     um     wenigstens     keinen     Zweifel     dariiber     zu     lassen, 
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in  welchem  Sinne  ich  die  einzelnen  Termini  gebrauche  und  in 
■welchem  Umfang  ich  die  Sätze  benutze.  Dabei  glaubte  ich  nament- 
lich den  Begritt'  der  gleichmäßigen  Annäherung  an  eine  Greuzfiinktion 
hervorheben  zu  sollen. 

Der  vierte  Abschnitt  bringt  die  Lehre  von  den  eindeutigen 
Funktionen  complexen  Arguments  im  wesentlichen  im  Anschluß  an 
Cauchv  und  Riesiann.  Nach  Ableitung  der  Eigenschaften  solcher 
Funktionen  in  Bereichen,  in  denen  sie'  sich  regulär  verhalten,  schalte 
ich  zunächst  die  specielle  Discussion  der  Exponentialfunktion,  sowie 
des  Sinus  und  Cosinus  ein.  Erst  dann  folgt  die  Lelu-e  von  den 
isolierten  singnlären  Punkten,  in  Verbindung  mit  dem  LAURENTBclien 
Satze,  an  den  ich  auch  gleich  die  EoDBiERscbe  Reihe  anschließe. 
Bei  der  Behandlung  des  MiTTAG-LKFFLERschen  Satzes  beacbränke 
ich  mich  auf  den  einfachen  Fall,  in  welchem  man  nicht  nötig  hat, 
die  Grade  der  Zusatzpol  vnonie  ins  Unendhche  wachsen  zu  lassen. 
Sendungen  dieses  Satzes  auf  einfach  periodische  Funktionen 
schließen  den  Abschnitt. 

Im  fünften  Abschnitt,  der  von  mehrdeutigen  Funktionen  handelt. 
habe  ich  eine  Änderung  der  herkömmlichen  Anordnung  gewagt,  die 
vielleicht  nur  geteilter  Zustimmung  begegnen  wird:  ich  habe  den 
liOgarithmus  und  die  zugehörige  unendlichblättrige  RTEMANnsche 
Fläche  vorangestellt  und  seine  Eigenschaften  dann  bei  der  ünter- 
fluchnng  auch  der  einfachsten  Irrationalitäten  ohne  Scheu  benutzt. 
Gewiß  kann  man  diese  Untersuchung  führen,  ohne  irgend  welche 
transcendente  Hilfsmittel  zu  benutzen;  will  man  aber  dann  kon- 
sequent sein,  so  muß  man  auch  die  trigonometrische  Form  einer 
eompleiten  Zahl  vermeiden,  die  doch  nichts  anderes  ist  als  die  Ein- 
führung ihres  Logjirithmus,  und  die  Existenz  der  n'""  Wurzeln 
complexer  Zahlen  mit  dem  Fandamen taJsatz  der  Algebra  beweisen. 
Für  ein  Elementarbuch  schien  mir  das  zu  umständlich  zu  sein. 
Übrigens  ist  in  diesem  Abschnitt  die  allgemeine  Theorie  der 
sigebraiachen  Funktionen  ganz  bei  Seite  gelassen;  dafür  sind  die 
einfachsten  Fälle  um  so  ansfiUirlicher  diskutiert.  Zum  Schlnß  des 
Abschnitts  werden  die  Eigenschaften  des  Logarithmus  benutzt,  um 
die  Darstellung  einer  ganzen  transcendenten  Funktion  durch  ein 
wiendlicbes  Produkt  aus  der  Partial  brach  Zerlegung  ihrer  logarith- 
mischen  Ableitung  zu  gewinnen. 

Den  sechsten  und  letzten  Abschnitt  halie  ich  ,, allgemeine 
Funktionen theorie"  genannt.  Erst  in  ihm  entwickle  ich  die  all- 
gemeinen Begriffe  der  analytischen  Fortsetzung,  der  analytischen 
Funktion,  der  RiEKANJiBchen  Fläche,  der  natürlichen  Grenze.    Außer- 
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dem  enthält  der  Abschnitt  noch  eine  Darstellung  der  einzigen  bis 
jetzt  bekannten  Methode,  die  in  geeigneten  Fällen  die  analytische 
Fortsetzung  einer  zunächst  nur  für  einen  beschränkten  Bereich 
definierten  Funktion  wirklich  zu  bestimmen  gestattet,  nämlich  des 
Spiegelungsprinzips. 

Eine  Angabe  der  ersten  Quelle  der  angeführten  Definitionen 
und  Sätze  habe  ich  unterlassen  zu  dürfen  geglaubt  An  einzelnen 
Stellen  habe  ich  Hinweise  auf  die  Litteratur  flir  solche  Leser  bei- 
gefügt, die  eine  oder  die  andere  Frage  weiter  zu  verfolgen  wünschen, 
als  es  im  Text  geschehen  konnte;  auch  dabei  habe  ich  nicht  stets 
die  erste  Quelle  genannt,  sondern  womöglich  auf  solche  Darstellungen 
verwiesen,  die  mir  für  den  Anfänger  geeignet  zu  sein  schienen. 

Schließlich  ist  es  mir  eine  angenehme  Pflicht,  meinen  Göttin  ger 
Lehrern  und  Freunden  für  das  fördernde  Interesse  zu  danken,  mit 
dem  sie  die  Entstehung  des  Büchleins  begleitet  haben. 

Ansbach,  den  26.  März  1897. 

H.  Burkhardt. 
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ERSTER  ABSCHNITT. 
Gomplexe  Zahlen  nnd  ihre  geometrische  Darstellnng. 

§  I.   Die  allgemeine  Arithmetik. 

Objekte  der  elementaren  Arithmetik  sind  die  einzelnen  ganzen 
Zahlen.  Sie  lehrt,  wie  durch  einfache  Verknüpfungen  je  zweier 
Zahlen  (Addition ,  Subtraktion,  Multiplikation  u.  s.  f.)  eine  dritte 
gefunden  werden  kann.  Sie  leitet  dann  Gesetze  ab,  welche  aus- 
sagen: das  Resultat  einer  gewissen  Reihe  von  nacheinander  vor- 
genommenen Verknüpfungen  (z.  B.  a[b  +  c))  kann  auch  durch  eine 
Reihe  anderer  Verknüpfungen  (im  genannten  Beispiel  ah  +  ac)  er- 
halten werden.  Sie  wendet  endlich  diese  Gesetze  an,  um  fest- 
zustellen, wie  eine  Größe,  die  bestimmten  Verknüpfungen  mit  anderen 
Grössen  unterworfen  werden  soU,  gewählt  werden  muß,  damit  das 
Resultat  dieser  Verknüpfungen  einen  vorgeschriebenen  Wert  erhält 
Die  Beweise,  welche  sie  für  diese  Gesetze  und  Vorschriften  giebt, 
sind  von  zwei  ganz  verschiedenen  Arten.  Bei  der  Ableitung  der 
fundamentalen  Gesetze  beruft  sie  sich  auf  die  reale  Bedeutung  ihrer 
Objekte  (der  Zahlen)  und  der  Operationen,  welchen  diese  Objekte 
unterworfen  werden;  im  weiteren  Verlauf  wird  auf  diese  reale  Be- 
deutung nicht  mehr  rekurriert,  sondern  es  wird  nur  mit  den  Zeichen 
der  Objekte  und  der  Operationen  auf  Grund  der  Lehren  der  formalen 
Logik  und  der  vorher  schon  abgeleiteten  Sätze  der  Arithmetik  selbst 
manipuliert  Diese  Unterscheidung  hat  weiterhin  eine  wichtige  Kon- 
sequenz. Die  Entwicklung  führt  nämlich  dahin,  daß  neben  den 
^positiven,  ganzen^^  Zahlen,  denen  der  Name  „Zahlen''  ursprünglich 
allein  zukommt,  noch  andere  Gedankendinge  ebenfalls  als  Zahlen 
(negative,  gebrochene,  irrationale)  bezeichnet  und  zu  Objekten  der 
^^allgemeinen  Arithmetik''  gemacht  werden.  Für  diese  Zahlen  in  all- 
gemeinerem Sinne  des  Wortes  werden  dann  gewisse  Verknüpfungs- 
operationen definiert,  welche  große  Analogie  zu  den  Verknüpfungen 
der  ganzen  Zahlen  zeigen  und  auf  welche  auch  die  Namen  dieser 
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letzteren  Verknüpfungen  übertragen  werden.  Von  diesen  Operationen 
mit  allgemeineren  Zahlen  wird  auf  Grund  ihrer  Definition  gezeigt, 
daß  sie  den  oben  erwähnten  fundamentalen  Gesetzen  genügen; 
daraus  folgt  dann  mit  einem  Schlage,  daß  auch  die  abgeleiteten 
Gesetze  für  sie  gelten ;  die  früher  unter  Voraussetzung  nur  positiver 
ganzer  Zahlen  gegebenen  Beweise  behalten  Wort  für  Wort  Gültig- 
keit, da  sie  ja  auf  die  Eigenschaften  der  Objekte  nicht  mehr  rekur- 
rieren, sondern  nur  auf  die  vorher  schon  bewiesenen  Eigenschaften 
der  Operationen  sich  stützen. 

Daß  es  erlaubt  ist,  solche  allgemeinere  Zahlen  einzuführen,  ist 
in  der  Freilieit  des  wissenschaftlichen  Denkens  begründet,  das  sich 
seine  Objekte  selbst  wählen  kann;  daß  es  zweckmässig  ist,  zeigt  der 
Erfolg.  Die  negativen  und  gebrochenen  Zahlen  stellen  Relationen 
zwischen  Objekten  der  täglichen  Erfahrung  in  übersichtlicherer  Form 
dar,  als  sie  sich  bei  ausschließlichem  Gebrauch  ganzer  positiver 
Zahlen  darstellen  lassen;  die  irrationalen  Zahlen  entspringen  aus  der 
Forderung,  die  in  der  Erfahrung  approximativ  vorUegenden  Gesetze 
unserer  Kaumanschauung  zum  Zwecke  ihrer  wissenschaftlichen  Ver- 
arbeitung als  absolut  genaue  zu  erfassen  —  einer  Forderung,  der  durch 
Relationen  zwischen  ganzen  Zahlen  allein  nicht  genügt  werden  kann. 

Im  folgenden  wird  die  Einführung  der  negativen  und  der  ge- 
brochenen Zahlen  als  bereits  erledigt  vorausgesetzt;  dagegen  wird 
von  irrationalen  Zahlen  in  den  beiden  ersten: Abschnitten  nur  an 
wenigen  Stellen  Gebrauch  gemacht 

§  2.  Einführung  von  Zahlenpaaren;  ihre  Addition  und  Subtraiction. 

Neben  die  Algebra  der  einfachen  Zahlen  tritt  nun  eine  Algebra 
der  Zaiilenpaare  („double  algebra"  sagen  die  Engländer).  Sie  leitet 
aus  je  zwei  Zahlenpaaren  ein  neues  ab  und  sucht  die  Gesetze, 
welchen  diese  Verknüpfungen  der  Zahlenpaare  unterhegen.  Die 
Algebra  der  einfachen  Zahlen  findet  ihr  Gegenbild  in  der  Geometrie 
auf  einfach  ausgedehnten  Gebilden,  insofern  es  möglich  ist,  jedem 
Punkte  eines  solchen  Gebildes,  z.  B.  einer  geraden  Linie,  eine  be- 
stimmte Zahl  und  jeder  Zahl  einen  bestimmten  Punkt  zuzuweisen. 
Von  der  Algebra  der  Zahlenpaare  werden  wir  sehen,  daß  sie  ihr 
Gegenbild  in  den  geometrischen  Beziehungen  zwischen  den  Punkten 
auf  zweifach  ausgedehnten  Gebilden  —  Flächen  —  findet,  nament- 
lich auf  den  einfachsten  unter  diesen,  der  Ebene  und  der  Kugel. 

Welcherlei  Verknüpfungen  von  Zahlenpaaren  wir  betrachten 
wollen,   steht   zunächst  in   unserer  Hand;    ob    die  Wahl,   die   wir 
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treffen,  eine  zweckmäßige  ist  —  diese  Frage  wird  dann,  aber  auch 
erst  dann  bejaht  werden  dürfen,  wenn  sich  Kesultate  ergeben  haben, 
die  auf  anderem  Wege  nicht  oder  doch  nicht  so  leicht  zu  govinnen 
sind.  Wir  haben  aber  für  die  Auswahl  zwei  Gesichtspunkte,  die 
uns  leiten  können.  Wir  werden  einmal  nach  Verknüpfungen  suchen, 
die  denselben  oder  doch  nahezu  denselben  Gesetzen  gehorchen,  wie 
die  Verknüpfungen  der  einfachen  Zahlen;  wir  werden  andererseits 
immer  die  Beziehung  zum  geometrischen  Bilde  im  Auge  behalten. 
Doch  wollen  wir  nicht  die  allgemeine  Frage  aufwerfen,  welches  denn 
die  allgemeinsten  Verknüpfungen  sein  mögen,  die  die  erste  Forderung 
erfüllen  und  dabei  auch  dem  zweiten  Gesichtspunkt  gerecht  werden; 
wir  wollen  vielmehr  mit  der  Definition  der  Verknüpfungen,  die  wir 
betrachten,  beginnen  und  nachher  erst  beweisen,  daß  sie  jenen  Ge- 
setzen gehorchen,  und  zeigen,  wie  sie  sich  geometrisch  darstellen. 
Wir  knüpfen  dabei  an  die  historische  Entwicklung  an:  die  Zahlen- 
paare sind  zuerst  in  der  Form  „imaginärer**  Zahlen  a  +  b  )/—  1  bei 
der  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  2.,  3.,  4.  Grades  auf- 
getreten. Man  hat  mit  diesen  „imaginären"  Zahlen  zuerst  zaghaft, 
bald  durch  glückliche  Erfolge  ermutigt,  wie  mit  reellen  Zahlen  ge- 
rechnet, ohne  sich  vollständig  Kechenschaft  darüber  zu  geben,  wieso 
ein  solches  Vorgehen  berechtigt  sei,  und  was  ein  solches  imaginäres 
Symbol  überhaupt  bedeute.  Die  folgenden  Definitionen  sind  alle 
zuerst  in  der  Form  gegeben  worden;  man  soll  mit  den  imaginären 
Zahlen  a  +  bi  wie  mit  reellen  Binomen  rechnen,  dabei  aber  höhere 
Potenzen  von  i  durch  die  Relation  i*  +  l  =  0  auf  die  erste  re- 
ducieren. 

Wollen  wir  mit  Zahlenpaareu  rechnen,  so  müssen  wir  uns 
erst  darüber  einigen,  welchen  Sinn  die  Aussage  haben  soll:  „zwei 
Zahlenpaare  sind  einander  gleich".     Wir  definieren: 

I.  Zwei  Zahlenpaare  (a,  b)  und  (c,  d)  sollen  dann  und  nur  dann 
einander  gleich  heißen^  wenn 

a  =  c  und  b  —  d 

ist  (nicht  etwa  auch  wenn  a  =  d  und  ä  =  c  ist).  Uine  Gleichung 
zwischen  Zahlenpaareu  vertritt  also  zwei  Gleichungen  zwischen 
Zahlen. 

n.  Wohl  die  einfachste  Art,  aus  zwei  Zahlenpaaren  {a,  b)  und 
{cj  d)  ein  drittes  abzuleiten,  ist,  daß  man  bildet: 

(a  +  Cf  b  +  d). 

Wir  bedürfen  eines  Aamens  und  eines  Zeichens  für  diese  Ver- 
knüpfung;   wir  wollen  keine  neuen  einführen,  sondern  den  aus  der 
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einfachen  Algebra  bekannten  Namen  der  Addition  mit  ihrem  Zeichen  + 
auch  hier  benatzen.  Wir  nennen  demgemäß  das  dritte  Zahlenpaar 
die  Summe  der  beiden  andern  und  schreiben: 

1)  (a,  h)  +  (c,  d)^{a  +  c,b  +  d). 

Diese  Worte  und  Zeichen  (Addition^  Summe,  +,  =)  haben  damit 
eine  neue  Bedeutung  erhalten. 

Diese  Verknüpfung  der  Zahlenpaare  ist  eine  in  jedem  Falle  aus- 
führbare und  eindeutig  bestimmte  Operation.  Es  gelten  für  sie  das 
Gesetz  der  Commutation: 

2)  (a,b)  +  {c,d)^{c,d)  +  {a,b) 
und  das  Gesetz  der  Association: 

8)  [[a,  b)  +  (c,  d)]  +  {e,  f)  =  {a,  h)  +  [(c,  d)  +  {o,  f)] . 

Das  erste  dieser  Gesetze  wird  bewiesen,  indem  man  die  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung  (2)  geforderten  Operationen  der  De- 
finition (II)  gemäß  ausführt;  die  sich  ergebenden  Zahlenpaare 
{a  +  Cyb  '\-  d)  und  [c  +  a,  d  +  b)  sind  nach  Definition  (I)  einander 
gleich,  weil  nach  dem  für  die  Addition  der  Zahlen  geltenden  Kom- 
mutationsgesetz  a  +  c  =  c*  +  a  und  b  +  d^  d  +  b  \^t  —  In  der- 
selben Weise  ist  die  Gleichung  (3)  zu  beweisen. 

Aus  den  beiden  Gesetzen  der  Kommutation  imd  der  Association 
werden  in  der  elementaren  Algebra  die  weiteren  Sätze  über  die 
ümordnung  der  Glieder  in  einer  Summe  von  3  oder  mehr  Sum- 
manden durch  rein  logische  Deduktion  gewonnen,  ohne  daß  man 
dabei  nötig  hätte,  auf  die  reale  Bedeutung  der  Operation  des  Ad- 
dierens zurückzugehen.  Daraus  folgt  (man  woUe  die  allgemeine  Er- 
örterung des  §  1  über  diese  Schluß  weise  vergleichen),  daß  auch 
diese  weiteren  Sätze  für  das  Rechnen  mit  Zahlenpaaren  ebenso  wie 
für  das  Rechnen  mit  gewöhnlichen  Zahlen  Gültigkeit  haben.  Dem- 
gemäß gilt  der  allgemeine  Satz,  von  dem  die  Gleichungen  (2)  und 
(3)  spezielle  Fälle  darstellen: 

III.  In  einer  Summe  beliebig  vieler  Zahlenpaare  dürfen  die  einzelnen 
Summanden  in  beliebiger  Auswahl  und  Reihenfolge  zu  Teilsummen  zu- 
sammengefaßt werden. 

Wir  definieren  weiter: 

IV.  Ba^s  Zahlenpaar  (—  «,  —  b)  heißt  zu  dem  Zahlenpaar  (a,  b) 
entgegengesetzt 

V.  Unter  der  Differenz  Zweier  Zahlenpaare  verstehen  wir  dasjenige 
Zahlenpaar,   das  zu  dein  Subtrahenden  addiert  den  Minuenden  liefert. 

Aus  dieser  Definition,  der  Definition  der  Summe  (II)  und  den 
Eigenschaften  der  Addition  und  der  Subtraktion  der  einfachen 
Zahlen  folgt: 
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Satz  VIj  der  sich  durch  die  Gleichung  ausdrückt 

4)  [a,  b)  —  (c,  d)  =  [a  —  bj  c  —  d)\ 

sowie  Satz  VII:  Subtraktion  eines  Zahlenpaares  ist  dasselbe  wie  Ad- 
dition des  entgegengesetzten  Zahlenpaares,  also  eine  in  jedem  Falle  aus- 
fuhrbare  und  eindeutig  bestimmte  Operation, 

Die  Summe  einer  Anzahl  (m)  gleicher  Summanden  a 

1  2         3  «-1      m 

a  +  a  +  a  +  ..  +  a  +  a 

wird  in  der  elementaren  Algebra  „das  Produkt  aus  der  Anzahl  m 
in  die  Zahl  a^'  genannt.  Zufolge  des  Satzes  (III)  hat  es  einen  be- 
stimmten Sinn,  wenn  wir  diese  Definition  auf  Zahlenpaare  ausdehnen ; 
wir  können  sagen: 

Vni.  Unter  dem  Produkt  aus  einer  ganzen  Zahl  m  und  einem 
Zfihlenpaar  (o,  b)  verstehen  wir  die  Summe  von  m  einander  gleichen 
Zahlenpaaren  {a,  b). 

Bilden  wir  diese  Summe  nach  den  Vorschriften  der  Definition  11 
und  des  Satzes  III,  so  finden  wir  einen  Satz  IX  der  sich  durch  die 
Gleichung  ausdrückt: 

5)  m  [a,  b)  =:  {ma,  m  b). 

X.  Die  Division  eines  Zahlenpaares  durch  eine  ganze  Zahl  definieren 
wir  als  Umkehrung  der  eben  definierten  Multiplikation,  Zufolge  der 
Gleichung  (5)  ist  dann: 

6)  (^)=/A,  M. 
'  tn  \m     m) 

XI.  Multiplikation  eines  Zahlenpaares  mit  einem  Bruch  definieren 
wir  als  ,,  Multiplikation  mit  dem  Zähler  und  Division  durch  den 
Nenner*^;  aus  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  folgt  dann: 

0  -.(a,Ä)=(--a,--A). 

Vermöge  IV — VII  und  der  Definition  der  Multiplikation  nega- 
tiver Zahlen  gelten  die  Sätze  IX — XI  auch  für  negative  ganze 
Zahlen  m,  n. 

XII.  Auf  Grund  der  Definitionen  11  und  XI  kann  jedes  Zahlen- 
paar in  der  Fonn: 

8)  (a,  b)  =  ae^  +  ^  ^2 

als  algebraische  Summe  von  Multiplis  der  beiden  speziellen  Zahlenpaare: 

«1  =  (1,  0) 
e,  =  (0,  1) 

dargestellt  werden,  die  man  wohl  Einheiten  nennt 
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§3.  Multiplikation  der  Zahlenpaare;  die  Zahlenpaare  als  compiexe 

Zahlen. 

In  der  elementaren  Arithmetik  wird  neben  der  Addition  als 
eine  zweite  Art  der  Verknüpfung  zweier  Zahlen  zu  einer  dritten 
die  Afnltiplikation  betrachtet.  Von  den  Eigenschaften  derselben 
lieben  wir  für  unsere  nächsten  Zwecke  einmal  die  Gommutatwität 
hervor  (vgl.  §  2,  Glchg.  (2)),  derzufolge: 

1)  ah  ^=  ba 

ist;  dann  aber  die  distributive  Beziehung,  in  welcher  sie  zur  Addition 
steht     Diese  letztere  drückt  sich  durch  die  identische  Gleichung: 

2)  a{b  +  c)  =  ab  +  ac 
aus. 

Wir  fragen  nun,  ob  es  auch  für  Zahlen/?aare  eine  Verknüpfung 
giebt,  welche  diesen  beiden  Gesetzen  gehorcht,  welche  also  erstens 
selbst  commutativ  ist,  zweitens  zu  der  in  §  2  gelehrten  Addition 
der  Zahlenpaare  in  distributiver  Beziehung  steht  Giebt  es  eine 
solche,  so  wollen  wir  den  Namen  Multiplikation  und  die  Bezeichnung 
durch  Nebeneinanderstellen  der  Faktoren,  mit  oder  ohne  ver- 
bindenden Punkt,  auf  sie  übertragen. 

Vermöge  der  in  §  2,  Glchg.  (8)  gelehrten  Darstellung  der  Zahlen- 
paare und  vermöge  der  gestellten  Forderungen  der  Commutativität 
und  Associativität  wird  das  Resultat  der  Multiplikation  irgend  zweier 
Zahlenpaare  bestimmt  sein,  wenn  die  Produkte  der  beiden  Einheiten 
mit  sich  selbst  und  mit  einander  bestimmt  sind  (natürlich  wieder 
als  Zahlenpaare).  Wir  wollen  aber  hier  nicht  die  Frage  allgemein 
aufwerfen  und  beantworten,  welches  die  allgemeinsten  mit  den 
übrigen  Voraussetzungen  verträglichen  Annahmen  sind,  die  wir  hier 
noch  machen  können,  oder  welche  von  den  verschiedenen  etwa  mög- 
lichen Annahmen  auch  wirklich  zu  wesentlich  verschiedenen  „double 
algebras"  führen;  wir  wollen  vielmehr  gleich  diejenigen  Voraus- 
setzungen einführen,  welche  für  die  Theorie  der  sogenannten 
„gemeinen  complexen  Zahlen'*'  charakteristisch  sind. 

I.  jyir  setzen  dementsprechend  fest,  daß  die  Produkte  der  Ein- 
heiten durch  die  Gleichungen  definiert  seien: 

3)  (1,0).(1,0)  =  (1,0) 

4)  (0,1).  (1,0)  =  (1,0)  (0,1)  =  (0,1) 

5)  (0,1).(0,1)  =  (-1,0) 

Wir  müssen  uns  vor  allem  den  Inhalt  dieser  Gleichungen  klar 
machen. 
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Aus  der  ersten  von  ihnen,  zusammen  mit  den  Resultaten  des 
vorigen  Paragraphen,  ergiebt  sich,  daß  alles  Rechnen  mit  Zahlen- 
paaren, deren  zweite  Elemente  =  0  sind,  so  auszuführen  ist,  wie 
wenn  diese  zweiten  Elemente  gar  nicht  vorhanden  wäi*en,  indem 
nämlich  nur  mit  den  ersten  Elementen  wie  mit  einfachen  Zahlen 
zu  rechnen  ist.  Gleichung  (4)  sagt  zusammen  mit  dem  Gesetz  der 
Distributivität  aus,  daß  die  Zahlenpaare  {a,0)  auch  für  die  Multi- 
plikation mit  andern  Zahlenpaaren  wie  einfache  Zahlen  zu  behandeln 
sind.  Infolgedessen  dürfen  wir  diese  speziellen  Zahlenpaare  geradezu 
mit  den  einfachen  Zahlen  identifizieren: 

n.   Wir  dürfen  und  wollen: 

6)  (1,0)  =  1 

setzen;  dann  folgt  vermöge  §  2,  Glchg.  5,  daß  allgemein 

7)  (a,0)  =  a 
zu  setzen  ist 

Gleichung  (5)  endlich  kann  vermöge  (7)  geschrieben  werden: 

8)  (Ü,l).(0,l)=-1. 

Infolgedessen  können  wir  sagen: 

in.  Während  es  nicht  möglich  istj  eine  einfache  Zahl  zu  finden^ 
die  mit  sich  selbst  multipliziert  —  1  giebt,  giebt  es  ein  Zahlenpaar,  näm- 
lich (0, 1),  f/oÄ  diese  Eigenschaft  hat. 

Die  Aufgabe,  eine  Zahl  zu    finden,   die   mit  sich  selbst  multi- 
pliziert eine  gegebene  Zahl  liefert,  heißt  in  der  elementaren  Algebra 
„Ausziehung  der  Quadratwurzel  aus  dieser  Zahl"  und  wird  mit  ^ 
bezeichnet;  übertragen  wir  diese  Bezeichnungsweise  (vorläufig  ohne  ^ 
nähere  Diskussion)  auf  das  Rechnen  mit  Zahlenpaaren,   so   können 
wir  Satz  III  auch  folgendermaßen  formulieren: 

IV.  Bie  durch  y—  1  geforderte  Rechnungsoperation  ist  im  Gebiete 
der  einzelnen  Zahlen  unmöglich^  aber  im  Gebiete  der  Zahlenpaare  wird 
ihr  durch  (0, 1)  Genüge  geleistet, 

(Ob  ihr  etwa  noch  andere  Zahlenpaare  Genüge  leisten,  bleibt 
vorläufig  dahingestellt;  vgl.  aber  §  58.) 

Dementsprechend  setzen  wir,  indem  wir  uns  einer  von  Gauss 
eingeführten  Bezeichnungsweise  bedienen: 

9)  (o,i)  =  y-r=« 

V.  Zufolge  Glchg,  8  des  §  2  kann  dann  jedes  Zahlenpaar  in  der 
Form  geschrieben  werden: 

10)  {a,b)  =  a  +  bi. 
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Wir  ändern  nunmehr  unsere  Ausdrucksweise: 

VI.  Was  wir  bisher  schlechtweg  „eine  Zahl^^  nannten j  soll  in  Zu- 
kunft „eine  reelle  Zahl''  heißen;  was  wir  bisher  ein  Zahlenpaar  nannten, 
soll  in  Zukunft  „eine  Zahl^^,  oder  wo  ein  unterscheidender  Zusatz 
wünschenswert  ist,  eine  ,, complexe  ZahV^  (complexe  Große)  genannt 
werden. 

Dementsprechend  dehnen  wir  den  Gebrauch,  unbestimmte 
Zahlen  durch  Buchstaben  zu  bezeichnen,  dahin  aus,  daß  ein  Buchstabe 
eine  beliebige  complexe  Zahl  soll  bezeichnen  können,  wenn  nicht  die 
Beschränkung  auf  reelle  Zahlen  (oder  eine  andere  Beschränkung)  aus- 
drücklich ausgesprochen  oder  au«  dem  Zusan^menhang  ersichtlich  ist. 

Vn.  a  heißt  der  reelle,  b  i  der  imaginäre  Bestandteil  der  com- 
plexen  Zahl  a  +  bi.  Eine  complexe  Zahl,  deren  reeller  Bestandteil 
0  ist,  heißt  eine  rein  imaginäre  Zahl. 

Man  darf  sich  durch  diese  Namen  nicht  zu  falschen  Vor- 
stellungen verleiten  lassen;  wie  wir  bald  sehen  werden,  sind  die 
complexen  Zahlen  sehr  wohl  zur  Darstellung  bestimmter  Beziehungen 
zwischen  reellen  Objekten  geeignet. 

Wir  wollen  die  eben  eingeführte  Bezeichungsweise  sofort  be- 
nutzen,  um  in  ihr  das  Resultat  explicite  anzugeben,  welches  sich: 

VIII.  für  die  Multiplikation  von  irgend  zwei  complexen  Zahlen 
durch  Anwendung  der  Gleichungen  (1) — (5)  ergiebt: 

11)  {a  +  bi){c  +  di)=:ac-'bd  +  i{ad  +  b  c). 

Die  durch  diese  Gleichung  definierte  Multiplikation  complexer 
Zahlen  ist  demnach  eine  in  jedem  Falle  ausruhrbare  Operation,  und 
ihr  Resultat  ist  eindeutig  bestimmt.  Daß  die  Regeln  der  Multi- 
plikation reeller  Zahlen  für  sie  gelten,  ist  nicht  selbstverständlich 
(ebensowenig  wie  die  entsprechende  Eigenschaft  der  Addition), 
sondern  muß  bewiesen  werden.  Dabei  wird  es  genügen,  die  fort- 
dauernde Gültigkeit  der  fundamentalen  Gesetze  nachzuweisen,  um 
schließen  zu  können,  daß  auch  die  abgeleiteten  Gesetze  bestehen 
bleiben;  wir  haben  diesen  Punkt  in  den  §§  1,  2  so  ausführlich 
erörtert,  daß  wir  hier  nicht  mehr  darauf  zurückzukommen  brauchen. 
Solcher  fundamentalen  Gesetze  besitzt  die  Multiplikation  aber  drei; 
nämlich  außer  den  beiden  zu  Anfang  des  Paragraphen  genannten 
noch  das  folgende: 

12)  (ab).c=^a.{bc) 

das  als  Gesetz  der  Association  (§  1,  Glchg.  3)  bezeichnet  wird.  Zur 
Verifikation  der  Thatsache,  daß  diese  drei  Gesetze  auch  für  die 
durch  Glchg.  (1 1)  definierte  Multiplikation  complexer  Zahlen  Gültigkeit 
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behalten,  bedarf  es  nur  der  Ausführung  der  geforderten  Operationen 
nach  den  gegebenen  Vorschriften;  sie  kann  dem  Leser  überlassen 
bleiben,  und  wir  dürfen  gleich  den  Satz  aussprechen: 

TX.  ür  die  durch  Gleichung  (11)  definierte  Multiplikation  gelten 
die  drei  Gesetze  (1),  (2),  (12)  mit  allen  ihren  Folgerungen. 

Alle  Folgerungen  aus  Gleichungen  sind  natürlich  wieder 
Gleichungen.  Es  giebt  aber  noch  eine  wichtige  Eigenschaft  der 
Multiplikation  reeller  Zahlen,  die  sich  nicht  durch  eine  Gleichung, 
sondern  durch  eine  Ungleichung  ausdrückt,  und  die  daher  jedenfalls 
nicht  aus  jenen  drei  Grundgesetzen  allein  abgeleitet  werden  kann: 
nämlich  den  Satz,  dass  ein  Produkt  nicht  0  sein  kann,  wenn  nicht 
einer  der  beiden  Faktoren  0  ist  Wir  müssen  daher  noch  besonders 
zeigen,  daß  auch  dieser  Satz  für  complexe  Zahlen  gültig  bleibt 
Soll  die  rechte  Seite  der  Glchg.  (11)  =  0  sein,  so  muß  nach  der  in 
§  2,  I  gegebenen  Definition  der  Gleichheit  coraplexer  Zahlen: 

ac  —  b d  =  0      c\  ^  d 

ad  +  bc  =  0     d\       c 

sein.     Aus  diesen  Gleichungen   folgt  durch  Multiplikation  mit  den 
beigesetzten  Faktoren: 
13)  a(c2  +  (f2)  =  0, 

b{c^  +  d^)  =  0. 

Der  Gleichung  c*  +  (f  *  =  0  kann  durch  reelle  Zahlen  c,  d  nicht 
anders  genügt  werden,  als  wenn  c  =  0  und  d  =  0  ist  Wenn  aber 
c*  +  rf*  nicht  =0  ist,  folgt  aus  den  Gleichungen  (13),  daß  a  =  0 
und  Ä  =  0  sein  muß,  eben  weil  für  reelle  Zahlen  der  angeführte 
Satz  Gültigkeit  hat     Wenn  also 

{a  +  bi){c  +  dl)  =  0 

ist,  muß  entweder  a  +  ^i  =  0  oder  c  +  di  =  Q  sein;  d.  h.  es  gilt 
auch  für  unsere  coraplexen  Zahlen  in  der  That  der  Satz: 

X.  Ein  Produkt  kann  nicht  Null  sein^  tcenn  nicht  einer  der  Faktoren 
Null  üt 

§  4.  Geometrische  Darstellung  der  complexen  Zahlen  durch  die 

Punkte  der  Ebene. 

Zu  Beginn  unserer  Untersuchungen  (in  §  1)  haben  wir  uns 
daran  erinnert,  daß  die  Gesamtheit  der  reellen  Zahlen  und  die 
Gesamtheit  der  Punkte  einer  geraden  Linie  einander  umkehrbar  ein- 
deutig, d.  h.  so  zugeordnet  werden  können,  daß  jedem  Punkt  eine 
bestimmte  Zahl  (seine  „Abscisse**)   und  jeder  Zahl  ein   bestimmter 
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Punkt  entspricht  Wir  haben  auch  bereits  darauf  hingewiesen,  daß 
ebenso  den  Punkten  einer  Fläche,  als  eines  zweifach  ausgedehnten 
Gebildes,  Zahlenpaare  zugeordnet  werden  können.  Die  einfachste 
derartige  Zuordnung  ist  die  für  die  Punkte  der  Ebene  von  Descartes 
gegebene:  man  zieht  durch  einen  bestimmten  Punkt,  den  „Ursprung 
des  Koordinatensystems",  zwei  zu  einander  senkrechte  Gerade,  „die 
ar-  und  die  y-Axe",  fallt  von  jedem  Punkt  der  Ebene  Senkrechte  auf 
diese  Axen  und  bezeichnet  die  Längen  der  von  diesen  Senkrechten 
auf  den  Axen  gebildeten  Abschnitte,  vom  Ursprung  aus  gemessen 
und.  mit  Vorzeichen^  genommen  als  „Koordinaten"  x,  y  des  be- 
trachteten Punktes  (vgl,  Fig.  1).      In    dieser   Darstellung   brauchen 

wir  nur  das  Zahlenpaar  [x,  y)  durch  die  com- 
plexe Zahl  X  +  iy  zu  ersetzen,  so  haben  wir 
die  von  Gauss  und  Argand  gegebene  Beziehung 
der  complexen  Zahlen  auf  die  Punkte  der 
Ebene: 

T.   Wir  ordnen  jeder  complexen  Zahl  x  +  iy 
denjenigen  Punkt  der  Ebene    zu,    der  in  Bezug 
auf  ein  fest  angenommenes  rechtwinkliges  Koordi- 
natensystem die  Koordinaten  x,  y  hat,  und  umgekehrt  jedem  Punkt  mit 
den  Koordinaten  x,  y  die  complexe  Zahl  x  +  iy, 

Daboi  ontnpricht  also  jeder  complexen  Zahl  ein  und  nur  ein 
Punkt  der  Kbimo  und  umgekehrt  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  und 
nur  eine  complexe  Zahl.  Also  muss  auch  jeder  bestimmten  Be- 
ziehung zwischen  Punkten  der  Ebene  eine  bestimmte  Beziehung 
zwischen  complexen  Zahlen  entsprechen  und  umgekehrt  Aus  jedem 
Satz(^  ilber  complexe  Zahlen  folgt  durch  Übersetzung  in  die  Sprache 
clor  (3(M>nietrie  ein  Satz  über  Punkte  einer  Ebene;  umgekehrt  aus 
jt^dt'ui  Satze  der  (Geometrie  der  Ebene  ein  Satz  über  complexe 
Zahlen.  Selbstverständlich  muß  jeder  Satz  jeder  dieser  Theorien 
sich  „rein"  durch  Mittel  beweisen  lassen,  die  ihr  allein  angehören; 
aber  wir  werden  uns  das  mächtige  Hilfsmittel  der  Forschung  nicht 


*  Im  allgemeineii  werden  wir  die  positive  x-Axe  nach  rechts,  die  positive 
y-Axe.  vom  Leser  abgewendet  annehmen;  jedenfalls  aber  denken  wir  uns  die 
pOHitivcn  Axenrichtungcn  so  gewählt,  daß  sie  durch  bloße  Drehung  in  der 
Ebene,  ohne  Umklappung  derselben,  in  die  eben  angegebene  Lage  gebracht 
werden  kr>nnen.  Ob  man  diese  oder  die  entgegengesetzte  Festsetzung  triflPt,  ist 
an  und  für  sich  natürlich  vollkommen  gleichgültig;  doch  ist  es  häufig  bequem 
für  die  Ausdrucksweise,  daß  man  eine;  bestimmte  Festsetzung  trifft,  und  ge- 
legentlich für  Vorzeichonbestimmungcn  von  Bedeutung,  daß  man  an  der  ein- 
mal getroffenen  festhält. 
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entgehen  lassen,  das  in  der  Ausnutzung  bekannter  geometrischer 
Sätze  für  unsere  funktionentheoretischen  Zwecke  besteht  Dieses 
Verfahren  ist  auch  vom  Standpunkt  der  Stringenz  unangreifbar, 
sobald  nur  einerseits  die  umkehrbare  Eindeutigkeit  der  gegenseitigen 
Beziehung  zwischen  dem  analytischen  Objekt  und  dem  geometrischen 
Bild  sichergestellt,  andererseits  eben  nur  bewiesene  geometrische 
Sätze  übertragen  werden. 

Insbesondere  entsprechen  den  reellen  Zahlen  (§  3,  VI)  die 
Punkte  der  or-Axe,  die  daher  Axe  der  reellen  Zahlen  genannt  wird, 
den  rein  imaginären  Zahlen  (§  3,  Yil)  die  Punkte  der  y-Axe  [Axe 
der  rein  imeiffinären  Zahlen)  ^. 

Aus  den  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  ergeben  sich 
bekanntlich  seine  Polarkoordinaten,  Radius  Vector  r  und  Polarwinkel 
(f,  durch  die  Gleichungen  (vgl.  Fig.  1): 

X  =  r  cos  <r, 

y  =  r  sm  qp, 
deren  Auflösung  lautet: 

2)  r  =  |/ar2  -h  y »,      qp  =  arctg  |  • 

Die  Formeln  (1)  sind  auch  dem  Vorzeichen  nach  richtig,  wenn  der 
positive  Drehsinn  für  die  Winkel  so  gewählt  ist,   daß  die  Halbaxe 

der   positiven  y  mit  der  der  positiven   x   einen  Winkel    +^    ein- 

schliesst^  und  wenn  r  stets  positiv  genommen  wird.  Die  Be- 
gründung dieser  Behauptungen  durch  die  Theorie  der  trigono- 
metrischen Funktionen  eines  reellen  Winkels  setzen  wir  hier  als 
bekannt  voraus. 

U.  Auf  Grund  der  Gleichungen  (1)  kann  jede  complexe  Zahl  auf 
die  Form  gebracht  werden: 

3)  z  =  X  +  iy  =  r  (cos  qp  +  i  sin  ff). 

IIL  Dabei  ist  r  der  positive   IFert  der  Wurzel: 

man  nennt  ihn  den  absoluten  Betragt  der  complexen  Zahl 
z  =  X  +  iy  und  bezeichnet  ihn  mit: 

\z'\ . 

Das  Quadrat  des  absoluten  Betrags  wird  Norm  genannt. 

^  Man  sagt  auch  wohl  ,,reelle  Axc'^  ,,imaginäre  Axe^^ 

*  Alao  bei  der  getroffenen  Festsetzung  über  die  positiven  Richtungen  der 
Axen:  ,,gegen  den  Sinn  des  Uhrzeigers". 

•  Aach  wohl  „3/o(/w/";  dieses  Wort  hat  aber  noch  verschiedene  andere 
Hcdentungen. 
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IV.  Über  einen  bestimmten  Namen  für  den  Winkel  tp  hat  man 
sich  nicht  geeinigt;  man  findet  ihn  als  Argument,  Amplitude,  Ab- 
weichung, Anomalie,  Arcus  bezeichnet  Wir  wollen  die  letztgenannte 
Bezeichnung  annehmen. 

V.  Der  Faktor 

cos  (p  +  i  sin  (p 

(Richtungsfaktor  der  complexen  Zahl)  hat  die  Eigenschaft,   daß  sein 
absoluter  Betrag  =  /  ist. 

VI.  Die  Bildpunkte  der  Zahlen  vom  absoluten  Betrag  1  liegen  auf 
dem  Einheits kreis ,  d,  h,  auf  dem  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Null- 
punkt und  dessen  Badius  gleich  der  Längeneinheit  ist. 

Eine  sehr  wesentliche  Frage  ist  hier,  ob  es  nur  auf  eine  Art 
möglich  ist,  eine  complexe  Zahl  auf  die  Form  (3)  zu  bringen,  oder 
auf  mehrere  Arten.     Darauf  ist  zu  sagen: 

VII.  Der  absolute  Betrag  r  ist  eindeutig  bestimmt;  aber  es  giebt 
(wie  die  Trigonometrie  lehrt)  unendlich  viele  JFerte  von  cp,  die  den 
Bedingungen  genügen:  sie  gehen  alle  aus  irgend  einem  von  ihnen  durch 
Addition  und  Subtraktion  beliebiger  ganzzahliger  Vielfacher  von  2n 
hervor.  Man  muß  diese  unendliche  Vieldeutigkeit  des  Arcus  be- 
ständig beachten,  wenn  man  mit  der  Form  (3)  der  complexen 
Zahlen  operiert;  übrigens  werden  wir  in  §  54  ausführlich  auf  sie 
zurückkommen  müssen. 

^    , ,  Vni.  Die  Zahl: 

4)  a  —  ib  =  r  (cos(—  qr)  +  isin(—  y)) 
=  r  (cos  (f'  —  i  sin  q.  ) 

heißt  die  zu  a  +  ib  konjugiert  complexe  Zahl. 
Ihr  geometrisches  Bild  ist  (vgl.  Fig.  2)  das 
Spiegelbild  des   Punktes    a  +  ib    in   Bezug    auf 

die  Axe   der   reellen   Zahlen.    —    Die  zur  konjugierten  konjugierte 

Zahl  ist  wieder  die  ursprüngliche. 

§  5.     Geometrische  Darstellung  der  Addition  complexer  Zahlen. 

Aus  den  Punkten,  welche  die  beiden  complexen  Zahlen  a  +  bi 
und  c  +  di  geometrisch  repräsentieren,  lässt  sich  der  ihre  Summe 
darstellende  Punkt  nach  folgender  Vorschrift  konstruieren: 

I.  Afan  verbinde  die  beiden  gegebenen  Punkte  mit  dem  Nullpunkt 
durch  gerade  Linien  und  vollende  das  dadurch  bestimmte  Parallelo- 
gramm: seine  vifTte   Ecke  ist  der  gesuchte  Punkt. 


§  5.    Geometrische  Darstellung  der  Addition  complexer  Zahlen,        1 3 


(a^bh(c-t^dji 


h^ds 


Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  Fig.  3,  in   der  die  erforderlichen 
Hilfslinien  gezogen  sind.  —  Daß   er  auch   giltig   bleibt,   wenn    die 
gegebenen  Punkte  nicht   beide  im  ersten  Quadranten   liegen,   folgt 
aus  den  in  §  4  getroffenen  Be- 
stimmungen über  die  Vorzeichen. 

Eine  andere  Form  derselben 
Vorschrift  ist  die  folgende: 

II.  Man  nehme  a  +  bi  zum 
Anfangspunkt  einer  Strecke,  tcelche 
mit  der  von  0  nach  c  +  di  pa- 
rallel^ gleichgerichtet  und  gleich- 
lang  ütt;  ihr  Endpunkt  ist  dann 
(a  +  bi)  +  (c'\-  di). 

Von  den  in  §  2  behandelten 
Eigenschaften  der  Addition  folgt 
die  Kommutativität  aus  der  I.,  die  Associativität  aus  der  11.  Form 
dieser  Vorschrift.  Darüber  hinaus  erhalten  wir  gleich  ein  erstes 
Beispiel  Tür  die  Nutzbarmachung  geometrischer  Sätze  zu  analytischen 
Zwecken.  Es  gilt  nämlich  der  elementargeometrische  Satz:  in  jedem 
Dreieck  ist  jede  Seite  nicht  grösser  ^  als  die  Summe  (und  nicht 
kleiner  als  die  Differenz)  der  beiden  andern  Seiten.  Aus  ihm  folgt 
auf  Grund  der  Definition  (3)  von  §  4  der  folgende  wichtige,  nament- 
lich bei  Konvergenzbeweisen  immer  wieder  zur  Anwendung  kommende 
Satz : « 


*  Die  gewählte  Ausdrucksweise  berücksichtigt  einen  Grenzfall,  der  hier 
nicht  ausgeschlossen  werden  darf:  daß  nämlich  das  Dreieck  in  eine  gerade 
Linie  ausartet. 

'  £in  algebraischer  Beweis  würde  folgendermaßen  zu  führen  sein: 

i  a  +  ft  1 1  =  l/5M^6^      I  c  4-  rfi  I  =  }/?+> , 
I  a  +  6 1  +  c  +  rf*  i  ^  =  (a  +  0'  +  (6  +  flO* 


also: 


=  2  [l/ö^c*  +  b^ cM-  a^ (i^  +  6- cT*  -  \^ c'  +  2a67rf~+T^¥-J 


Aber 
daher  auch 


{ad  -  bcy  ^  0, 


a«  d«  +  ft«  c-  ^  2  abcd\ 

folglich  ist  der  Ausdruck  in  [  ]  nicht  negativ,   da  die  erste  Wurzel  positiv  zu 

nehmen   ist   (mag   die   zweite  Wurzel   positiv  oder   negativ   zu  nehmen  sein). 

Also  ist  auch 

!  a  +  ft  i  I  +  I  c  +  d»    -^  I  a  +  &  *  +  c  +  di  I 

w.  z,  b.  w. 
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III.  Der  absolute  Betrag  der  Summe  zweier  complexen  Zahlen  ist 
nicht  größer  als  die  Summe  (und  nicht  kleiner  als  die  Differenz)  der 
al»Jtoluten  Beträge  der  Summanden. 

Wiederholte  Anwendung  der  ersten  Hälfte  des  Satzes  III  giebt 
den  allgemeineren: 

IV.  Der  absolute  Betrag  der  Summe  beliebig  vieler  complexer 
Zahlen  ist  nicht  großer  als  die  Summe  ihrer  absoluten  Beträge. 

§  6.  Geometrische  Darstellung  der  Multiplikation  complexer  Zahlen. 

Die  in  §  3,  Glchg.  11  gegebene  Definition  des  Produkts  zweier 
complexen  Zahlen  lässt  sich  auf  Grund  der  Entwicklungen  von  §  4 
auf  eine  Form  bringen,  aus  der  sich  die  geometrische  Konstruktion 
des  Produkts  sofort  wird  ablesen  lassen.     Sei  nämlich: 

a  +  bi  =  Tj  (cos  ^/j  +  2  sin  rp^) , 

c  +  di  =  r^  (cos  qpj  +  i  sin  ff^) , 
so  folgt  zunächst: 

(a  +  bi)  {c  +  di)  =  Tj  Tg  [(cos  qPj  cos  ff^^  —  sin  cf^  sin  (p^) 

+  I  (sin  qpj  cos  (p^  +  cos  fp^  sin  tp^)] . 

Das   ist   aber   nach  den  Additionstheoremen   der  trigonometrischen 
Funktionen  nichts  anderes  als: 

1)  =  »"i  ^2  [cos  (qpi  +  fp^)  +  i  sin  (qp^  +  qpg)] ; 

wir  haben  somit  den  Satz  gewonnen: 

I.  Der  absolute  Betrag  eines  Produkts  ist  gleich  dem  Produkt  der 
absoluten  Beträge  der  Faktoren,  der  Arcus  des  Produkts  gleich  der 
Summe  ihrer  Arcus. 

Ein  bemerkenswerter  Specialfall  wird  für  r^  =  r^ ,  (p^  =  —  rp^ 
erhalten,  nämlich: 

2)  {a  +  bi){a^bi)  =  a^  +  b^, 
m.  W.: 

II.  Das  Produkt  zweier  konjugiert  complexen  Zahlen  ist  reell, 
nämlich  gleich  ihrer  gemeinsamen  Norm. 

Die  Gleichung  (1)  lässt  die  Associativität  und 
Kommutativität  des  Produkts  unmittelbar  erkennen ; 
sie  führt  ferner  zur  geometrischen  Konstruktion 
desselben.  In  Fig.  4  sei  c  der  Punkt,  der  das 
Produkt  ab  geometrisch  darstellt;  es  ist  dann 

-c^  10 a  =  qpj ,  4^  10^  =  ^2 »  ^ "  =  ^1  >    Ö^^  =  '*2 
und  zufolge  der  Gleichung  (1): 

Fig.  4.  <^10c  =  qpj  +  ^2,     Oc  =  rira, 
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also: 

Demnach  sind  die  Dreiecke  01a  und  Obc  einander  gleich- 
stimmig ähnlich  und  die  gesuchte  Konstruktion  ist  folgende: 

ni.  Sind  a,  b  die  Punitte,  welche  die  zu  rnultiplizierenden  Zahlen 
f/eometrisch  darstellen y  so  honstruiere  man  das  zu  Ol  a  gleichstimmiff 
ähnliche  Dreieck  Obc\  die  dritte  Ecke  c  desselben  stellt  das  Produkt 
ab  dar. 

Diese  Konstruktion  benutzt  außer  dem  Nullpunkt  auch  den 
Einheitspunkt,  was  bei  der  Konstruktion  der  Summe  in  Fig.  3  nicht 
der  Fall  war. 


§  7.    Division  complexer  Zahlen. 

I.  Den  Quotienten  zweier  complexen  Zahlen  a: b  definieren  wir  als 
diejenige  cornplexe  Zahl  c,  die  mit  b  multipliziert  a  ergiebt. 

Die  in  §  6,  I  gegebene  Darstellung  des  Produkts  gestattet 
sofort  die  Lösung  der  durch  diese  Definition  gestellten  Aufgabe; 
man  findet: 

1)  J  =  J»  [cos  (qpi  -  yj)  +  /  sin  (y j  -  tp^)\ 

m.  W.: 

n.  Der  absolute  Betrag  des  Quotienten  zweier  complexen  Zahlen 
ist  gleich  dem  Quotienten  ihrer  absoluten  Beträge,  sein  Arcus  gleich  der 
Differenz  ihrer  Arcus  (gleich  dem  Winkel  aOb). 

Die  Vieldeutigkeit  der  Arcus  hat  auf  das  Resultat  keinen  Ein- 
fluß. Denn  vermehren  wir  den  zuerst  gewählten  Arcus  des  Divi- 
denden oder  des  Divisors  um  2;r,  so  vermehrt,  bezw.  vermindert 
sich  der  nach  der  gegebenen  Regel  zu  bildende  Arcus  des  Quotienten 
um  2'jt\  weder  das  eine  noch  das  andere  ändert  den  Wert  desselben. 
Wir  können  also  sagen: 

m.  Auch  die  Division  zweier  complexen  Zahlen  ist  eine  stets  aus- 
fuhrbar Cy  eindeutig  bestimmte  Operation;  allein  den  Fall  ausgenommen, 
daß  der  Divisor  gleich  Null  ist. 

Geht  man  von  der  trigonometrischen  Darstellung  der  complexen 
Zahlen  wieder  zu  der  ursprünglichen  zurück,  so  findet  man: 

'  Y  +  öi  y-  +  (5- 

Als  speziellen  Fall  beachte  man  r^  =  r^,  cp^  =  —  y^;    man  findet: 
IV.  Der  Quotient  zweier  konjugiert  complexen  Zahlen  ist  eine  Zahl 
vom  absoluten  Betrage  1, 
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V.  Der  Quotient  von  1  durch  eine  complexe  Zahl  a  heißt  (wie  bei 
reellen  Zahlen)  ihr  reciproker  fFert.     Ist: 

a  =  a  +  iß  =  r  (cos  y  +  i  sin  y), 
so  ist: 

3)  -  =  ^,^^  =  -{cos(p  -  zsingp). 

Vergleichung  der  Formeln  zeif?t,  daß  wie  bei  reellen  Zahlen 
der  Satz  gilt: 

VI.  Eine  complexe  Zahl  wird  durch  eine  andere  dividiert ,  indem 
man  sie  mit  dem  reciproken  I^Fert  der  letzteren  multipliziert. 

Daraus  folgt  dann  weiter,  dass  auch  für  die  Division  complexer 
Zahlen  alle  Regeln  des  Rechnens  mit  reellen  Zahlen  gelten.  Indem 
wir  dieses  Resultat  mit  den  Resultaten  der  vorhergehenden  Para- 
graphen in  einen  Satz  zusammenfassen,  können  wir  sagen: 

VIL  Im  Gebiete  der  vier  Grundrechnungsarten  darf  man  mit  com' 
plexen  Zahlen  rechnen  wie  mit  reellen. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,  daß  man  sich  den  Inhalt  dieser  Aus- 
sage vollständig  klar  macht  Sie  enthält  einmal  den  Lehrsatz^  daß 
es  Verknüpfungen  von  Zahlenpaaren  ffiebf,  welche  denselben  Regeln 
gehorchen,  wie  die  mit  den  Namen  Addition,  Subtraktion  u.  s.  w. 
bezeichneten  Verknüpfungen  einzelner  reeller  Zahlen;  sie  enthält 
ferner  die  konventionelle  Festsetzung,  dass  man  für  jene  Verknüpfungen 
dieselben  Namen  und  Zeichen  beibehalten  will,  die  für  diese  im 
Gebrauch  sind. 

Für  Zahlentripel,  Zahlenquadrupel  u.  s.  w.  gilt  kein  ent- 
sj)rechender  Satz.  Man  kann  zwar  Verknüpfungen  derselben  an- 
geben —  und  zwar  noch  in  mannigfaltiger  Weise  —  welche  fast 
allen  Regeln  des  Rechnens  Ait  reellen  Zahlen  gehorchen ;  aber  man 
muß  dabei  doch  immer  entweder  die  eine  oder  die  andere  dieser 
Regeln  preisgeben.  Der  Beweis  dieses  Satzes  würde  uns  hier  zu 
weit  führen^;  ebensowenig  können  wir  auf  die  Frage  eingehen,  ob 
es  nicht  trotzdem  für  bestimmte  Zwecke  vorteilhaft  ist,  solche  „höhere 
complexen  Zahlen"  einzuführen,  und  auf  welche  von  den  Regeln  der 
gemeinen  Arithmetik  man  noch  am  ehesten  verzichten  kann  \ 

Wollten  wir  uns  an  den  Entwicklungsgang  der  elementaren 
Algebra   anschließen,   so   hätten   wir   uns   nunmehr   zu  den  sogen. 


*  Vgl.  etwa  0.  Stolz,  Allgemeine  Arithmetik,  Bd.  II.  (Lpz.  1886),  I.  Ab- 
schnitt; neuerdings  D.  Hilbebt,  Gott.  Nachr.  189G. 

*  Vgl.  etwa  H.  Hankel,  Theorie  der  complexen  Zahlensysteme  (Lpz.  1867), 
sowie  S.  LiE,  Continuierliche  Gruppen,  hsg.  von  G.  Scheffers  (Lpz.  1893), 
Kap.  21. 
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Operationen  dritter  Stufe,  dem  Potenzieren,  Wurzelziehen  und 
Logarithmieren,  zu  wenden;  wir  verschieben  das  jedoch  auf  später 
(§§  I87  56,  63),  bleiben  zuerst  bei  den  vier  elementaren  Operationen 
und  sehen  zu,  was  uns  dieses  Gebiet  für  neue  Resultate  liefert, 
wenn  wir  zu  den  Begriffen  der  Algebra  noch  die  der  Analysis  an- 
gehörigen  Begriffe  der  veränderlichen  Größe  und  der  Funktion 
hinzunehmen. 


ZWEITER  ABSCHNITT. 


Die  rationalen  Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen 
nnd  die  dnrch  sie  yermittelten  konformen  Abbildungen. 

§  8.    Allgemeine  Vorbemerkungen; 
die  Funktion  z  +  a  und  die  Parallelverschiebung. 

\\  ir  wollen  in  diesem  und  in  den  folgenden  Paragraphen  unser 
Äugenmerk  auf  den  Fall  richten,  daß  von  den  beiden  durch  eine 
unserer  Elementaroperationen  zu  verbindenden  complexen  Zahlen 
die  eine  als  fest  gegeben  (konstant)  angesehen  wird,  die  andere  als 
variabel,  d.  h.  als  ein  Symbol,  unter  welchem  im  Laufe  der  Unter- 
suchung immer  andere  imd  andere  (complexe)  Werte  verstanden 
werden  sollen.  Wir  präcisieren  das  Läher  dahin,  dass  wir  diese 
Zahl  als  unbeschränkt  veränderlich  ansehen  wollen,  d.  h.  als  ein 
Symbol,  unter  welchem  jede  beliebige  complexe  Größe  verstanden 
werden  darf,  Wir  wollen  diesen  Unterschied  auch  in  der  Be- 
zeichnung zum  Ausdruck  bringen,  indem  wir,  wie  üblich,  constante 
Größen  durch  die  ersten,  variable  durch  die  letzten  Buchstaben  des 
Alphabets  bezeichnen. 

Diese  Unterscheidung  zwischen  konstanten  und  variabeln  Größen 
bekommt  ihre  Bedeutung  eigentlich  erst,  wenn  wir  zwei  verschiedene 
Variable  zu  einander  in  Beziehimg  bringen.  Setzen  wir  etwa,  um 
gleich  an  das  einfachste  Beispiel  anzuknüpfen: 

1)  z=z  +  a, 

80  wird  zugleich  mit  z  auch  z'  eine  veränderliche  Größe  sein.    Ihre 
Veränderung  ist  aber  durch  die  Gleichung  (1)  in  bestimmter  Weise 

BcBKUAROT,  Funktionen.    I.  2 
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aus,  d.  h.  sie*  ist  eine  ÄhnlichkeitstraDslbrniation,  deren  ÄLnlichkeits- 
zentrum  im  neuen  System  0,  also  im  alten  ^  heißt  Damit  ist 
Satz  V  von  neuem  abgeleitet 

Wir  können  aber  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  beweisen. 
Denn  eine  Ahnlichkeitstransformation  der  Ebene  ist  bestimmt,  sobald 
zu  zwei  verschiedenen  Punkten  z^,  z^  die  entsprechenden  zj,  Z2  ge- 
geben sind;  zu  jedem  dritten  Punkte  z^  ist  nämlich  dann  der  ent- 
sprechende rs  dadurch  eindeutig  festgelegt,  daß  die  Dreiecke 
ZjZjT,  und  z[z2Zs  einander  gleichstimmig  ähnlich  sein  müssen. 
Man  kann  aber  immer  eine  Transformation  der  Gestalt  (1)  angeben, 
welche  Zj,  z^  bezw.  in  ri,  zj  überführt  Denn  dazu  ist  nur  nötig, 
dass  a  und  b  die  Gleichungen  erfüllen: 

14)  z[  =  az^  +  b,     Z2  =  aZj  +  Ä; 

die  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebenden  Werte: 


% Q    """  X/ \  f  Xi  X'rt   •"*  X»«  X] 


15)  a  =  ^ — ^,     *  = 


Xn     ^~  i  4      ^~  1 


sind  aber  unter  der  getroffenen  Voraussetzung  z^  =j=  z^  endlich  und 
bestimmt;  wir  können  sagen: 

VI.  Jede  Transformation  der  Ebene  in  sich,  welche  jede  Figur  der 
Ebene  in  eine  zu  ihr  ähnliche  überführt,  iässt  sich  in  der  Form  (t) 
ausdrücken  ^. 

Zum  Zwecke  späterer  Verwendung  wollen  wir  noch  die  Be- 
dingung  für  die  Ähnlichkeit  zweier  Dreiecke  durch  die  ihre  Ecken 
darstellenden  complexen  Zahlen  ausdrücken.  Sollen  die  Dreiecke 
Zy^z^z^  und  z[z2Zs  ähnlich  sein,  so  müssen  die  in  (13)  gefundenen 
Werte  von  a  und  b  auch  noch  die  Gleichung 

zs  =  az^  +  b 

erf&llen;  das  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn: 

lfi\  ^3  ""  ^1    ^2  "  ^1 


*3        *l  ^j""*! 


ist  Hier  können  wir  die  gestrichenen  Buchstaben  auf  die  eine,  die 
ungestrichenen  auf  die  andere  Seite  des  Gleichheitszeichens  bringen 
und  den  Satz  so  formulieren: 


'  Als  Beispiel  dafür,  wie  sich  geometrische  Sätze  durch  die  Rechnuug  mit 
complexen  Zahlen  ergeben,  mag  angef&hrt  werden,  daü  aas  VI  und  V  der 
Satz  folgt: 

Jede  Ahnlichkeitstransformation  der  Ebene,  die  nicht  eine  bloße  Paraliel- 
verschiebung  ist,  kann  aufgefaßt  werden  als  Drehung  um  den  einzigen 
bei  ihr  festbleibendcn  Funkt,  verbunden  mit  einer  Streckung  von  diesem 
Punkte  aus. 


1    ^  »xt,  m    imm  *m  4amA  ff>  j 


"       !-• 


*Hka>  4a>rki«H.  «r  «r  <•  I    r      l     K  i    r    li 

tK  iii«|lni  ZJi«»|i1irMiiil.MA  «^t  iilm  aa«in 

iTiiipiiiilii».»«.    BM  Ct  Gk^  (I«l  ä^ 

)«)  t~  =  -^ 

m  ft  lmm7jMZ\Mimm  mim  ib  t>jm 

^  (  «  •MBU  «as  BB  Jm  r»^  Jer  ■■  alM  E« 

m  a  4iiica  dn  allcB  pMaUd  siad,  aai  i 
r  4m  ika  ckU  al.      Der  Pukl,  4>r  i 

ml  4m  iHt  rillfartlijll  n    y  Mt«,  aUk  dua  ia  • 

MpaM^lMl    fhe  htiiAMmg  xnachm  im  Ponktm  =  und  r'.  die  i 
»km  y  mlJMliBijil«»  dank  die  Gldv.  (1)  xas|;«4lrärkt  «ar.  d 
mnk  im  MW«  dardb  die  GlcklniHg: 
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VII.  Die  notivendiffe  urul  hinreichende  Bedingung  für  die  ÄJmlich- 
keit  zweier  Dreiecke  z^  z^  z^  und  zi  Z2  z^  ist  die,  daß  der  Quotient: 

17)  ^-^  =  J-^,  d.  h. 

gleich  ist  dem  enütprechenden  aus  den  gestrichenen  Buchstaben  gebildeten 
Quotienten. 

(Der  absolate  Betrag  dieses  Quotienten  ist  gleich  dem  Ver- 
hältnis der  Längen  zweier  Seiten  des  Dreiecks  z^z^z^,  sein  Arcus 
gleich  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel.) 

Gelegentlich  werden  wir  die  Gleichung  (17)  in  der  Determi- 
nantenform: 

ziZj  1 

^2  Tjj  1     =0 
Z3  Z3   1  I 


18) 
benutzen. 


§  II.  Die  Funktion  -  und  die  Transformation  durch  reciproke  Radien. 

Die  Untersuchung  des  Quotienten  als  einer  Funktion  des  Divi- 
denden führt  wegen  des  Satzes  V  von  §  7  auf  die  im  §  9  erledigte 
Untersuchung  des  Produkts;  seine  Untersuchung  als  einer  Funktion 
des  Divisors  läßt  sich  wegen  desselben  Satzes  auf  den  Fall  zurück- 
führen, daß  der  Zähler  =  1  ist.  P]s  bleibt  die  Frage:  welche  Trans- 
formation der  Ebene  in  sich  wird  durch  die  Funktion: 

i) 

vermittelt? 

Setzen  wir,  um  das  zu  untersuchen: 

z  =  x4-iy  =  r  (cos  (f  +  i  sin  (f) 

z  =.  X  -\-  iy  =  r  (cos()p'+  isin  y/), 

so  ergiebt  sich  aus  §  7  Glchg.  (3): 

3)  r=       y     ,     (f'=    ^(p. 

Die  durch  diese  Gleichungen  dargestellte  Transformation  läßt  sich 
aus  zwei  geometrisch  einfacheren  zusammensetzen,  die  einzeln  für 
sich  betrachtet  nicht  durch  rationale  Funktionen  einer  complexen 
Variabein  vermittelt  worden.  Führen  wir  nämlich  erst  die  Hilfs- 
transformation: 

4)  /"  =  r ,     ff  =  —  (p 
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oder: 

5)  £^x,    y=  -y 

aus,  so  müssen  wir  nachher  noch: 

6)  '''  =  7'     y'=y 
oder 

ausfuhren,  um  die  Transformation  (1)  zu  erhalten. 

L  Die  Gleichungen  (4)  resp.  (5)  stellen  (vgl.  §  4,  VI)  den  Über- 
gang  von  jeder  complexen  Große  zu  ihrer  konjugierten  dar,  geometrisch 
die  Spiegelung  an  der  Axe  der  reellen  Zahlen, 

n.  Die  durch  die  Gleichungen  (6)  dargestellte  Transformation 
heißt  (wegen  der  ersten  derselben)  Transformation  durch  reciproke 
Radien  in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  oder  auch  Spiegelung  ^  am 
Einheitskreis,  Wir  müssen  vor  allem  ihre  wesentlichsten  Eigen- 
schaften entwickeln: 

m.  Die  Transformation  (6)  ist  involutorischj  d.  h.  je  zwei  Punkte 
entsprechen  sich  bei  ihr  gegenseifig.  Die  Gleichungen  (6)  gehen 
nämlich  in  sich  über,  wenn  man  r  mit  r  und  (p'  mit  (p  vertauscht; 
den  Gleichungen  (7)  sieht  man  diese  Eigenschaft  zwar  nicht  un- 
mittelbar an,  kann  sie  aber  durch  eine  kleine  Rechnung  bestätigen. 

IV.   Liegt  der  Punkt  f,  (p  außerhalb   des  Einheitskreises,  so  wird 
der  Punkt  r,  tp    konstruiert,   indem   man  von  (r,  (p)  an  den  Einheits» 
kreis  die  Tangenten  legt  und  die  Verbindungslinie 
ihrer    Berührungspunkte    mit   dem    nach    (r,   q^)  ^ 

gehenden  Radius  zum  Schnitt  bringt,  (Fig.  5). 
Zu  einem  innerhalb  des  Einheitskreises  ge- 
legenen Punkt  wird  der  entsprechende  (wegen 
ni)  durch  Umkehrung  dieser  Konstruktion  er- 
halten. Jeder  Punkt  des  Einheitskreises  ent- 
spricht sich  selbst 

Ene     weitere     wesentliche     Eigenschaft 
unserer  Transformation  ist,  daß  sie  Kreise  in  *^' 

Kreise  überführt,  d.  h.  daß  bei  ihr  den  sämtlichen  Punkten  eines 
beliebigen  Kreises  Punkte  entsprechen,  die  wieder  auf  einem  Kreise 
liegen.   Denn  wenn  die  Koordinaten  eines  Punktes  s,  y  der  Gleichung: 

8)  a{£^  ^-  y^)-\'b2  -\-  cy  ■\'  d=^^ 

*  In  übertragenem  Sinne;  das  Spicgelungsgesetz  der  Optik  ist  ein  anderes. 
I^sigegen  ist  die  hier  behandelte  Transformation  für  die  Elektrostatik  von 
Wichtigkeit;  sie  heißt  dort  „Prinzip  der  Thomson'schen  Bilder*^ 
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|>  ^T  C  öiß>  dessen  |-  und  i;-Axe  bezw.  mit  der  x-  und  y-Axe  unserer 
(*  +  iy)-Ebene  zusammenfallen,  während  die  positive  Richtung  der 
t>Axe  in  OC/  fällt;  in  Bezug  auf  dieses  Koordinatensystem  lautet 
die  Gleichung  der  Kugel: 

1)  I*  +  1?'  =  ?(1  -  ^\ 

Einem  Punkte  der  Ebene  mit  den  Koordinaten  x,  y  und  dem  Radius- 
vektor r  =  ]/x*  +  y*  entspricht  dann  ein  Kugelpunkt  (|,  17,  f),  für 
dessen  ^-Koordinate  und  Abstand  q  von  der  ^-Axe  die  ähnlichen 
Dreiecke    (7*77,   77  «>0,    O'OP  der   Fig.   7    die  Doppelproportion 

liefern: 

(l-f):p  =  p:f=l:r. 

Aus  ihr  ergiebt  sich: 

2)  r  =  i  =  -<!-. 

^  1  —    C 

und  hieraus  weiter: 

3)  r'=^i-^,    l+'-*=l4-,- 
sowie  umgekehrt: 

Feiner  ist  nach  Konstruktion: 

x:y:r  =  |:i7:p; 
also  findet  man: 

VII.  Die  Koordinaten  eines  Kugelpunktes  drücken  sich,  wie  folgt, 
durch  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  der  Ebene  aus: 

^)  s-i^^.j     ^-r+7«'      ^~T+T^' 

Vni.  Umgekehrt  drücken  sich  Koordinaten  und  Kadiusvektor  eines 
Punktes  der  Ebene j  wie  folgt,  durch  die  Koordinaten  des  entsprechenden 
Kuffelpunktes  aus: 

6)  x  =  ^.,      y  =-!-.,     r^=-i,. 

Aus  diesen  Formeln  können  wir  sofort  den  Satz  ableiten: 
IX.  Jedem  Kreise  der  Ebene  entspricht  ein  Kreis  der  Kugel,  und 
umgehehrt. 

Denn  den  Punkten  der  Ebene,  die  der  Kreisgleichung: 

7)  ar^  +  bx  +  cy  +  d  =  0 

genügen,  entsprechen  die  Kugelpunkte,  deren  Koordinaten  durch  die 
Gleichung  verbunden  sind: 

8)  a:;  +  b^  +  cfi  +  d[\  -;)  =  0; 
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das  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ebene  ^  und  diese  schneidet  die 
Kugel  in  einem  Kreise.  —  Die  ümkehrung  setzt  übrigens  yoraus, 
daß  das  Wort  „Kreis"  (der  Ebene)  wie  am  Schluß  des  vorigen 
Paragraphen  im  erweiterten  Sinne  genommen  wird,  sodaß  es  die 
Gerade  mit  einschließt 

Wir  übertragen  nunmehr  unsere  geometrische  Darstellung  der 
complexen  Zahlen  Ton  der  Ebene  auf  die  Kugel: 

X.  /f ir  weisen  jedem  Kugelpujikt  diejenige  complexe  Za/d 
z  =^  X  +  iy  zuj  die  bisher  seiner  stereographischen  Projektion  auf  die 
Ebene  zugeordnet  war» 

Dabei  entsprechen  also  z.  B.  den  reellen,  bezw.  rein  imaginären 
Zahlen  auf  der  Kugel  die  Punkte  der  „Meridiane"  i?  =  0,  bezw. 
1  =  0;  den  Zahlen  vom  absoluten  Betrage  1  die  Punkte  des 
„Äquators"  ^==  \-  Entgegengesetzten  complexen  Zahlen  (§  2,  IV) 
entsprechen  Kugelpunkte,  die  zur  cT-Axe  symmetrisch  liegen;  kon- 
jugiert complexen  (§  4,  VI)  solche,  die  zur  |^-Ebene  symmetrisch 
liegen.  Der  in  §  12  eingeführten  Zahl  oo  entspricht  auf  der  Kugel 
ebenso  wie  jeder  andern  complexen  Zahl  ein  und  nur  ein  Punkt, 
nämlich  (7. 

Mit  Hilfe  dieser  Deutung  der  complexen  Zahlen  auf  der  Kugel 
können  wir  nun  auch  fragen,  welche  Transformationen  der  Kugel 
(statt  der  Ebene)  in  sich  die  früher  untersuchten  Funktionen  dar- 
stellen. Die  in  §  8 — 10  besprochenen  Funktionen  liefern  für  die 
Kugel  nichts  einfacheres,  als  für  die  Ebene;  anders  ist  es  mit  der 
Funktion  von  §  11.  Seien  zunächst  (z,  y)  und  (x,  y')  zwei  Punkte 
der  Ebene,  die  bei  Transformation  durch  reciproke  Radien  in  Bezug 
auf  den  Einheitskreis  einander  entsprechen;  (liyf)  und  (^ly'f)  seien 
bezw.  ihre  stereographischen  Projektionen  auf  die  Kugel.  Setzen  wir 
dann  in  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  des  §  11  beiderseits  aus  den 
Gleichungen  (6)  des  jetzigen  und  aus  den  entsprechenden  in 
accentuierten  Buchstaben  geschriebenen  Gleichungen  die  Werte  ein, 
so  gehen  jene  Gleichungen  über  in: 

aus  ihnen  folgt: 

d.  h.: 

XI.  Der   Transformation    durch    reciproke   Radien   in   Bezug  auf 
den  Einheitskreis  in  der  Ebene  entspricht  vermöge  stereographischer  Pro- 
jektion auf  der  Kugel  die  Spiegelung  an  der  Aquatorebene  C  "~"  1  =  ^* 
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die  mit  0  multipliziert  eine  gegebene  von  0  verschiedene  Zahl  a 
lieferte,  die  also  als  Resultat  der  durch 

a 
ü 

geforderten  Division  gemäß  der  Definition  dieser  Operation  in  §  7 
angesehen  werden  könnte.      Infolgedessen  ist  auch  die  im  vorigen 

Paragraphen   behandelte  Funktion  z  =-    für  r  =  0  nicht  definiert; 

anders  ausgedrückt:  wenn  die  r-Ebene  vermittelst  dieser  Funktion 
konform  auf  die  z- Ebene  abgebildet  wird,  ist  der  Nullpunkt  der 
r-Ebene  ein  Ausnahmepunkt  der  Abbildung,  indem  ihm  kein  Punkt 
der  r'-Ebene  entspricht. 

Nun  ist  man  in  der  Mathematik  gewohnt,  solche  Ausnahmen 
durch  neue  konventionelle  Festsetzungen  aus  der  Ausdrucksweise 
der  Sätze  zu  entfernen.  Wollen  wir  das  hier  thun,  so  müssen  wir 
definieren: 

I.  Außer  den  bereite  eingeführten  complexen  Zahlen  und  ihren 
Symbolen  führen  wir  noch   eine  neue  ,fUnendlich'*  mit  dem  Symbol  oo 

ein,  welche  als  Resultat  der  Division   -  angesehen  werden  soll. 

Dieser  analytischen  Definition  geht  dann  die  folgende  geome- 
trische parallel: 

II.  Außer  den  in  angebbarer  Entfernung  befindlichen  Punkten  der 
Ebene  schreiben  wir  ihr  noch  einen  unendlich  entfernten  Punkt  zUj  der 
als  Bild  des  Nullpunkts  bei  Transformation  durch  reciproke  Radien  an- 
gesehen werden  soll. 

Wir  müssen  dann  vor  allem  festsetzen,  wie  mit  diesen  Worten 
und  Zeichen  operiert  werden  soll.  Nach  der  analytischen  Sejte  dienen 
dazu  die  Festsetzungen: 

1)  ni.     a+oo  =  oo  +  a  =  CX) 

2)  IV.     a  .    00  =  00   .   a  =  CX) ,     («  4=  0)> 

von  denen  man  zeigen  kann,  daß  sie  die  in  §  2  und  3  besprochenen 
Grundgesetze  der  Addition  und  Multiplikation  befriedigen;  aus  ihnen 
folgen  für  die  inversen  Operationen  die  Definitionen: 

3)  00  —  a        =  00 , 
*^)  rt  —  00        =  00 , 


5)  A=  0, 

6)  -^  =  00 


(«  +  OP) 
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entgegengesetzte,  and  der  abgeleitete  Satz  ist  daher  vollständig 
folgendermaßen  zu  formulieren: 

Je  zwei  einander  entsprechende  Kurven  bilden  mit  ii'gend  einer 
sich  selbst  entsprechenden  Geraden  gleiche  Winkel  entgegengesetzten 
Sinnes. 

Da  nun  der  Winkel  irgend  zweier  Linien  gleich  ist  der  Samnie 
pesp.  Differenz  der  beiden  Winkel,  welche  die  beiden  Linien  mit 
einer  dritten  einschließen,  so  folgt: 

VI.  Der  Winhel,  unter  welchem  sich  irgend  zirei  Kurven  schneiden, 
ist  entgeffenifesetzt  gleich  dem  Jfinkel,  unter  welchem  sich  die  beiden 
Kuroen  schmiden,  die  den  ersleren  bei  der  Traiufornititian  durch 
reciproke  Radien  entsprechen. 

Da  uns  Transformationen  dieser  Art  öfter  begegnen  werden, 
wollen  wir  hier  gleich  einen  Namen  für  sie  einführen.  Wir  de- 
tinieren : 

Vn.  Eine  Transformation,  bei  welcher  der  Winhel  zwischen  irgend 
zwei  Kurven  gleich  ist  dem  H'inkel  ziciscken  den  entsprechenden  Kurven, 
heifit  eine  konforme  (auch  wohl  isogonale,  winkeltrcue  oder  „in  den 
kleinsten  Teilen  ähnliche")  Abbildung. 

Je  nachdem  dabei  auth  der  Sinn  der  Winkel  erhalten  bleibt 
oder  geändert  wird,  spricht  man  von  einer  konformen  Abbildung 
oAn<"  oder  „mit  Vmlegung  der  It'inhel".  Satz  VI  würde  mit  Be- 
nutzung dieser  Terminologie  so  zu  formulieren  sein: 

Vm.  Die  Transformation  durch  reciprohe  liadien  ist  eine  honforme 
Abbildung  mit   Umlegung  der   Winkel. 

Die  durch  die  GIchgeu.  (4)  oder  (5)  dargestellte  Spiegelung  an 
der  x-Äxe  ist  eine  Abbildung  derselben  Art.  Setzen  wir,  um  zu  der 
nrsprttnglich  vorgelegten  Transformation  (1)  zu  gelangen,  die  beiden 
Transformationen  (4)  und  (6)  zusammen,  so  heben  sich  die  beiden 
Änderungen  des  Sinnes  der  Winkel  gegenseitig  auf;  wir  können  also 
sagen  —  und  das  ist  das  wichtigst«  Resultat  dieses  Paragraphen  — : 

IX.  Die  'IVansformation  z'  =  :  -  '  ist  eine  konforme  Abbildung  ohne 
ümlegung  der   Winkel. 

§  12.  Die  Division  durch  Null;  der  Wert  Unendlich  einer  com- 
plexen  Vanabeln. 
Während  Addition,  Siibfniktion  und  Multiplikation  auch  im 
Gebiete  der  complexi'n  Zahlen,  wie  wir  gesebi-n  haben,  ausnabmshis 
attsfUhrbare  Operationen  sind,  ist  das  jiiit  der  Division  nicht  der 
Fall;  es  giebt  unter  den  bisher  von  ans  eingeführten  Zahlen  keine. 
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«leren  Untersuchung  ist  in  §  10  bereits  erledigt,  wir  dürfen  diesen 
Fall  daher  hier  ausschließen. 

n.  Im  Falle: 

5)  c^O 

können  wir  die  Transformation  (1)  atis  den  folgenden  drei  einfacheren 
zusammensetzen:  wir  setzen  erst: 

6)  z"  =  r  +  |* 
hierauf: 

endlich: 

Qv  ,       a    ,    b  e  —  a  d  ,„ 

8)  z  =j  +  ~-r--z  . 

Von  diesen  ist  die  zweite  die  in  §  11  behandelte,  die  erste  und 
dritte  sind  Ähnlichkeitstransformationen  (§  10).  Alle  drei  haben 
demnach  die  Eigenschaft,  daß  sie  Kreise  in  Kreise  überführen; 
dieselbe  Eigenschaft  muß  folglich  auch  der  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzten Transformation  (1)  zukommen.    Definieren  wir  also: 

in.   Zwei  Punkt  für  Punkt  auf  einander  bezogene  Ebenen  heißen 
kreisverwandt,  wenn  jedem  Kreise  der  einen  Ebene  ein  Kreis  der  andern 
entspricht  — 
so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

IV.  Durch  die  lineare  gebrochene  Funktion  (1)  wird  die  z^Ebene 
auf  die  z'^Ebene  kreisverwandt  abgebildet. 

Da  jede  der  drei  Transformationen  (6) — (8)  die  Winkel  un- 
verändert läßt,  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Resultat  ihrer  Zusammen- 
setzung; wir  können  also  hinzufügen: 

V.  Die  Abbildung  ist  eine  konforme  ohne   Umlegung  der  Winkel. 
Die  Gesamtheit  der  Transformationen  (1)  besitzt  eine  wichtige 

Eigenschaft,  die  wir  nicht  unerwähnt  lassen  dürfen.  Setzen  wir 
neben  (1)  noch: 

9)  ^"  =  ^^^^^, 
so  folgt  durch  elementare  Rechnung: 

wo  die  zweigestrichenen  Koeffizienten  sich  folgendermaßen  aus  den 
ungestrichenen  und  eingestrichenen  zusammensetzen: 

a'  =  aa  +  cb'     b"  ^  b a  +  db' 

c"  =.  ac  '\-  cd     d"  =  b c   +  d d'. 

3* 
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Wir  können  also  zunächst  einfach  sagen: 

VI.  Mne  lineare  Funktion  von  einer  linearen  Funktion  ist  selbst 
eine  lineare  Funktion; 

wir   wollen    aber   diesen  Satz   mit  Benutzung   eines   wichtigen   all- 
gemeinen Begriffs  noch  anders  formulieren.    Man  definiert  nämlich: 

VII.  Eine  GesamÜieit  von  Transformationen  heißt  eine  Gruppe, 
wenn  die  Aufeinanderfolge  zweier  beliebig  aus  der  Gesamtheit  heraus- 
gegriffenen Transformationen  stets  wieder  eine  Transformation  ergiebig 
die  selbst  in  der  Gesamtheit  entlialten  ist 

Damit  lautet  Satz  VI  so: 

Vni.  Die  GesamÜieit  der  linearen  Transformationen  bildet  eine 
Gruppe. 

(Auch  die  speciellen  in  den  §§  8,  9,  10  behandelten  Gesamt- 
heiten linearer  Transformationen  bilden  jede  für  sich  eine  Gruppe; 
alle  diese  Gruppen  sind  als  y,Untergruppen^*  in  der  Gruppe  aller 
linearen  Transformationen  enthalten.) 

Wir  können  übrigens  die  Transformation  (1)  noch  auf  mannig- 
fache andere  Arten  aus  einfacheren  Transformationen  zusammen- 
setzen (man  vergleiche  immer  die  entsprechenden  Entwicklungen 
von  §  10).  Fragen  wir,  indem  wir  die  Ebenen  von  z  und  von  z 
zusammenfallen  lassen,  nach  den  Fixpunkten  der  Transformation  (1), 
d.  h.  nach  denjenigen  Punkten,  die  bei  ihr  in  sich  übergehen,  so 
haben  wir  zu  deren  Bestimmung  z  =  z  zu  setzen;  wir  erhalten  so 
die  Gleichung  zweiten  Grades^: 

12)  cz^  +  {d-a)Z'-b  =  0. 

Sind  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung,  f^,  t^g»  ^^^  einander  ver- 
schieden, so  bilden  wir  die  lineare  Funkti(m  von  z' 


13)  ;?=*;-rA. 

Diese  ist  nach  VI  eine  lineare  Funktion  von  z,  die  wir  ausrechnen 
könnten;  kürzer  gelangen  wir  durch  folgende  Überlegung  zum  Ziele: 
Für  z  =  ^i  wird  auch  z  =  ^^,  also  Z  =  0\  für  z  =  ^  wird  auch 
/  =  ^,.  also  Z  =  oo.  Eine  lineare  Funktion  von  z  aber,  die  für 
z  =  f j  Null  und  für  r  =  ^  unendlich  wird,  muß  von  der  Form  sein: 

*-  :, 


*  Wir  setzen  hier  die  elementare  llicorie  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  als  bekannt  voraus;  übrigens  werden  wir  auf  sie  zurückzukoinuien 
haben  (§  58). 
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wo  X  ein  noch  zu  bestimmender  Faktor  ist     Dieser  bestimmt  sich 
hier  etwa  daraus^  daß  für  z  =  0,  ^'  =  3  werden  muß^;  es  muß  also: 


sem,  woraus 


^,    b  —  d^i       fi  --  c^i 


folgt  (die  letzte  Umformung  ergiebt  sich  daraus,  daß  tj  und  ^  beide 
der  Gleichung  (12)  gentigen).     Somit  haben  wir  gefunden: 

IX.  Sind  die  fVurzeln  der  Gleichung  (12)  von  einander  verschieden, 
so  läßt  sich  die  Beziehung  (1)  zwischen  z    und  z  auf  die  Form  bringen: 


Sind   aber   die   beiden  Wurzeln    der   Gleichung   (12)   einander 
gleich,  beide  =  f ,  so  setzen  wir: 

16)  Z=-±_ 


*'-:• 


Das  ist  dann  eine  lineare  Funktion  von  z,  die  für  z  =  c^cx)  wird, 
also  von  der  Form: 

nx  ■{■  ß 

sein  muß.     Zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  a,  ß  ziehen  wir  hier 
zunächst  die  Überlegung  heran,  daß  die  aus 

1     __  ax  +  ß 
*  —  t        *  —  b 
hervorgehende  Gleichung: 

{az  +  ß-l)(z-C)  =  0 

mit  der  Gleichung  (12)  identisch  sein,  also  ebenfalls  i^  zur  Doppel- 
wurzel haben  muß;  es  muß  folglich: 

a^  +  ß--  1  =0 

sein,  sodaß  Z  die  Form  erhalten  kann: 

1      , 

^ z  +  «. 

a  bestimmt  sich  wieder  aus  irgend  zwei  zusammengehörigen  Werten 
von  z  und  z',  am  einfachsten  z  =  oo,  z'  =  — ;  man  findet: 


*  Irgend  ein  anderes  Paar  zusammengehöriger  Werte  von  x  und  x*  muB 

nat&rlich  dasselbe  Resultat  geben ;  man  prüfe  etwa  x  =  —    -^  x'  ==  co. 

e 
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e 

a= 

a  —  c^ 

oder,  da  in  unserem  Fall  f  =  — ^ —  ist^ 
17)  «=    ^^ 


Somit  haben  wir: 

X,  Sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  (12)  einander  gleich ,  beide 
SS  ^j  80  läßt  sich  die  Beziehung  (1)  zwischen  z  und  z  auf  die  Form 
bringen: 

18)  ^__.__L_+      2  c 


Die  beiden  Gleichungsformen  (15)  und  (18)  gestatten  nun  eine 
einfache  geometrische  Deutung.  Setzen  wir,  um  zunächst  Glchg.  (15) 
zu  interpretieren: 

X  —   t 

—  -^  =  Q{cos(p  +  isiny), 

^;— -|  =  (>'  (cos  y'  +  I  sin  y'), 

X     =  m  (cos  tfj  +  I  sin  tfj)^ 

80  können  wir  jene  Gleichung  in  die  beiden  folgenden 
Fig.  8.  zerlegen: 

19)  (/  =  iw(),     cp' =  (p  +  rfß. 

Nun  ist  (vgl.  §  7,  II)  q  das  Verhältnis  der  beiden  Längen  zt^  und 
zC^,  (p  der  Winkel  ^z^i'  Nach  elementargeometrischen  Sätzen  ist 
also  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  für  welche: 

20)  Q  =  const. 

ist,  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Verbindungslinie  Jj  ^ 
liegt  und  der  die  Eigenschaft  hat,  daß  fj  und  fg  vermöge  Trans- 
formation durch  reciproke  Radien  in  Bezug  auf  ihn  auseinander 
hervorgehen;  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  für  welche 

21)  (p  =  const 

ist,  ein  Kreis  durch  f^  und  ^.     Wir  können  also  sagen: 

XI.  JDie  Transformation  (15)  führt  jedes  der  beiden  Kreissysteme 
(20)  und  (21)  in  sich  über;  alle  Punkte  eines  Kreises  q  =^  a  (bezw. 
(p  zsz  a)  werden  in  Punkte  des  demselben  System  angehörenden  Kreises 
Q  ^  ma  (bezw,  cp'  =  a  +  tfj)  übergeführt 

Wir  beachten  noch  einen  Augenblick  die  beiden  Specialfalle 
wi  =  1  (d.  h.  ixl  =  1)  und  i/;  =  0  oder  =  n  (d.  h.  x  reell): 

XII.  Im  ersten  dieser  Specialfalle  wird  jeder  Kreis  des  ersten 
Systems f  im  zweiten  jeder  Kreis  des  zweiten  Systems  in  sich  transformiert. 
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Eine  wichtige  Eigenschaft  der  beiden  Kreissysteme  (20),  (21)  ist: 

XTTT.  Jeder  Kreis  des  einen  Systems  schneidet  jeden  Kreis  des 
andern  Systems  rechtwinklig. 

Man  kann  das  entweder  aus  elementargeometrischen  Sätzen 
ableiten  oder  durch  folgende  Überlegung: 

Die  beiden  genannten  Systeme  werden  durch  die  lineare  Trans- 
formation: 

übergeführt  einerseits  in  das  System  \Z\  =•  const,  d.  h.  das  System 
koncentrischer  Kreise  um  den  Nullpunkt,  andererseits  in  das  System 
arc^=  const,  d.  h.  das  System  der  Geraden  durch  den  Nullpunkt 
Diese  beiden  Systeme  aber  sind  zu  einander  orthogonal;  und  da 
eine  lineare  Transformation  nach  (V)  die  Winkel  nicht  verändert, 
80  Sind  auch  die  beiden  erstgenannten  Systeme  zu  einander  ortho- 
gonaL 

Der  Specialfall  (X)  kann  aus  dem  allgemeinen  Fall  (IX)  durch 
einen  geeigneten  Grenzübergang  abgeleitet  werden.  Lassen  wir 
nämlich  den  Punkt  ^^  in  bestimmter  Richtung  an  den  Punkt  ^ 
heranrücken,  so  geht  das  System  der  Kreise  durch  ^^  und  ^ 
über  in  das  System  derjenigen  Kreise,  die  durch  ^  gehen 
und  in  diesem  Punkte  die  genannte  Richtung  zur  Tangenten- 
richtung haben;  das  System  der  Kreise,  die  ihren  Mittelpunkt 
auf  fj  ^  haben  und  die  Strecke  f^  ^  harmonisch  teilen,  geht  über 
in  das  System  derjenigen  Kreise,  die  durch  ^  hindurch  gehen  und 
deren  Mittelpunkt  auf  der  gemeinsamen  Tangente  der  Kreise  des 
ersten  Systems  liegt,  die  also  in  ^  ebenfalls  eine  gemeinsame  Tan- 
gentenrichtung senkrecht  zur  ersten  haben. 

Analytisch  ist  dieser  Grenzübergang  folgendermaßen  zu  voll- 
ziehen: man  setze: 

t>2  =  b>       Si  =  b  —  Ö,       ^— y^  =  «> 

dann  nimmt  Glchg.  (15)  die  Gestalt  an: 

22)  i  +  ./_.^=(l+«^   (l+*4-j); 

Multipliziert  man  aus,  hebt  1  beiderseits  weg,  dividiert  mit  S  und 
setzt  nach  der  Division  5  =  0,  so  erhält  man  Glchg.  (18).  In 
diese  Rechnung  tritt  die  Richtung,  in  welcher  ^^  dem  f^  sich 
nähert,  gar  nicht  ein;  wir  müssen  also  (was  aus  unserer  ersten 
geometrischen  Überlegung  nicht  unmittelbar  hervorging)  jedesmal 
dieselbe  specielle  Transformation  (18)  aus  der  allgemeinen  (15)  er- 
halten, in  welcher  Richtung  wir  auch  ^^  an  ^  heranrücken  lassen. 
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Bei  jedem  solchen  Grenzübergang  finden  wir  zwei  Kreissysteme,  die 
bei  (18)  in  sich  übergeführt  werden,  aber  jedesmal  andere;  wir 
müssen  also  schließen,  daß  die  Transformation  (18)  überhaupt  jV«^« 
System  von  Kreisen  durch  ^  mit  gemeinsamer  Tangente  in  sich 
überführt. 

Um  das  an  den  Formeln  zu  zeigen,  setzen  wir  wieder 


X'  - 


a  =  ß  +  iy, 
sodaß  Gleichung  (18)  in  die  beiden  folgenden  zerfällt: 

23)  X'  =  X+/9,      T  =  Y+y, 
aus  ihnen  folgt: 

24)  (Ar  +  iu  r)  =  (AX+  ^  7)  +  (A/9  +  iiy), 

d.  h.  bei  der  Transformation  (18)  wird  jedes  Liniensystem: 

25)  IX  +  fi  Y  ==  const 

in  sich  übergeführt  Diese  Gleichung  (25)  stellt  in  der  Z-Ebene  ein 
System  von  parallelen  Geraden  vor;  durch  die  Transformation: 

^     ^     z 

werden  dieselben  nach  §  11,  Va  übergeführt  in  Kreise  mit  gemein- 
samer Taugente  im  Punkte  ^.  Alle  Systeme  der  letzteren  Art  gehen 
also  bei  der  Transformation  (18)  in  sich  über;    wir  können  sagen: 

XIV.  Es  giebt   unendlich    viele  Systeme  von  Kreisen,    von    denen 
jedes   hei  der  speciellen  Transformation  (18)  in  sich    übergeführt  wird: 

nämlich  jedes  System  von  Kreisen  durch  l,  mit  gemeinsamer  Tarigente 
hat  diese  Eigenschaft. 

Wir  müssen  aber  beifügen: 

XV.  Unter  diesen  Systemen   ist  eines  dadurch  ausgezeichnet,   daß 
jeder  Kreis  desselben  einzeln  in  sich  übergeführt  wird. 

Man  erhält  dieses  System,  wenn  man  in  (24)  A  und  ]u  so  wählt,  daß: 

wird. 

§  15.     Das  Doppelverhältnis  als  Invariante   gegenüber   linearer 

Transformation. 

In  §  10  haben  wir  gesehen,  daß  zwei  gegebene  Punkte  z  durch 
eine  Ahnlichkeitstransfoiination  z  =  az  +  b  in  zwei  gegebene  Punkte 
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z'  übergeführt  werden  können;  die  zwei  zur  Verfugung  stehenden 
Konstanten  a,  b  ließen  sich  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäß 
bestimmen. 

Der  allgemeinere  Typus  der  linearen  gebrochenen  Transforma- 
tionen (§  14,  1)  scheint  auf  den  ersten  Blick  vier  disponible  Kon- 
stante zu  enthalten;  aber  von  diesen  ist  eine  überzählig.  Wir 
können  nämlich  sagen: 

I.  Multiplizieren  wir  die  vier  Koeffizienten  a,  b,  c,  d  mit  einem 
und  demselben  Faktor  m,  so  liat  das  auf  die  lineare  Transformatio7i 
gar  keinen  Einfluß;  dieselbe  hängt  also  nicht  von  vier,  sondern  in 
Wirklichkeit  nur  von  drei  von  einander  unabhängigen  willkürlichen 
Konstanten  ab. 

(Man  könnte  im  allgemeinen  die  Formel  so  umgestalten,  daß  nur 
drei  Konstante  in  ihr  auftreten,  indem  man  m  gleich  dem  reciproken 
Werte  eines  der  Koeffizienten  setzte,  sodaß  an  Stelle  dieses  Koeffi- 
zienten eine  1  erschiene;  aber  dadurch  würde  man  diejenigen  Trans- 
formationen ausschließen,  in  welchen  dieser  Koeffizient  =  0  ist.) 

Man  wird  also  die  Koeffizienten  einer  linearen  Transformation 
stets  so  bestimmen  können,  daß  drei  Beilingungen  genügt  wird; 
natürlich  bedarf  es  im  einzelnen  Fall  der  Untersuchung,  ob  die  Be- 
dingungen einander  nicht  widersprechen.  Wird  z.  B.  verlangt,  eine 
lineare  Transformation  anzugeben,  welche  drei  gegebene  Punkte 
Zj,  Zj,  Zj  in  drei  andere  gegebene  Punkte  überfuhrt,  so  hat  man  die 
drei  Gleichungen  anzusetzen: 

1)  z[  =  ^^"*"-^     (i  =  1,  2,  3) 

oder: 

c z^Zi  +  d z'i  —  a z.  —  b  =  0     (i  =  1 ,  2,  3) . 

Das  sind  drei  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei  Ver- 
haltnisse der  vier  Koeffizienten.  Wie  die  Determinantentheorie  zeigt, 
ist  es  stets  möglich,  diese  Verhältnisse  den  Gleichungen  (1)  gemäß 
zu  bestimmen,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  sofern  nicht  etwa  alle 
vier  Determinanten  der  Matrix: 


Null  sind«    Aber: 


'2'l2:l 

«1 

^1 

1 

Z2  Z2 

4 

't 

1 

^3  4 

4 

'» 

1 

zi 

^1 

1 

Z2 

't 

1 

= 

2^3 

't 

1 
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sagt  nach  §   10,  Glchg.  (16)  aus,    daß  die  Dreiecke  (z^  z^  z^)  und 
{z[  Z2  zq)  einander  ähnlich  sind; 


'2 


1 
1 
1 


!     ^1^1 

Z^Z2 

I 

sagt  aus,  daß  A  (^i  ^2  -2:3) 
so  wäre   auch   A    |  — 


=  0     oder: 


^1 

Z2 
^3 


1 
1 
1 


l 
1 


=  0 


A 


—       z, 


1 

*8 


2 


1 
1 
1 


(—    -     —  ] .    Wäre  beides  der  Fall, 

i    1  z»  z,    i 


=  0      oder 


1 
1 


'2 


2 


=  0, 


2      • 


d.  h.: 


(-1  -  ^2)  (-2  -  ^3)  (-3  -  ^1)  =  ö» 

m.  a.  W.  es  müßten  zwei  der  Punkte  z  zusammenfallen.^  Wir 
können  also,  wenn  wir  diesen  Fall  bei  Seite  lassen,  den  Satz  aus- 
sprechen : 

n.  Es  giebt  stets  eine  und  nur  eine  lineare  Transformation,  welche 
drei  gegebene  von  einander  verschiedene  Punkte  z  in  drei  gegebene 
Punkte  z'  überführt 

Natürlich  müssen  auch  die  drei  Punkte  z  von  einander  ver- 
schieden sein,  wenn  die  Transformation  nicht  ausarten  soll  (§  14,  2). 

Als  Beispiel  zu  Satz  II  wollen  wir  die  Aufgabe  behandeln,  das 
Innere  des  Einheitskreises  der  r-Ebene  konform  auf  diejenige  Halb- 
ebene  der  r'-Ebene  abzubilden,  deren  Punkte  complexe  Grössen  mit 
positivem  Faktor  von  1  darstellen.  Zu  diesem  Zwecke  können  wir 
drei  beliebigen  Punkten  des  Einheitskreises  der  z-Ebene  drei  be- 
liebige reelle  Werte  von  z  zuordnen;  nur  muß,  wenn  der  durch  die 
Reihenfolge  z^  z^  z^  festgelegte  Durchlaufungssinn  auf  dem  Einheits- 
kreis die  Fläche  desselben  zur  Linken  läßt,  auch  der  entsprechende 
Durchlaufungssinn    z'i  z^  zs    auf    der  Axe    der    reellen  Zahlen   die 


'  In  dieser  Reehuuug  siud  x^ ,  x^,  «,  als  von  0  verschieden  vorausgesetzt. 
Den  Fall,  daß  eine  dieser  Größen  =  0  sein  sollte^  kann  man  durcli  eine  Hilfs- 
transformation —  etwa  durch  eine  solche  der  einfachen  Form  x'  —  x  ■{■  f  — 
auf  den  allgemeinen  Fall  zurückführen. 
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genannte  Halbebene  (wir  nennen  sie  kurz  die  ^^positive  Halbebene'^) 
zur  Linken  lassen.    Das  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  wir  den  Punkten 

bezw.  die  Punkte 

zi  =  0 ,  -2:2  =  1  ,  2:3  =  CX) 

zuordnen.     Man  erhält  die  Gleichungen: 


2) 
oder: 


a  +  6 


=  0, 


ai  +  b 


=  1. 


a  —  b 


=  CO 


e  +  d       "'       c*  +  d*'       c  —  d 
a  +  b  =  0 ,       b  —  d  =  i{c  —  a\     c  —  d  =  0] 

wird  also,  was  zulässig,  d  =  l  gesetzt»  so  folgt  a  =  —  1,  Ä  =  1,  c  =  1, 
d.  h.  man  erhält: 


3) 


2    =  l 


.1  -  * 


1  +  * 


i  —  *' 

und  daraus  umgekehrt:  z  = > 


z-Ehtru. 


z'-Ebenc 


VI 


-l^^v  '^ 


// 


-7T" 


\  /Z/ 


/K 


VIT 


•/ 


POT 


->     ^,4 -5(9 


Wir  verfolgen  die  durch  diese  Formeln  vermittelte  Abbildung  der 
z-Ebene  auf  die  /-Ebene  noch  etwas  weiter.    Den  Werten: 

z=0         1  t         — 1         —  I  CX) 

entsprechen 

z  =  2         0         1         CX)  -  1  -  /. 

Der  Axe  der  reellen  Zahlen  z  entspricht  die  Axe  der  rein  imaginären 
Zahlen  z\  der  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen  z  der  Einheitskreis 
der  z'- Ebene  (vgl.  §  7,  IV).  Durch  die  genannnten  Linien  zerfallen 
die  beiden  Ebenen  in  je 
acht  Gebiete  (denen  auf 
der  Kugel  Oktanten  ent- 
sprechen); diese  sind  ein- 
ander so  zugeordnet  wie 
in  Fig.  9  angegeben. 

Sollen  nicht  nur  drei, 
sondern  vier  Punkte  z 
durch  eine  lineare  Trans- 
formation in  vier  Punkte 
z'  übergeführt  werden,  so  muß  eine  Bedingung  erfüllt  sein;  wir 
finden  diese  Bedingung  am  kürzesten  durch  folgende  Überlegung: 
Die  in  §  10,  Glchg.  15  bereits  betrachtete  Funktion  von  drei 
Punkten  (Zj  —  z^)l[z^  —  z^)  geht  durch  die  lineare  Transformation  (1) 
über  in: 

*'i  —  »2  e  x^  +  d    Xi  —  X2 

d.  h.  in  ihren  ursprünglichen  Wert,  multipliziert  mit  einem  Faktor, 
der  z,  nicht  mehr   enthält     Bilden   wir   also   den  Quotienten  aus 


Fig.  9. 
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dieser  Funktion  und  einer  entsprechenden,  in  der  nur  z^  durch  r^ 
ersetzt  ist>  so  fällt  jener  Faktor  weg;  wir  finden: 

4) 


*'l    —   ^i    .   *'l    -"  *4             *1    —  *2    .   *1    - 

-    *4 

X'<g    —   'X2        *3    ■"  ^4            ^8  "^   ^2       ^'j   " 

-   *4 

Um  dieses  Resultat  bequem  aussprechen  zu  können,  definieren  wir: 
m.    Unter  dem  Doppelverhältnis   der  vier  Punkte  (z^  z^  z^  z^)  — 
in  dieser  Reihenfolge  —  verstehen  wir  den  Quotienten: 


/^  1         "~       f\Q  X  t        ~~       Xi 


dann  können  wir  sagen: 

IV.  Soll  es  eine  lineare  Transformation  gehen^  welche  vier  gegebene 
Punkte  z  in  vier  gegebene  Punkte  z  überführt,  so  muß  das  Doppel- 
Verhältnis  der  Punkte  z  gleich  sein  dem  Doppelverhältnis  der  in  ent" 
sprechender  Peihenfolge  genommenen  Punkte  z'. 

Wir  fügen  sogleich  hinzu: 

V.  Diese  Bedingung  ist  nicht  nur  notwendig^  sondern  auch  hin- 
reichend^ sofern  die  vier  gegebenen  Punkte  alle  von  einander  ver* 
schieden  sind. 

Denn  bestimmt  man  nach  1  diejenige  lineare  Transformation, 
welche  die  Punkte  r^,  Zg,  z^  bezw.  in  z'i,  2^2,  za  überführt,  so  hat 
sie  die  Eigenschaft,  den  Punkt  z^  in  einen  Punkt  z\  überzuführen, 
für  welchen  {z[  Z2  z's  zl)  =  {z^  z^  z^  z^).  Es  giebt  aber  nur  einen 
solchen  Punkt;  denn  die  Gleichung  (4)  ist  vom  ersten  Grade  in  z^. 
Also  muß  es  der  gegebene  sein;  w.  z.  b.  w. 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  complexen  Punkten  ist  natürlich 
im  allgemeinen  complex;  wir  können  aber  genau  angeben: 

VI.  Das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  ist  dann  und  nur  dann 
reell,  wenn  die  vier  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen. 

Der  Arcus  von  {z^  —  ^2)1(^3  ""  ^2)  ^^^  nämlich  der  Winkel  Zg  z^  z^, 
der  Arcus  von  (Zj  —  z^j(z^  —  z^)  der  Winkel  Zg  z^  Zy  Ist  das  Viereck 
z^z^z^z^  ein  Kreisviereck,  so  sind  diese  beiden  Winkel  Peripherie- 
winkel über  demselben  oder  über  einander  zur  vollen  Peripherie 
ergänzenden  Bogen,  und  zwar  haben  sie  im  ersten  Fall  gleichen,  im 
zweiten  Fall  entgegengesetzten  Sinn.  Im  ersten  Fall  ist  also  Zg  z^  Zj 
ss^ZgZgZj,  im  zweiten  Fall  =  <^ZgZjjZj  —  ;r;  der  Arcus  des 
Doppelverhältnisses  ist  im  ersten  Fall  0,  im  zweiten  n,  das 
Doppelverhältnis  in  beiden  Fällen  reell.  Liegen  aber  die  vier 
Punkte    nicht    auf    einem    Kreise ,    so    ist    -^  Zg  z^  Zj    von    Zg  Zj  Zj 
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imd  von  z^z^z^—n  verschieden,  also  das  Doppel  Verhältnis  nicht 
reell.  ^ 

Setzen  wir  speciell  z^  =  0,  Zj  =  1,  z^  =  oo,  so  finden  wir: 

d.  h.: 

VII.  Das  Doppelverhältnis  eines  beliebigen  Punktes  z^  mit  den 
drei  Punkten  0,   /,  00  ist  gleich  z^   selbst. 

Wie  schon  oben  bemerkt,  hängt  das  Doppelverhältnis  von  vier 
Punkten  auch  von  ihrer  Reihenfolge  ab.  Wir  können  aber  vier 
Punkte  auf  24  verschiedene  Arten  anordnen.  Von  diesen  geben  je 
vier  —  z.  B.: 

(Zj  Zg  Zg  z^),  (Zg  Zj  z^  Zg),  (Zg  z^  Zj  Zg),  (z^  ^3  2^a  ^i) 

dasselbe  Doppelverhältnis,  wie  ein  Blick  auf  Formel  (5)  zeigt;  wir 
können  also  aus  denselben  vier  Punkten  im  ganzen  nur  sechs  ver- 
schiedene Doppelverhältnisse  bilden.  Zwischen  diesen  sechs  Werten 
bestehen  aber  einfache  Beziehungen.     Wird  nämlich 

gesetzt,  so  findet  man  sofort,  daß: 

'^)  (^1  ^4  ^3  ^2)  =  { 

ist     Femer  bestätigt  eine  einfache  Rechnung,  daß: 

8)  (Zj  Zg  Z3  zJ  =  1  -  A 

ist;  und  durch  Verbindung  beider  Resultate  findet  man: 

9)  (^1  ^3  ^4  ^2)  =  ^  -  (^1  ^4  ^3  ^2)  =  1  -  I  =  -y-  y 

10)  (^1^2  ^4  ^3)  = 


11)  (^1^4^2^s)=  ^  ~(^l^2^4^3)  =  ^^i• 

Wir  können  also  sagen:  '^ 

VIIL   Fon  den  sechs  Doppelverhältnissen,  die  man  aus  vier  Punkten 
bilden  kann,  ist  jedes  eine  lineare  Funktion  von  jedem  andern. 


^  Für  mit  projektiver  Grcometrie  vertraute  Leser  sei  ohne  Beweis  bemeritt: 
das  hier  definierte  Doppel  Verhältnis  von  vier  Punkten  eines  Kreises  ist  genau 
gleich  dem  von  der  projektiven  Geometrie  definierten  Doppelverhältnis  von 
vier  solchen  Punkten;  das  hier  definierte  complexe  Doppel  Verhältnis  von  vier 
beliebigen  Punkten  der  Ebene  gleich  ihrem  Doppel  Verhältnis  auf  demjenigen 
imaginären  Kegelschnitt,  der  durch  sie  und  einen  der  ,,Kreispunktc"  be- 
stimmt ist. 
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III.  Auf  diese  allgemeine  Form  (2)  kann  also  eine  lineare  TranS' 
formation  von  z  immer  gebracht  werden  y  tcenn  sie  eine  Drehung  der 
Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  vorstellt^ 

*  Von  der  Gleichung  (2)  des  Textes  aus  gelangt  man  zur  EuLEB'schen 
Darstellung  der  Rotationen  um  einen  festen  Punkt,  wenn  man  durch  die 
Formeln  (5)  und  (6)  von  §  13  die  Raumkoordinaten  $,  17,  ^  und  S\  t]%  ^  einführt 
Man  erhält  zunächst: 

3/  +  tv'  =  <^  ^  -  ^y-  9}  +  *(i?J  +  ^y  +  D) 
^      (Cx  -  Dy  +  Ä)  +  f(Dx  +  Cy  -  B)' 

"^     '  (C*+Z>*)r*  +  2(     ÄC-  BD)x-2{AD-\-  BC)y  +  A^  -k-  B'     ' 

j      ^,  ^ U^  +  B^-f  C«  +  2>»)(1  +r») 

(C*  +  />*)r«  4-  2(ilC-  BD)x-  2(Ä  D -{■  B Cjy  •{-  Ä*  +  B*    ' 

Setzt  man  also  zur  Abkürzung 

ß)  ^«  +  B*  +  C«  +  Z>«  =iV, 

so  folgt: 

^ i  jy'  ^  {(Ax-By -C)  +  i{B x  +  Ä  y ^-D)\[\,Cx-Dy-\-A)  +  i(-Dx-Cy-^B)] 
1+r'«  ■ xV(l+r«) 

Der  Zähler  rechts  ist: 

[(AC-^  BD)-{-  i(B  C-  A  D)]r^  +  [U«  -  B«  -  C  +  Z)*)  +  2iUB  +  C/>)]x 
+  [2(- AB+  C7Z>)  +  *U*--B*  +  c?*-  ^')ly 

fuhren  wir  also  die  |,  17»  ^  ^^»  8<>  folgt: 

iV(f  +  ifi')  =  iU  C  +  BZ»  +  t(B  C  -  ^  Z>)](2C  -  1) 

+  [(yl«  -  B«  -  C*  +  Z>*)  +  2 1(^  B  +  CD)]  f 
+  |2(-  AB  -^  CD)  +  HA^  -B*  +  C*  -  Z)«)]i? 

und,  wenn  wir  Reelles  und  Imaginäres  trennen: 

f)     X$'  =  {A^^  B*-  C*  +  />*)! +  2(-  ^B+  CD)rj  +  2(AC+  BD)i:;-l\ 
S)     iVi/'  =  2(AB+  C/y)|  +  (^^-B^  +  C«-  Z^'»)!/  4-2(BC-  -4Z>j(;-  \), 
Dazu  folgt  aus  n): 

!_-  r;«  ^    (^«  +B^  -  C^-Z>*)(1  -r^)  +  4(^C-BZ))a;-  4(^Z)  +  BC)y   , 
1  +  r'*  "  .V(l  +  r«) 

also: 

e)  iVr(r- J)  =  2(iiC-BZ>)|-2(ilZ>  +  ßC)i7  +  (^«  +  B«- (7* -  Z>«)(r-|). 

Die  Formeln  (j^; — (e)  sind  eben  die  EüLSR'scheu. 

Ohne  Beweis  sei  erwähnt,  daß  jede  lineare  Transformation  von  x  -{•  iy 
als  eine  Bewegung  des  Raumes  gedeutet  werden  kann,  wenn  man  sich  nicht 
der  Euklidischen  Geometrie  bedient,  sondern  derjenigen  Nichteuklidischen,  für 
welche  die  Kugel  Fundamentalfläche  ist 
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§  17.    Die  Funktion  z\ 

Nach  der  in  den  letzten  Paragraphen  ausführlich  vorgenommenen 
Untersuchung  der  linearen  Funktionen  von  z  wenden  wir  uns  nun- 
mehr zu  der  Funktion: 

1)  tr  =  z.z  =  z*. 

Drücken  wir  w  und  z  einmal  durch  rechtwinklige,  dann  durch  Polar- 
koordinaten aus,  indem  wir  setzen: 

2)  z  =^  X  •\'  iy  =  r  (cos  qp  +  i  öin  tp) , 

3)  tr  =  ti  +  1 1?  =  (>(co8 1^  +  I  sin  t/;), 
so  erhalten  wir  das  einemal  aus  §  3,  11: 

4)  M  =  jr»-y*,      t?  =  2jry, 
das  anderemal  aus  §  6,  1 : 

5)  (>  =  r* ,     1/;  =  2  9) . 

Die  Formeln  (4)  liefern  zu  jedem  reellen  Wertepaar  (jr,  y)  ein  und 
nur  ein  reelles  Wertepaar  (m,  v)\  wir  sagen: 

L  Die  Funktion  w  =  z*  ist  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  definiert. 

Die  Konstruktion  des  einem  bestimmten  Punkte  z  entsprechenden 
Punktes  w  knüpft  man  am  bequemsten  an  die  Formeln  (5):  der 
Badiusvektor  von  w  verhält  sich  zu  dem  von  z  wie  dieser  zur  Ein- 
heit, der  Arcus  von  w  ist  doppelt  so  groß  als  der  von  z. 

Jedem  Kreis  um  den  Nullpunkt  derz-Ebene  (r=const)  entspricht 
ein  Kreis  um  den  Nullpunkt  der  tr-Ebene  [q  =  const).  Lassen  wir 
den  Radius  des  ersteren  kontinuierlich  von  0  bis  00  wachsen,  so 
durchläuft  auch  der  des  letzteren  kontinuierlich  wachsend  alle  Werte 
von  0  bis  CX)  (wie  von  der  reellen  Funktion  r*  der  reellen  Variablen 
r  bekannt  ist).  Jeder  Geraden  (p  =  const  durch  den  Nullpunkt  der 
z-Ebene  entspricht  eine  Gerade  tfß  =  const  durch  den  Nullpunkt  der 
tc-Ebene;  der  Arcus  der  letzteren  durchläuft  aber  (wegen  der  zweiten 
Glchg.  (5))  bereits  kontinuierlich  alle  Werte  von  0  bis  2  ?r,  wenn  der 
der  ersteren  nur  alle  Werte  von  0  bis  n  durchläuft  Beide  Resultate 
zusammen  geben  den  Satz: 

n.  Durch  die  Funktion  w  =  z^  wird  die  positive  Halbebene  der 
Z'Ebene  (d.  h.  diejenige^  in  welcher  die  Punkte  z  =  x  +  iy  mit  positivem 
y  liegen)  eindeutig  und  stetig  auf  die  to-Fbene  abgebildet 

Auch  umgekehrt  ist  diese  Abbildung  eindeutig.  Denn  g  =  r^ 
und  t^  =  2  y  nehmen  jedes  vorgeschriebene  Wertepaar  q  zwischen 
0  und  +  cCj  rp   zwischen  0  und  2n   nur   einmal   an,   wenn  r  von 
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0  bis  +  00,  y  von  0  bis  n  wächst  Dagegen  ist  die  Stetigkeit  der 
ümkehrung  längs  der  Halbaxe  der  positiv  reellen  Zahlen  der 
M7-Ebene  unterbrochen,   indem  den  beiden  Seiten  derselben  in  der 

positiven  Hälfte  der  z-£bene  die 
iv-Ebtnt  Z'Ehene  beiden  Teile  der  Axe  der  reellen 

""^  Vo  g;^:c  /^''^W'O     Zahlen  so  entsprechen,  wie  es  in 

y^  rt.......^.vJ^      j,.^   j^  angedeutet  ist 

„.  Lassen  wir   dann   cp  weiter 

Pig    10.  ^ 

von  n  bis  2  TT  wachsen,  so  durch- 
läuft tfß  die  Werte  von  2;r  bis  4;r;  d.h.  die  Halbgerade  t/;  =  const. 
überstreicht,  noch  einmal  die  ganze  Ebene,  sodaß  auch  die  negative 
Halbebene  der  z-Ebene  eindeutig  und  stetig  auf  die  tr-Ebene  ab- 
gebildet wird.     Wir  schließen  daraus: 

III.  Die  Funktion  w  =  z^  nimmt  jeden  von  0  uml  oo  verschiedenen 
complexen   Wert  w  in  zwei  und  nur  zwei  Punkten  der  z-Ebene  an. 

Wenn  man  nicht  ohnedies  sähe,  daß  zwei  solche  Punkte  durch 
die  Relation  Zg  =  —  Zj  verbunden  sind,  könnte  man  es  daraus  ab- 
leiten, daß  die  linke  Seite  der  Gleichung  r,*  —  Zj*  =  0  außer  durch 
Zjj  —  Zj  =  0  auch  noch  durch  Zg  +  z^  =  0  teilbar  ist  An  dieser 
Belation  interessiert  uns  besonders,  daß  sie  linear  ist;  wir  definieren: 

IV.  Eine  Funktion  w  =  /"(z),  welche  die  Eigenschaft  hat,  sich  nicht 
zu  ändern,  wenn  man  statt  z  eine  bestimmte  lineare  Funktion  von  z  in 
sie  einfuhrt j  heißt  eine  Funktion  mit  einer  linearen  Transformation  in 
sich  oder  eine  automorphe  Funktion, 

Damit  können  wir  die  eine  Hälfte  des  Satzes  (HI)  noch  genauer 
so  aussprechen: 

V.  Die  Funktion  w  =  z*  ist  eine  automorphe  Funktion;  sie  gestattet 
die  lineare  Transformation  in  sich: 

6)  z'  =  -  z. 

Wir  führen  weiter  bei  dieser  Gelegenheit  die  Definition  ein: 
VI.  Einen  Bereich,  in  dem  eine  eindeutige  Funktion  w  von  z  bereits 
alle  ihre  Werte  und  jeden  einmal  annimmt,  nennt  man  einen  Funda- 
mentalbereich  dieser  Funktion, 

Aus  den  Definitionen  der  automorphen  Funktion  und  des 
Fundamentalbereichs  folgt  dann: 

VIL  Ist  ein  Fundamentalbereich  einer  automorphen  Funktion  be- 
kannt und  wird  derselbe  durch  eine  der  Transformationen  der  Funktionen 
in  sich  auf  einen  zweiten  Bereich  abgebildet,  so  kann  dieser  zweite 
Bereich  den  ersten  nirgends  überdecken;  er  ist  ebenfalls  ein  Funda- 
mentalbereich  der  automorphen  Funktion, 
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So  sind  in  unserem  Falle  die  beiden  durch  die  Axe  der 
reellen  Zahlen  getrennten  Halbebenen  Fundamentalbereiche  der 
Funktion  z*. 

Wir  verfolgen  die  durch  die  Funktion  ii?  =  z*  vermittelte  Ab- 
bildung der  z-Ebene  auf  die  ti?-Ebene  noch  weiter,  ins  einzelne, 
indem  wir  zunächst  fragen,  welcherlei  Linien  der  ii?-Ebene  den 
Parallelen  zu  den  Axen  in  der  z-Ebene  entsprechen.  Setzen  wir 
y  =  c,  so  geben  die  Gleichungen  (4)  u  und  v  ausgedrückt  durch 
eine  Hilfsvariable  x\  die  Elimination  der  letzteren  ergiebt: 

Das  ist  für  jedes  bestimmte  c  die  Gleichung  einer  Parabel,  die  die 
t<-Axe  zur  Hauptaxe  und  die  Gerade  m  =  —  c*  zur  Scheiteltangente 
hat    Bringt  man  sie  auf  die  Form: 

8)  M*  +  t?«  =  (tt  +  2c»)«, 

so  sieht  man,  daß  der  Nullpunkt  Brennpunkt,  die  Gerade  m  +  2  c*  =  0 
Direktrix  ist  Da  c  wesentlich  reell,  c*  also  positiv  ist,  liegt  die 
Direktrix  auf  Seite  der  negativen  u,  die  Parabel  erstreckt  sich  nach 
rechts  ins  Unendliche.  —  Brennpunkt  und  Hauptaxe  sind  von  c 
unabhängig.  Parabeln  mit  demselben  Brennpunkt  und  derselben 
Hauptaxe  nennt  man  konfokal;  wir  können  demnach  unser  Resultat 
folgendermaßen  aussprechen. 

Vin.  Durch  die  Funktion  w  =  z^  werden  die  zur  x-Axe  parallelen 
Geraden  der  z-Ebene  abgebildet  auf  eine  Schar  konfokaler  ParcAeln, 
die  den  Nullpunkt  zum  Brennpunkt  und  die  u-Axe  zur  Hauptaxe  haben 
und  sich  nach  der  Richtung  der  positiven  u  hin  Öffnen, 

Setzen  wir  dagegen  in  den  Gleichungen  (4)  x  =  c  und  elimi- 
nieren y,  so  erhalten  wir 

9)  »•  -  »   -  (f,)' 
oder: 

10)  i£2  +  ü2  =  (ti- 2c«)«, 

d.  L: 

IX.  Die  Parallelen  zur  y-Axe  werden  abgebildet  auf  diejenigen 
Parabeln  derselben  Schar,  die  sich  nach  der  Richtung  der  negativen  u 
hin  öffnen. 

Überhaupt  wird,  wie  die  Rechnung  zeigt,  jede  Gerade  der 
Z-Ebene,  die  nicht  durch  den  Nullpunkt  geht,  abgebildet  auf  eine 
Parabel  der  rr-Ebene,  die  den  Nullpunkt  zum  Brennpunkt  hat 


64  Rationale  Funktionen  einer  compl^xen  Veränderlichen. 


l>ie  umgekehrte  Frage:  welche  Linien  der  z-Ebene  auf  die 
Ueniden  der  h^  Ebene  abgebildet  werden  —  beantwortet  sich  folgender- 
luattan:  Sei  die  Gleichung  einer  solchen  Geraden: 

II)  at£  +  Äi;  +  c  =  0; 

orMoUen  wir  in  ihr  u  und  v  durch  ihre  Werte  aus  (4),  so  erhalten 

wir: 

Vi)  ^  a(ar«-y«)  +  2^ary  +  c  =  0. 

X.  Da$  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts ,  und  zwar  (da  die 
lCt»offizienten  von  ar*  und  y*  einander  entgegengesetzt  gleich  sind) 
0iner  gleichseitigen  Hyperbel,  die  ihren  Mittelpunkt  (da  die  Glieder 
mit  x^  und  y^  fehlen)  im  Nullpunkt  hat.  Parallelen  Geraden  (deren 
(illniohungen  sicli  nur  durch  den  Wert  von  c  unterscheiden)  ent- 
Nprochen  (lal)ei  Hyperbeln  mit  denselben  Asymptoten;  den  Parallelen 
fMV  fi-Ax«^  (bezw.  v-Axe)  Hyperbeln,  die  zu  den  Eoordinatenaxen 
(b«/.w.  /u  kVmx  Halbierungslinien  der  Winkel  der  Eoordinatenaxen) 
aNyniptotiNcli  verlaufen. 

Von  Wiolitigkeit  ist  auch  noch,  daß  die  durch  die  Funktion 
w)  «*  t'  vc^rmittelte  Abbildung  eine  konforme  (§  11,  VII)  ist  Um 
iIhn  KU  bowcnnen,  bedienen  wir  uns  am  einfachsten  der  Gleichungen  (5). 
Int  nllnilich  «lie  Gleichung  einer  Kurve  der  z-Ebene  in  Polar- 
koordinaton  gegeben: 

m  int  die  l^mgente  des  Winkels  zwischen  Kurve  und  Radiusvektor 
bekanntlich: 

Kür  di(^  cuitsprechende  Kurve  der  tr-Ebene  erhalten  wir  aus  (5): 

'**^  ^*'dq        ^   •  2rdr        ^  dr' 

Die  beiden  Winkel  sind  also  einander  gleich;  daraus  schließen  wir 
wie  §  11,  VI,  daß  auch  die  Winkel  zwischen  irgend  zwei  einander 
entsprochenden  Linien  einander  gleich  sind.     Wir  sagen: 

XL  fßie  die  in  den  §§  8 — 16  untersuchten  linearen  Funktionen, 
so  vermittelt  auch  die  Funktion  w  =  z^  eine  konforme  Abbildung  ohne 
Umlegung  der   Hinket. 

Wir  haben  dabei  allerdings  eine  Ausnahme  zu  machen.  Die 
Gleichung  (13)  beweist  nichts  für  die  einander  entsprechenden  Null- 
punkte beider  Ebenen,  da  dort  die  Ausdrücke  ihre  Bedeutung  ver- 
lieren.    In  der  That  haben  wir  schon  zu  Beginn  dieses  Paragraphen 


§  18.     Die  Potenz  mit  positivem  ganzzahligen  Exponenten.        55 


gesehen,   daß   die  Winkel   im  Nullpunkt   verdoppelt   werden.     Wir 
müssen  daher  Satz  XI  durch  den  Zusatz  ergänzen: 

Xn.  Die  Konformität  der  Abbildung  erleidet  in  den  Nullpunkten 
eine  Unterbrechung,  indem  jedem  Winkel,  der  seinen  Scheitel  im  Null- 
punkt der  Z'Ebene  hat,  ein  doppelt  so  großer  Winkel  am  Nullpunkt  der 
tC'Ebene  entspricht. 
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Nach  der  ausführlichen  Untersuchung  der  Funktion  z*  wird 
uns  die  Untersuchung  der  Potenz  mit  beliebigem  ganzzahligen  Ex- 
ponenten keine  neuen  Schwierigkeiten  bieten.  Wir  verstehen 
nämlich  unter  einer  solchen: 

wie  in  der  elementaren  Algebra  das  Produkt  aus  n  einander  gleichen 
Faktoren  z.  Einführung  rechtwinkliger  Koordinaten  von  w  und  z 
liefert  nur  für  die  kleinsten  Werte  von  n  handliche  Formeln.  Doch 
können  wir,  ohne  sie  wirklich  aufzustellen,  aus  ihrer  Bildungsweise 
schließen : 

I.  Die  Funktion  w  =z  z^  ist  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  de- 
finiert. 

In  Polarkoordinaten  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Bezeichnungen 
von  §  17  beibehalten^  durch  wiederholte  Anwendung  von  §  6,  1: 

2)  Q  =z  r^j     \ff  =  7i(p. 

• 

Jedem  Kreis  um  den  Nullpunkt  der  z-Ebene  (r  =  const)  ent- 
spricht ein  Ej*eis  um  den  Nullpunkt  der  to-Ebene  {q  ==  const); 
lassen  wir  den  Badius  des  ersteren  kontinuierlich  von  0  bis  oo 
wachsen,  so  durchläuft  auch  der  des  letzteren  kontinuierlich 
wachsend  alle  Werte  von  0  bis  oo .  Jeder  Geraden  qp  =  const 
durch  den  Nullpunkt  der  r-Ebene  entspricht  eine  Gerade 
yß  =  const  durch  den  Nullpunkt  der  tr-Ebene;  der  Arcus  der 
ersteren  durchläuft  aber  bereits  kontinuierlich  alle  Werte  von  0  bis 

8 «,  wenn  der  der  ersteren  nur  alle  Werte  von  0  bis  —  durchläuft. 

n 

Es  folgt  also: 

n.  Durch  die  Funktion  w  =  r*»  wird  der  von  den  Strahlen  y  =  0 

und  (f  =  —  begrenzte  Sektor  der  z-Ebtne  eindeutig  und  stetig  auf  die 

w-Ebene  abgebildet. 
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Auch  umgekehrt  ist  diese  Abbildung  eindeutig;  aber  die  Stetig- 
keit der  Umkehrung  ist  längs  der  Halbaxe  der  positiv  reellen  Zahlen 

der  ti7-Ebene  unterbrochen,  indem  ihren 
Z'Ebtru  ^^  beiden  Seiten  die  beiden  Begrenzungs- 

linien des  Sektors  entsprechen  (Fig.  11). 


^  n^"- Ebene, 


Lassen   wir  (f   weiter   von   —   bis 

^-  ^^'  —  y   von  —    bis  --  .  .  .   endlich   von 

n  n  n 

^  ^  "   f"  big  2n  wachsen,  so  überstreicht  die  entsprechende  Halb- 

n 

gerade  yj  =  const.  die  Ebene  zum  zweiten,  dritten  .  .  .  nten  Mal. 
Die  jr-Ebene  kann  also  in  Sektoren  zerlegt  werden,  von  denen  jeder 
eindeutig  und  stetig  auf  die  ganze  ir-Ebene  abgebildet  wird. 
Daraus  folgt: 

TTT.  Die  Funktion  ?i?  =  r"  nimmt  jeden  complexen  Wert  w  in  gerade 
n  Punkten  der  z^  Ebene  an, 

Ausnahmen  bilden  nur  die  Werte  m?  =  0  und  w  =  co;  diese 
werden  nur  in  je  einem  Punkte  r  =  0,  bezw.  z  =  co  angenommen. 
In  diesen  beiden  Punkten  stoßen  alle  jene  Sektoren  der  r-Ebene 
zusammen. 

Zwischen  den  verschiedenen  Punkten  z,  die  denselben  Wert  w 
liefern,  besteht  ein  einfacher  Zusammenhang.  Um  ihn  darzustellen, 
bezeichnen  wir  mit  e  die  (bestimmte)  complexe  Größe 

3)  «  =  cos h  «  sin  -  - , 

welche  die  Eigenschaft  hat»  daß 

4)  V  «»  =  1 

ist,  während  die  niedrigeren  Potenzen  g,  «*,  «' .  . .  «*  -  ^  alle  von 
einander  und  von  1  verschieden  sind.  Dann  folgt  aus  der  Kom- 
mutativität  der  Multiplikation,  daß: 

5)  (€*  zY  =  r« 

ist  für  Ä  =  1,  2  .  .  n  —  1.  Auf  Grund  der  Definition  IV  von  §  17 
sprechen  wir  das  so  aus: 

IV.  Die  Funktion  w  =  z^  ist  eine  automorphe  Funktion;  sie  f/e- 
stattet  die  n  ^  1  linearen  Transformationen  in  sich: 

6)  z'  =  €*r,     A=  1,  2  .  ..  n-  1. 

Zwischen  diesen  n  —  1  Transformationen  bestehen  Beziehungen ; 
es  gilt  nämlich  ganz  allgemein  der  unmittelbar  aus  der  Definition 
automorpher  Funktionen  sich  ergebende  Satz: 
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V.  Gestattet  eine  automorphe  Funktion  f(z)  zwei  lineare  Trans^ 
formationen  in  sich,  z  =  ^^(z),  z'  =  tp^[z)y  so  gestattet  sie  auch  die 
aus  ihnen  zusammengesetzten  linearen  Transformationen  z  =  q)^  [(p^  (z)] 
und  z  =  9>2  [9>i  (r)]. 

Auf  Grund  der  Definition  einer  Gruppe  von  Transformationen 
{§  14,  Vin)  können  wir  diesen  Satz  auch  so  aussprechen: 

VI.  Die  linearen  Transformationen  in  sich,  welche  eine  automojyhe 
Funktion  gestattet^  bilden  stets  eine  Gruppe. 

An  unserem  Beispiel  bestätigt  sich  das  einfach:  setzen  wir 
z'  =  €*  z,  z"  =  ^z\  so  folgt  z"  =  €*  +  'z,  was  wegen  (4)  ebenfalls 
unter  (6)  vorkommt.  Wir  können  übrigens  über  die  Struktur  dieser 
Gruppe  noch  eine  nähere  Angabe  machen:  man  sieht,  daß  alle  jene 
linearen  Transformationen  durch  Wiederholung  der  ersten  unter 
ihnen  zu  stände  kommen.     Definieren  wir  also: 

Vil.    Eine   GruppCf    deren   sämtliche    Operationen    durch    Wieder^ 
holung  einer  bestimmten  unter  ihnen  entstehen,  heißt  cyklisch  — 
so  haben  wir  den  Satz: 

Vlil.  Die  Funktion  w  =  z^  gestattet  eine  cyklische  Gruppe  linearer 
Transformationen, 

Satz  n  kann  auch  so  ausgesprochen  werden: 

IX.    Der   von    den    Halbstrahlen    qp  =  0    und    y  =  —    begrenzte 

Sektor  der  W'Ebene  ist  ein  Fundamentalbereich  der  w- Ebene. 

Wir  wollen  daran  anknüpfend  die  im  vorigen  Paragraphen  noch 
bei  Seite  gelassene  Frage  behandeln,  wie  weit  ein  solcher  Funda- 
mentalbereich denn  eigentlich  willkürlich  ist.  Offenbar  können  wir 
an  einem  seiner  Ränder  ein  beliebiges  Stück  wegnehmen,  wenn  wir 
nur  an  dem  andern  Eande  das  entsprechende  Stück  zufügen.  Der 
Nullpunkt  muß  immer  auf  dem  Rande  bleiben,  da  er  bei  den  Trans- 
formationen der  Gruppe  in  sich  übergeführt  wird,  also  in  ihm  stets 
alle  n  Fundamentalbereiche  zusammenstoßen  müssen,  wie  auch  der 
erste  gewählt  werden  mag;  ebenso  muß  sich  der  Fundamental- 
bereich stets  ins  Unendliche  erstrecken.  Aber 
wir  können  ihn  einerseits  durch  eine  beliebige 
vom  Nullpunkt  ins  Unendliche  laufende  Linie 
begrenzen,  wenn  wir  nur  dafür  sorgen,  daß 
diese  Linie  von  derjenigen  nicht  getroffen 
wird,  die  vermöge  einer  Drehung  um  den  Null- 
punkt durch  den  Winkel  —  aus  ihr  hervor- 
geht (Vgl.  Fig.  12).  Welche  von  allen  solchen  Linien  werden  wir  nun 
zweckmäßigerweise  zur  Begrenzung  des  Fundanientalbereichs  wählen? 
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Auf  diese  Frage  giebt  es  zwar  keine  allgemeine,  für  alle  auto- 
morphen Funktionen  gültige  Antwort;  unsere  Funktion  w?  —  z*  gehört 
aber  zu  einer  speciellen  Klasse  solcher  Funktionen,  f&r  welche  diese 
Frage  bestimmt  beantwortet  werden  kann.  Sie  hat  nämlich  die 
Eigenschaft,  daß  zu  je  zwei  konjugiert  complexen  Werten  ihres  Argu- 
ments konjugiert  complexe  Funktionswerte  gekoren,  insbesondere  zu 
reellen  Argumentwerten  reelle  Funktionswerte,  Wenn  wir  also  in  der 
z-Ebene  einen  Bereich  abgrenzen,  der  durch  die  Funktion  «7  =  2:» 
auf  die  Halbebene  der  w  mit  positivem  imaginären  Bestandteil  oder 
„die  positive  Halbebene"  w  abgebildet  wird,  so  wird  ein  zu  jenem 
Bereich  symmetrischer  auf  „die  negative  Halbebene  w*^  abgebildet 
Wir  können  also  einen  Fundamentalbereich  folgendermaßen  kon- 
struieren: wir  bestimmen  zunächst  alle  diejenigen  Linien,  denen  Teile 
der  Axe  der  reellen  Zahlen  z  entsprechen;   in  unserem  Falle  sind 

das  die  2n  Halbstrahlen  tp  =  — '  (A  =  0,  1,  2  ...  2n  —  1);    diese 

Linien   teilen  die  z-Ebene  in  eine  gewisse  Anzahl  von  Bereichen. 

In  jedem  solchen  Bereiche  hat  der  imaginäre 
Teil  von  w  ein  konstantes  Vorzeichen;  denn 
er  kann  wegen  der  Stetigkeit  ^  sein  Vorzeichen 
nur  ändern,  wenn  er  durch  0  hindurch  geht, 
und  das  ist  n.  V.  nur  auf  der  Grenze  der 
Bereiche  der  Fall.  Andererseits  muß  jeder 
solche  Bereich,  in  dem  z.  B.  w  positiv  ima- 
p.     jg  ginären  Bestandteil  hat,  auf  die  ganze  positive 

tr-Halbebene  abgebildet  werden;  denn  würde 
er  nur  auf  einen  Teil  von  ihr  abgebildet,  so  müßte  wegen  der  Stetig- 
keit seine  Begrenzung  auf  die  Begrenzung  dieses  Teils  abgebildet 
werden,  was  ebenfalls  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Die  r-Ebene 
zerfällt  also  in  2n  Halbbereiche;  diese  sind  in  unserem  Falle  ab- 
wechselnd kongruent  und  •  symmetrisch,  in  allgemeineren  Fällen  tritt 
an  Stelle  der  Kongruenz  resp.  Symmetrie  direkte,  resp.  inverse 
Kreisverwandtschaffc.  Irgend  zwei  aneinanderstoßende  dieser  Be- 
reiche geben  einen  zweckmäßigen  Fundamentalbereich.  Dem  ent- 
sprechend sagen  wir: 

X.  Eine  automorphe  Funktion ,  welche  in  konjugierten  Punkten 
konjugierte  Funktionswerte  annimmt,  soll  eine  symmetrische  automorphe 
Funktion  heißen. 


'    Auf  die  Frage  der  Stetigkeit  kommen  wir  in  §  31    noch  einmal  aus- 
führlich zurQck. 
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XI.  Zu  einer  symmetrischen  automorphen  Funktion  gehört  eine 
Einteilung  der  z^Ebene  in  abtcechselnd  direkt  und  invers  kreisverwandte 
Bereiche  y  von  denen  irgend  zwei  aneinanderstoßende  zusammen  einen 
Fundamentalbereich  der  Funktion  f(z)  bilden. 

XTT.  Im  Falle  der  Funktion  w  =  z^  sind  diese  Halbbereiche  gerad- 

liniff  begrenzte  Sektoren  von  der  WinkelÖffhung  —. 


§  19.    Rationale  ganze  Funktionen. 

Bereits  zn  Beginn  dieses  Abschnitts  (§  8,  11)  haben  wir  all- 
gemein definiert,  was  unter  einer  rationalen  ganzen  Funktion  einer 
complexen  Variabein  zu  verstehen  ist.  Indem  wir  in  dem  allge- 
meinsten Ausdruck  einer  solchen  die  vorkommenden  Multiplikationen 
von  Summen  oder  DiflFerenzen  nach  dem  Distributionsgesetz  (§  3, 
Glchg.  2)  ausrdhren  und  schließlich  alle  Glieder ,  die  eine  und  die- 
selbe Potenz  von  z  mit  Konstanten  multipliziert  enthalten,  in  je 
eines  zusammenziehen,  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

I.  Jede  rationale  ganze  Funktion  von  z  läßt  sich  auf  die  Form 
bringen: 

Die  ganze  Zahl  n  heißt  Grad  der  Funktion, 

Von  solchen  rationalen  ganzen  Funktionen  beweist  man  durch 
Anwendung  der  elementaren  ßechnungsregeln  den  Satz: 

IL  Ist  Zj  ein  Nullpunkt  der  Funktion  fj^z\  oder  eine  Wurzel  der 
Gleichung: 

2)  az)  =  0 , 

so  ist  fj^z)  durch  z  ^  z^  teilbar,  d.  h.  es  existiert  eine  rationale  ganze 
Funkäon  (n  —  l)ten  Grades  /J, »  i  (z)  von  der  Beschaffenheit ,  daß 
identisch: 

ist 

m.  Ist  fj(z)  gerade  durch  (z  ^  z^^  teilbar,  d.  h.  existiert  eine 
rationale  ganze  Funktion  (n  —  v)ten  Grades  fn  -  y{z),  sodaß: 

ist,  aber  keine  rationale  ganze  Funktion  (n  —  v  -^  l)ten  Grades,  für 
welche: 

wäre,  so  heißt  z^  eine  v^fache  Wurzel  der  Gleichung  f{z)  =  0  oder  ein 
Nullpunkt  vter  Ordnung  der  Funktion  f{z). 
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Aus  Satz  X  von  §  3,  dessen  Wichtigkeit  bei  dieser  Gelegen- 
heit zu  Tage  tritt,  folgt  dann: 

IV.  Eine  Gleichung  nten  Grades  hat  nie  mehr  als  n  Wurzeln  — 
es  sei  denn,  daß  sie  identisch  besteht,  d.  h,  daß  aUe  Koeffizienten 
einzeln  Null  sind.  Eine  v-fache  Wurzel  zählt  in  diesem  Satze  für  v 
einfache. 

Der  positive  Satz  dagegen,  daß  jede  Gleichung  nten  Grades 
im  Gebiete  unserer  eomplexen  Zahlen  n  Wurzeln  hat,  läßt  sich 
nicht  mit  so  einfachen  Hilfsmitteln  beweisen;  wir  werden  ihn  später 
(§  44,  VII)  auf  anderem  Wege  erhalten. 

Übrigens  kann  man  Grenzen  angeben,  zwischen  denen  die  Null- 
punkte von  f{z)  jedenfalls  eingeschlossen  sind.  Sei  nämlich  einer- 
seits Jlf  eine  Zahl,  für  welche: 


«0 


4) 

dann  folgt: 

d.  i. 


^  -Jf  für  m  =  1,  2, .  .  .  n; 


n~l 


n-2 


...  +|r|a+|r|  +  l}. 


M 


I* 


-1 


Für  alle  Werte  von  r,   deren  absoluter  Betrag  ^M+\    ist,   ist 

dieser   letzte   Bruch  ^Ir!"  — l<|z|*,   also   folgt,   daß   für   alle 
solchen  z\ 

5)  |/Xz)-ao^|<|ao^«| 

ist     M.  a.  W.  es  gilt  der  Satz: 

V.  Für  alle  z,  deren  absoluter  Betrag  um  mindestens  1  größer 
ist  als  die  durch  die  Ungleichungen  (4)  bestimmte  Zahl  Af,  übersteigt 
der  absolute  Betrag  des  höchsten  Gliedes  in  der  rationalen  ganzen 
Funktion  f{z)  den  absoluten  Betrag  der  Summe  aller  übrigen  Glieder. 

Insbesondere  folgt  daraus: 

VI.  Außerhalb  des  mit  dem  Radius  M+1  um  den  Nullpunkt 
beschriebenen  Kreises  kann  keine  Wurzel  der  Gleichung  f(z)  =  0  liegen. 

Ist  andererseits  a«  -  y  r*  das  niedrigste  Glied  der  rationalen 
ganzen  Funktion  f(z),  das  einen  von  0  verschiedenen  Koeffizienten 
hat,  so  kann: 

6)  m  =  --"?>  (^) 
gesetzt  werden,  wo 
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eine  rationale  ganze  Funktion  (n  —  i/)ten  Grades  von  —  ist.    Wollen 

wir  Satz  V  auf  diese  anwenden,  so  müssen  wir  eine  Zahl  m  durch 
die  Ungleichungen: 


««-•- 


<m  fiirÄ  =  0,  1,  2...n-i^-l 


definieren;  führen  wir  dann  wieder  z  und  f  ein,  so  folgt: 

Vii.    Für    alle  von  0  verschiedenen  ^    z,    deren    absoluter  Betraff 

kleiner  ist  als  (l  +  m)"  \  über  steigt  der  absolute  Betraff  des  medriffsten 

Gliedes  in  der  rationalen  ffanzen  Funktion  f(z)  den  absoluten  Betrag/ 

der  Summe  aller  übriffen  Glieder. 
Wie  VI  aus  V  folgt  lüeraus: 
VULL.    Innerhalb    des    mit    dem  Radius  (\  +  iwj-  ^   um  den  Null-' 

punkt  beschriebenen  Kreises  kann  keine  Wurzel  der  Gleichunff  f{z)  =  0 

lieffen,  außer  etwa  z  =  0, 

§  20.    Rationale  gebrochene  Funktionen. 

Werden  alle  Glieder  einer  gebrochenen  rationalen  Funktion 
(§  8,  I)  auf  gemeinsamen  Nenner  gebracht,  so  erhält  man  den 
Satz: 

I.  Jede  rationale  ffebrochene  Funktion  von  z  kann  als  Quotient 
zweier  rationalen  ffanzen  Funktionen  darffestellt  werden: 

U.  Die  ffrÖßere  der  beiden  Gradzahlen  m,  n,  bezw.  ihren  ffemein- 
schaftlichen  Wert,  wenn  sie  einander  ffleich  sind,  nennt  man  den  Grad 
der  rationalen  Funktion  r(z). 

In  einem  Punkte  Zj,  in  welchem  ff[z)  und  h(z)  von  Null  ver- 
schieden sind,  hat  r[z)  einen  bestimmten  endlichen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert.  In  einem  Punkte  Tj,  in  welchem  h{z)  von  Null 
verschieden,  ^(2)  =  0  ist,  ist  auch  r(z)  =  0;  und  wenn  z^  in  diesem 
Falle  v-facher  Nullpunkt  von  ff{z)  ist,  so  sagen  wir  auch,  z^  sei 
v-fecher  Nullpunkt  von  r{z).  In  einem  Punkte,  in  welchem  ff(z) 
von  0  verschieden,  ä(z)  =  0  ist,  ist  r(z)  =  00  im  Sinne  des  §  12. 
Hier  definieren  wir: 

in.  Ein  Punkt  z^ ,  welcher  v-f acher  Nullpunkt  von  h  (z)  und  nicht 
zugleich  Nullpunkt  von  ff(z)  ist,  heißt  v-facher  Unendlichkeitspunkt 
(v'facher  Pol)  von  r^  (z). 

*  Dieser  Zusatz  ist  erforderlich,  weil  beim  Übergang  von  (p  zu  /"(Glchg.  6) 
mit  x^  zu  multiplizieren  ist 
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Zuweilen  ist  es  bequem,  statt  der  in  (11)  und  (EQ)  definierten 
Ausdrucksweisen  die  folgende  zu  gebrauchen: 

IV.  Wenn  r{z)  auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 

2)  r{z)  =  {z-z,yr,{z), 

in  welcher  r^  eine  Funktion  bedeutet,  die  für  z  =  z^  endlich  und  von 
Null  verschieden  ist,  so  heißt  p  die  OrdnungszaJU  von  r{z)  im  Punkte  Zy 

In  einem  Pole  ist  demnach  die  Ordnungszahl  negativ,  in  einem 
Nullpunkte  positiv;  ist  die  Funktion  in  einem  Punkt  endlich  und 
von  Null  verschieden,  so  ist  ihre  Ordnungszahl  in  diesem  Punkte  0. 

Endlich  haben  wir  noch  einen  Fall  zu  berücksichtigen:  es  kann 
nach  Vornahme  der  durch  Satz  I  geforderten  ßeductionen  sehr  wohl 
eintreten,  daß  ^(z)  undA(z)  noch  gemeinschaftliche  Nullpunkte  besitzen. 
In  einem  solchen  Funkte  ist  der  Wert  der  rationalen  Funktion  an  und 
für  sich  vollständig  unbestimmt  (§  12).  Wir  können  aber  (durch 
rationale  Operationen,  zu  welchen  wir  die  Nullpunkte  von  ^  und  h 
nicht  zu  kennen  brauchen)  den  größten  gemeinsamen  Teiler  k{z) 
von  ff{z)  und  h{z)  bestimmen  und  damit  r{z)  auf  die  Form  bringen: 

in  welcher  ^j,  h^  rationale  ganze  Funktionen  bedeuten,  die  keinen 
gemeinsamen  Teiler,  also  (in  Folge  von  §  19,  II)  auch  keinen  ge- 
meinsamen Nullpunkt  mehr  haben.     Setzen  wir  dann: 

so  besteht  für  alle  von  den  Nullpunkten  von  k{z)  verschiedenen  Punkte 
die  Gleichung: 

5)  r  (z)  =  Tj  (z) . 

Nun  hindert  uns  nichts,  durch  Definition  festzusetzen: 

V.  Auch  in  den  Nullpunkten  von  k{z)  soll  der  Funktion  r{z)  der 
Wert  von  r^  [z)  zugeschrieben  werden  (der  ev.  auch  0  oder  oo  sein 
kann). 

TriflFt  man  diese  Festsetzung,  so  gilt  der  Satz: 

VI.  Die  Ordnungszahl  (IV)  einer  rationalen  ganzen  Funktion  ist 
in  jedem  Punkt  gleich  der  Differenz  der  Ordnungszahlen  von  Zähler 
und  Nenner  in  diesem  Punkt 

Aus  §  19,  rV  folgt  noch: 

VII.  Eine  rationale  gebrochene  Funktion  nimmt  keinen  Wert  öfter 
an,  als  ihr  Grad  angiebt 


\ 
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§  21.    Verhalten  rationaler  Funktionen  im  Unendliciien. 

Neben  die  Anffassong  der  Gleichung  /  =  f{z)  als  einer  Be- 
ziehung zwischen  zwei  verschiedenen  Punkten  derselben  oder  ver- 
schiedener Ebenen  haben  wir  bereits  in  §  10,  p.  22  die  andere  ge- 
stellty  nach  der  durch  eine  solche  Gleichung  demselben  Punkt  eine 
andere  complexe  Größe  zugeordnet  ist 

Von  dieser  letzteren  Auffassung  machen  wir  insbesondere  dann 
Gebrauch,  wenn  es  sich  darum  handelt,  das  Verhalten  irgend  einer 
vorgelegten  Funktion  im  Unendlichen  zu  untersuchen.  Wir  setzen 
dann: 

1)  ^'  =  ->  also  2r  =  ->, 

sodaß  dem  Punkte  der  Eugel,  dem  bisher  die  in  §  12  eingeführte 
complexe  Größe  r  =  oo  zugeordnet  war,  jetzt  die  neue  complexe 
Größe  r'  =  0  entspricht  Ist  dann  durch  eine  Funktion  f(z)  jedem 
Eugelpunkt  ein  bestimmter  Funktionswert  zugeordnet,  so  können  wir 
diese  Werte  auch  als  Funktion  von  z',  sagen  wir  q>{z),  auffassen. 
Ist  f{z)  durch  einen  rationalen  Ausdruck  gegeben,  so  brauchen  wir 
nur  in  diesem  z  vermöge  (1)  durch  seinen  Wert  als  Funktion  von 
z   zu  ersetzen.     Wir  erhalten  so  eine  rationale  Funktion  von  z: 

2)  /■(^)  =  y(^'); 

diese  können  wir  nach  §  20,  I  als  Quotienten  zweier  rationalen 
ganzen  Funktionen  darstellen.  Die  dazu  erforderliche  Multiplikation 
mit  einer  Potenz  von  z  im  Zähler  und  Nenner  setzt  allerdings 
/  =f=  0  voraus;  da  aber  f{z)  für  z  =  oo  an  und  für  sich  in  der  unbe- 
stimmten Form  ccloo  erscheint,  so  hindert  uns  nichts  (vgl.  §20,V), 
durch  Definiäon  festzusetzen: 

I.  Unter  dem  Wert  einer  rationalen  Funktion  f(z)  für  r  =  oo  soll 
der  Wert  der  Funktion  f[\  jz)  =  (p\z')  für  z'  =  0  verstanden  werden, 

Thun  wir  das,  so  erhalten  wir  folgende  Resultate: 

Ist  der  Zähler  einer  rationalen  Funktion: 


3)  nz)  =  ^ 


«n  ***    +   .  .    +  Ö^ 


von  höherem  Grade  als  der  Nenner,  so  wird: 


4)  <p  {z)  = 


./« 


a^x     +  . .  +  ^Q 


*«*'*  +  .  .  +^0* 


/«  —  «i ' 
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2' =  0  ist  ein  (n  —  m)-facher  Pol  von  (f{z')\  es  wird  also  n.Def. 
I  f{oo)  =  00,  und  wir  sagen,  z  =  00  sei  ein  (n  —  iii)-facher  Pol 
von  f{z). 

Ist  m  :=  n,  so  wird: 

also  f{co)  =  (p{0)  =  Oq/^o  endlich  und  von  0  verschieden. 
Ist  endlich  m  >  n,  so  wird: 

^TO  *         +    .    .     +    ÖQ 

also  /"(oo)  =  qp(0)  =  0;  und  da  hier  /  =  0  (m  — n)-facher  Nullpunkt 
von  (p{z)  ist,  so  sagen  wir  auch,  z  =  00  sei  (m  —  n)-facher  Null- 
punkt von  f{z). 

Indem  wir  die  Definition  der  Ordnungszahl  einer  Funktion 
(§  20,  IV)  auf  2  =  CO  ausdehnen,   finden  wir  in  allen  drei  Fällen: 

n.  Die  rationale  Funktion  (3)  hat  in  z  =  00  die  Ordnungszahl 
m  —  n. 


§  22.    Beispiel  einer  automorphen  rationalen  Funktion. 

Was  unter  einer  automorphen  Funktion  zu  verstehen  ist,  haben 
wir  bereits  §  1 7,  IV  definiert.  Soll  sie  zugleich  eine  rationale  sein, 
so  darf  die  Gruppe  ihrer  Transformationen  in  sich  (§  18,  VI)  nur 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Transformationen  bestehen  (wegen 

§  20,  vn). 

Wir  definieren  zunächst: 

I.  Eine  Gruppe,  die  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Trans- 
formationen bestehtj  nennt  man  ein^e  endliche  diskrete^   Gruppe, 

Sei  z  =  X{z)  eine  der  Transformationen  einer  solchen  Gruppe; 
dann  gehören  nach  §  18,  V  auch  die  durch  Wiederholung  dieser 
Transformation  entstehenden  Transformationen 

1)  X^{z)  =  A[A(z)],  l^{z)  =  A[A2(z)] 

zu  der  Gruppe.  Soll  diese  eine  endliche  diskrete  sein,-  so  können 
die  Transformationen  (1)  nicht  alle  von  einander  verschieden  sein; 
sei  etwa: 


^  Der  Zusatz  „diskrete'*  ist  erforderlich,  weil  man  auch  von  „endlichen 
kontinuierlichen*'  Gruppen  spricht,  wo  dann  das  „endlich"  sich  nicht  auf  die 
Anzahl  der  Transformationen  bezieht. 
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so  folgt  daraas: 

A«  (z)  =  z 
oder 

A-i[AW]  =  ^, 
d.  h.: 

n.  In  einer  endlichen  diskreten  Gruppe  ist  zu  jeder  ihrer  Trans- 
formationen z'  ==  A  (z)  eine  andere  z"  =  /tt  (z)  von  der  Eigenschaft  ent- 
halten, daß: 

2)  ^  [A  (z)]  =  z 

ist   oder    anders    ausgedrückt,    daß    die    Gleichung  z  =  |tt(z')   die  Auf 
lösung  von  z  =  A(z)  mzcA.  z  w^     3/a7i  n^n/tf  /Lt  die  zu  X  inverse  Trßns- 
formation  und  bezeichnet  sie  mit  A~^. 
Seien  nun: 

3)  Xq  (z)  =  z,  \  (z),  Aj  (z)  ...  Is^  1  (2:) 

die  JV  linearen  Transformationen  einer  endlichen  diskreten  Gruppe. 
Ist  dann  A^{z)  irgend  eine  von  ihnen,  so  sind  die  N  Werte 

eben  wegen  der  Gruppeneigenschafb  von  den  N  Werten  (3)  nur 
durch  die  Reihenfolge  verschieden.    Infolge  dessen  gilt  der  Satz: 

ITT,  Jede  symmetrische  Funktion  der  N  Werte  (3),  z.  JB.  das 
Produkt: 

ni,{z) 

k  =  0 

ist  eine  zu  der  Gruppe  (3)  gehörende  automorphe  Funktion^  sofern  sie 
sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduziert  Letzteres  kann  zwar  sehr 
wohl  bei  gewissen  symmetrischen  Funktionen  eintreten ,  aber  nicht 
gleichzeitig  bei  allen  (da  sonst  die  Werte  (8)  selbst  konstant  sein 
müßten).  Es  gehören  also  zu  jeder  endlichen  diskreten  Gruppe  linearer 
Transformationen  wirklich  automorphe  rationale  Funktionen. 

Sei  nun  z^  ein  Fixpunkt  einer  oder  mehrerer  (A)  der  Trans- 
formationen (3),  sei  also  etwa: 

5)  ^0  =  ^  (^0)  =  ^  (^0)  =  •  •  •  =  ^*- 1 W; 

dann  folgt: 

6)  K  (^0)  =  K IK  (^0)]  =  . . .  =  A,  [A*  - 1  Uo)]  • 

Da  A^,  A^Aj  .  . .  A^A/t_i  selbst  zu  den  Transformationen  der  Gruppe 
gehören^  so  sagen  diese  Gleichungen  aus:  die  Punkte^  in  die  z^ 
durch  die  Transformationen  der  Gruppe  übergeführt  wird,  fallen  zu 
je  k  zusammen  (woraus  nebenbei  hervorgeht,  daß  k  ein  Teiler  von 
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N  sein  muß).  Ist  nun  (p(z)  eine  lineare  Funktion  von  z,  die  z^ 
zum  Nullpunkt  hat,  so  hat  fp[)^^{z)]  den  Punkt  Ar^lr^,)  zum  Null- 
punkt; da  nach  (II)  die  Gesamtheit  der  zu  den  Transformationen 
unserer  Gruppe  inversen  Transformationen  mit  dieser  Gruppe  selbst 
identisch  ist,  so  folgt:  die  Nullpunkte  von: 

"ii  <p  \x,  (z)] 

r  =  0 

fallen  zu  je  k  zusammen,  der  Zähler  dieser  Funktion  ist  die  Ate 
Potenz  einer  ganzen  Funktion  vom  Grade  njk.^  Bestimmen  wir 
(p(z)  auch  noch  so^  daß  auch  sein  Pol  in  einen  (von  z^  und  seinen 
Transformierten  verschiedenen)  Fixpunkt  einer  der  Substitutionen  (1) 
hineinfällt,  so  wird  auch  der  Nenner  des  Produkts  eine  Potenz  einer 
ganzen  Funktion. 

Wenden  wir  dies  nun  auf  den  speciellen  Fall  der  Gruppe  von 
6  Transformationen  an,  welche  einen  Wert  des  Doppelverhältnisses 

von  4  Punkten  in  die  5  andern  überführt    Die  Substitution  z  =«  — 

X 

hat  einen  Fixpunkt  in  z^,  =  —  1 ,  die  Substitution  z'  =  1  —  r  einen 
im  Unendlichen.  Eine  lineare  Funktion,  die  den  ersteren  zum 
Nulli)unkt,  den  letzteren  zum  Pol  hat,  ist  r  +  1 ;  sie  wird  durch  die 
Substitutionen  der  Gruppe  übergeführt  in: 

6^  '  "^  ^  2  -  z'  2*  - 1 .  ?*_-; .  2 j-^. 

Das  Produkt  aller  6  Werte: 

\     ~    xXx^  1 

ist  demnach  eine  Funktion  des  Doppelverhältnisses  z  von  4  Punkten, 
welche  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die  4  Punkte  irgend  wie  vertauscht 
Wollen  wir  nun  für  diese  Funktion  einen  Fundamentalbereich 
konstruieren,  so  kihmen  wir  davon  ausgehen,  daß  sie  eine  sym^ 
metrische  automorphe  Funktion  ist;  wir  verfahren  deshalb,  analog 
wie  §  18,  XI  so,  daß  wir  zunächst  die  Linien  aufsuchen,  längs 
welcher  F(z)  reell  ist.  Zu  diesen  gehört  vor  allem  die  Axe  der 
reellen  z  selbst;  außerdem  aber  noch  diejenigen  Linien,  längs  welcher 
zwei  und  folglich  je  zwei  der  Faktoren  (6)  zu  einander  konjugiert 
complex  sind.  Nun  ist  r  +  1  konjugiert 
zu  2  —  z  längs  der  Linie  x  =  |^; 

*  Wir  lassen  den  Fall  zunächst  bei  Seite,  daß  einer  der  Punkte  lr{x^ 
ins  Unendliche  fallt;  es  würde  dann  Graderuicdrigung  eintreten.  Vgl.  das 
folgende  Beispiel. 
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zn  ^ längs  des  Einheitskreises; 

ZU längs  des  Kreises  vom  Mittelpunkt  1  und  Eadius  1;    zu 

jedem  der  beiden  noch  übrigen  Faktoren  dagegen  nur  in  einzelnen 
Punkten.  Aber  die  3  genannten  Linien  zusammen  mit  der  Axe 
der  reellen  z  teilen  die  z-Ebene  gerade  schon  in  12  Bereiche;  je 
zwei  aneinanderstoßende  solcher  Bereiche  geben  zusammen  ein  Bild 
der  to-Ebene,  und  da  die  Funktion  w  keinen 
Wert  öfter  als  sechs  Mal  annehmen  kann,  so 
brauchen  wir  nicht  nach  weiteren  Teilungs- 
linien zu  suchen,  sondern  haben  in  der  Fig.  14 
bereits  die  vollständige  Einteilung  der  z-Ebene 
in  Fundamentalbereiche  der  automorphen 
Funktion  w  vor  uns.    In  jedem  solchen  Be- 

reich  nimmt  tr  jeden  complexen  Wert  einmal  und  nur  einmal  an. 
Weiter  eindringende  Untersuchungen  über  die  endlichen  dis- 
kreten Gruppen  linearer  Substitutionen  würden  den  Rahmen  dieses 
Buches  überschreiten.^  Wir  brechen  vielmehr  die  Untersuchung 
rationaler  Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen  hier  ab,  um 
zu  transcendenten  Funktionen  überzugehen.  Wie  wir  nämlich  im 
ersten  Abschnitt  die  elementaren  Bechnungsoperationen  von  reellen 
auf  complexe  Größen  übertragen  haben,  so  können  wir  auch  die 
Frage  aufwerfen,  ob  es  nicht  Funktionen  einer  complexen  Variabein 
giebt,  welche  die  fundamentalen  Eigenschaften  der  elementaren  trans- 
cendenten Funktionen  einer  reellen  Variabein  teilen.  Der  folgende 
Abschnitt  dient  als  Vorbereitung  zur  Beantwortung  dieser  Frage. 


DEITTER  ABSCHNITT. 


Definitionen  nnd  Sätze  ans  der  Theorie  der  reellen  Ver- 
änderlichen nnd  ihrer  Funktionen. 

W  ir  werden  im  folgenden  eine  Reihe  von  Begriffen  und  Sätzen 
aus  der  Theorie  der  reellen  Veränderlichen  und  ihrer  Funktionen 
brauchen  und  wollen  dieselben  daher  hier  zusammenstellen,  ohne 
eingehendere  Begründung,  für  die  auf  die  Werke  von  A.  Genocchi 

'   Eine   ausführliche  Darstellnng  dieser  Tlieorien  giebt  F.  Klein,  Vorl. 
Ober  das  Ikosaeder,  Lpz.  1884. 

5* 
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(Calcolo  diiBferenziale  e  principii  di  calcolo  integrale,  pubbL  da 
G.  Peano,  Torino  1884),  0.  Stolz  (Allgemeine  Arithmetik,  Lpz. 
1885,  86)  und  P.  Tanneby  (Indroduction  k  la  thöorie  des  fonctions 
d'une  variable,  Paris  1886)  verwiesen  sei. 


§  23.    Irrationale  Zahlen. 

I.  Eine  Scheidung  der  rationalen  Zahlen  in  zwei  Klassen 
definiert  eine  irrationale  Zahl  a,  wenn: 

jede  rationale  Zahl  einer  der  beiden  Klassen  angehört;. 

jede  Zahl  A  der  einen  Klasse  größer  ist  als  jede  Zahl  a  der 
andern  Klasse; 

unter  den  a  keine  größte  und  unter  den  A  keine  kleinste  sich 
befindet 

n.  Von  dieser  Zahl  a  sagt  man,  sie  sei  kleiner  als  jedes  der 
A  und  größer  als  jedes  der  a, 

nii  Von  zwei  verschiedenen  irrationalen  Zahlen  a  (a,  A)  und 
ß  {bj  B)  heißt  a  kleiner  als  /S  (a  <  ß)  und  ß  größer  als  a  (/9  >  a\ 
wenn  jedes  a  kleiner  ist  als  jedes  B. 

IV.  Ist  eine  unbegrenzte  Folge  rationaler  oder  irrationaler 
Zahlen  gegeben: 

von  denen  jede  folgende  größer  als  die  vorhergehende  ist,  die  aber 
alle  kleiner  sind  als  eine  angebbare  Zahl  (?,  so  ist  dadurch  eine 
Scheidung  aller  rationalen  Zahlen  in  zwei  Klassen  festgelegt:  A  die 
größer  sind  als  jedes  der  a^,  a  die  übrigen.  Diese  Scheidung  hat 
die  beiden  ersten  unter  I  genannten  Eigenschaften.  Hat  sie  auch 
die  dritte,  so  definiert  sie  eine  irrationale  Zahl  a\  wir  nennen  dann 
a  den  Grenzwert  der  a    und  schreiben: 


n 


lim  a^  —  a . 

n  =  Qo 


Ist   aber   unter  den  A  eine   kleinste  A^,   so  drücken  wir  das   aus 
durch  die  Gleichung: 


lim  a„  =  ^0  • 


n=  oo 


Der  dritte  noöh  denkbare  Fall,  daß  unter  den  a  eine  größte  wäre, 
ist  gegen  die  Voraussetzung. 

V.  Umgekehrt  kann  jede  der  unter  I  definierten  irrationalen 
Zahlen  als  Grenzwert  einer  Folge  rationaler  Zahlen  der  unter  IV 
besprochenen  Art  dargestellt  werden. 


§  28.     Irrationale  Zahlen.  69 


VL   Ist   eine   unbegrenzte  Folge   (rationaler  oder  irrationaler) 
Zahlen 

gegeben  und  läßt  sich  zu  jeder  (noch  so  kleinen)  positiven  Zahl  e 
eine  ganze  Zahl  n  von  der  Beschaffenheit  angeben,  daß: 
l«n  +  k  —  «n'  "^  *  ^^*  ^^  ^^^  positiven  ganzen  Zahlen  k,  so  existiert 
eine  und  nur  eine  rationale  oder  irrationale  Zahl  a,  welche  folgende 
Eigenschaft  hat: 

Zu  jeder  (noch  so  kleinen)  positiven  Zahl  rj  läßt  sich  eine  ganze 
Zahl  n  von  der  Eigenschaft  angeben,  daß: 

I  o,  +  fc  —  a !  <  17  für  alle  positiven  ganzen  Zahlen  A.  Hat  die  Folge 
die  unter  IV  vorausgesetzten  Eigenschaften,  so  ist  diese  Zahl  a  mit 
dem  dort  ebenso  bezeichneten  Grenzwert  der  a,^  identisch.  Hat  die 
Folge  jene  Eigenschaften  nicht,  so  nennen  wir  doch  auch  a  den 
Grenzwert  der  a    und  schreiben: 


lim  a=a. 


VII.  Sind  zwei  Folgen  von  rationalen  Zahlen  gegeben: 

tf^  ■      ^a      •    .    •      ^a     •    •    • 

''1  >    ^'a    •  •  •    ^n   •  •  • 

welche  beide  die  in  Nr.  VT  vorausgesetzte  Eigenschaft  haben,  so  daß 
also  die  Grenzwerte: 

lim  a^  =  a,    lim  b^=^  ß 

n  =  00  n  =  OD 

existieren,  so  existieren  auch  die  Grenzwerte 

n=i  CO  n=oo  nsoo 

und  wenn  ß  ^0  ist,  auch  der  Grenzwert: 

lim  (a„:*J. 

n  =  00 

Sind  außerdem  noch  zwei  andere  Zahlenfolgen 

a\f    Ct2   •  •  •    ^n  •  *  * 
Ol ,    &2    •  •  •     ^n   *  •  * 

derselben  Art  gegeben,  für  welche  ebenfalls: 

lim  ajj  =  a,     lim  b'n  =  ß , 

n  =  00  n=  00 

SO  ist: 


Um  (a;  +  ^;)  =  Um  (a„  +  ÄJ, 

w  =  00  W  =  00 

lim  (o;  -  bn)  =  Um  {a^  -  ^J, 


«  =  00  n  =  CD 
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lim  («;*;)  =  lim  {a^bj 

u  —  cc  m  s  00 

nnd  tüT  ß  z\iO  anch: 

lim  (a;  :  *;)  =  lim  (a,  :  *,). 

•  s  OD  nszoa 

YIIL  Infolge  dessen  können  wir  die  Smnme  cc  +  ß,  die  Di£ferenz 
a  —  ß,  das  Produkt  cc.ß,  und  für  /9  4=  ^  ^^^1^  ^^^  Quotienten  a/^üf 
durch  die  genannten  Grenzwerte  definieren. 

IX.  Für  die  so  definierten  Bechnungsoperationen  mit  irrationalen 
Zahlen  gelten  alle  Gesetze  der  gleichnamigen  Bechnungsoperationen 
mit  rationalen  Zahlen. 

X.  Sind  in  einem  Intervall  {a  . . .  b)  unendlich  viele  Zahlen  x 
definiert,  so  Uegt  in  diesem  Intervall  mindestens  ein  Häufungspunkt 
dieser  Zahlen,  d  h.  ein  Punkt  von  der  Beschaffenheit,  daß  in  jeder 
Nähe  desselben  noch  Zahlen  x  liegen. 


§  24.    Veränderliche  und  Funktionen. 

I.  Eine  Zahl  x  heißt  veränderlich  oder  variabel,  wenn  ihr  im 
Laufe  einer  Untersuchung  verschiedene  Werte  beigelegt  werden. 

IL  Eine  reeUe  Variable  heißt  unbeschränkt  veränderlich,  wenn 
ißr  jeder  reelle  Wert  beigelegt  werden  darf. 

DL  Eine  Variable  y  heißt  Funktion  einer  andern  x,  wenn  ihre 
Veränderlichkeit  in  der  Weise  an  die  Veränderlichkeit  von  x  ge- 
bunden ist,  daß  jedem  Werte,  den  x  annehmen  darf^  ein  bestimmter 
Wert  von  y  entspricht  Mit  Bezug  darauf  heißt  x  die  unabhängige 
Veränderliche  oder  das  Argument. 

IV.  Hat  eine  Funktion  y  =  f{x)  die  Eigenschaft,  daß  zu  jeder 
noch  so  kleinen  positiven  Größe  e  eine  andere  8  so  bestimmt  werden 
kann,  daß 

\f{x)--a\  <B 

ist  für  alle  diejenigen  Werte  des  Arguments  x,  für  welche 

\X  ^  Xf^\  <  S 

ist,^  so  heißt  a  „Grenzwert  von  f{x)  für  x  =  x^,";  man  schreibt: 

lim  /(x)  =  a. 

^  Vorauflsetzung  dieser  Definition  ist,  daß  das  Argument  x  von  f(x)  noch 
von  Xq  verschiedene  Werte  annehmen  kann,  für  welche  l  x  —  Xq\  <  ö  ist,  wie 
klein  auch  ö  sein  mag.  —  Zu  den  Definitionen  XII — XV  sind  analoge  Voraus- 
setsongen  zu  machen. 
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V.  ^Eiine  Funktion  y  =  /(^)  wird  mit  x  unendlich  klein^'  heißt 

soviel  als: 

lim  y  =  ü . 

«  =  0 

VI.  Eine  unabhängige  Variable  heißt  in  ^  einem  IntervaU  {a  ,  ,  .  b) 
stetig  veränderlich,  wenn  sie  jeden  reellen  Wert  annehmen  darf,  der 
den  Ungleichungen: 

a'^x'^b 
genügt 

Vn.  Eine  Funktion  f{x)  heißt  an  einer  bestimmten  Stelle  x^ 
stetig,  wenn  die  Differenz 

/"K  +  A)  -  n^o), 

die  eine  Funktion  von  h  ist,  mit  h  unendlich  klein  wird.  (Ist  x 
nicht  unbeschränkt  veränderlich,  so  ist  auch  die  Veränderlichkeit 
von  A  auf  solche  Werte  zu  beschränken,  fiir  welche  x^  +  h  zu  den 
Werten  von  x  gehört) 

VllL  Ist  eine  Funktion  eines  in  einem  Intervalle  stetig  ver- 
änderlichen Arguments  an  jeder  Stelle  dieses  Intervalls  stetig,  so 
heißt  sie  in  diesem  IntervaU  stetig, 

IX.  Eine  im  Intervall  {a  .  , .  b)  stetige  Funktion  nimmt  jeden 
zwischen  f{ä)  und  f{b)  gelegenen  Wert  in  dem  Interv^all  mindestens 
einmal  an. 

X.  Ist  eine  stetige  Funktion  y  =  f(x)   von  der  Art,   daß   der 

Grenzwert: 

lim  f(xo  +  h)  -  f{x^) 

/i  =  0  h 

für  einen  bestimmten  Wert  x^  existiert,  so  heißt  dieser  Grenzwert 
jjDifferentialquotient  von  f(x)  an  der  Stelle  x^^'^. 

XL  Hat  eine  Funktion  eines  in  einem  Intervalle  stetig  ver- 
änderlichen Arguments  an  jeder  Stelle  dieses  Intervalls  einen 
Differentialquotienten,  so  heißt  die  Funktion  in  diesem  Intervall 
differentiierbar.  Der  Wert  des  Differentialquotienten  ist  dann  eine 
Funktion  der  SteUe  x^,  die  mit  f  {x^  bezeichnet  und  Ableitung  von 
f{x)  genannt  wird.  Die  Ableitung  der  Ableitung,  sofern  sie  existiert 
heißt  zweite  Ableitung  (Ableitung  11.  Ordnung);  u.  s.  w. 

Xn.  Kann  ein  Intervall  {a  .  .  .b)  in  eine  endliche  Anzahl  Teil- 
intervalle derart  geteilt  werden,  daß  eine  Funktion  f{x)  eine  be- 
stimmte Eigenschaft  innerhalb  jedes  dieser  Teilintervalle  besitzt,  so 


*  Wir  unterscheiden  hier  und  im  folgenden  „in**  und  „innerhalb";  ersteres 
schließt  die  Grenzen  ein,  letzteres  aus. 


•  J      '\^(N  .'«.''« s'«  n.  N(4^t  iMü  dift'  'i^tH)ri(i  der  reellen   Veränderlichen, 


M^V  tiuiu    lüi.^  bWkÜv»^  tH^Ut  diese  Eigenschaft  im  Intervall  a.,.d 
.HV<^«b\v^x«vMiJ  ^4.  K  üio  int  iii  ilua  abteilungsweise  stetig,  differentiier- 

Kw  VI.  viK^*^ 

\Ul  Hm  oiuo  Kuuktion  y  =  f{^)  <lie  Eigenschaft,  daß  zu  jeder 
^uvu  K  «o  Mouu^u^  poHÜiven  Größe  €  eine  positive  Größe  G  so  be- 
MlhuuU  woihIou  kmWf  daß 

\f(x)-a\<e 

rur  allo  diojriiiKt^ii  Werte  des  Arguments  ar,  für  welche 

x>  G, 

H(i  N(*hniihi  tniui: 

lim  f{x)  =s  a 

X  =   +  OD 

odnr  liwvh  wohl  kürzer  /*(+  oo)  =  a.^ 

XIV.  Din  Schreibweise: 

lim  f{x)  =  +  00 

mU^v  kürzer  /Vo)  =  +  oo  bedeutet:  zu  jeder  (noch  so  großen) 
poNJUvcui  (iröße  //  lilßt  sich  eine  (kleine)  positive  Größe  S  so  be- 
Mtitniiinn,  daß: 

/"W  >  ^ 

für  alld  diejenigen  Werte  des  Arguments  x,  für  welche 

\x  ^  Zq\  <  Ö 
int. 

XV.  Die  Schreibweise: 

lim  f(x)  =  +  00 

»ü  +  CO 

oder  kürzer  /*(+  jn)  =+00  bedeutet:  zu  jeder  (noch  so  großen) 
poNitiven  Größe  //  lilßt  sich  eine  andere  G  so  bestimmen,  daß: 

m  >  H 

für  aUcj  diejenigen  Werte  des  Arguments  x,  für  welche: 

x>  G 
iHt. 

XV I.  Das  Symbol  —  00  ist  analog  zu  definieren,  wie  durch 
XI II — XIV  das  Symbol  +  00  definiert  ist 

'  Dio  Deünitioii  des  Zeichens  lim  in  §  28,  VI,  bei  der  die  Veränderlich- 

n  =  00 

koit  von  n  auf  die  ganzen  Zahlen  beschränkt  war,  ordnet  sich  der  hier  ge- 
gebenen des  ZeichenB  lim  als  specieller  Fall  unter. 

X=  OD 
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§  25.    Unendliche  Reihen. 

I.  Ist  eine  unbegrenzte  Folge  reeller  ZaMen: 

Uq,  u^,  u^  ...  ti^,  u^^i  ...  ia  inf. 
gegeben  und  besitzt  die  Summe: 

*ii  =  t'o  +  "i  +  "a  +   •  •  •   +  ^ 
einen  Grenzwert: 

lim  Sn  =  S 


fl=  00 


(im  Sinne  der  Definition  §  23,  VI),  so  heißt  die  imendliche  Reihe: 

QO 

1)  -2*  Mn  =  "o  +  ^1  +  ^a  +   •  •  •   +  «n  +  Mn  + 1  +  .  .  .  in  inf. 

n  =  0 

konvergent  und  S  ihre  Summe, 
n.  Wenn  die  Reihe: 

2)  I  M^  I  +  I  Mj  I  +  1  w^  I  +  .  .   +  I  „  j  +   .  .  . 

konvergiert,  konvergiert  die  Reihe  (1)  umsomehr;  man  nennt  diese 
letztere  dann  absolut  konvergent 

m.  Bildet  man  aus  den  Gliedern  einer  absolut  konvergenten 
Reihe  eine  andere,  welche  dieselben  Glieder  nur  in  veränderter 
Reihenfolge  enthält,  so  konvergiert  auch  die  neue  Reihe,  und  zwar 
gegen  dieselbe  Summe  wie  die  gegebene.  Man  sagt  deshalb:  eine 
absolut  konvergente  Reihe  ist  auch  unbedingt  konvergent 

rV.  Die  Glieder  einer  nicht  absolut  konvergenten  Reihe  können 
stets  so  umgeordnet  werden,  daß  die  neue  Reihe  gegen  einen  be- 
liebig vorgegebenen  Grenzwert  oder  überhaupt  nicht  konvergiert; 
man  sagt  deshalb:  eine  nicht  absolut  konvergente  Reihe  ist  auch 
nur  bedingt  konvergent 

V.  Unbedingt  konvergente  Reihen  können  nach  den  für  end- 
liche Summen  geltenden  Gesetzen  addiert  und  subtrahiert  werden. 

VL  Wenn  die  Reihen: 

OD 

JSu^n   =    f^n,       W  =  0,    1,    2,    3    .  .  . 

sowie: 

n  =  0 

unbedingt  konvergieren,  so  konvergiert  auch  jede  Reihe  unbedingt 
gegen  Uj  welche  entsteht,  wenn  man  die  ti^n  irgendwie  in  eine  nur 
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nach   einer  Richtung   fortschreitende   Folge   ordnet.      Insbesondere 
konvergieren  auch  die  Reihen 


00 


-2'ti- „  =  F«,     m  =  ü,  1,  2  . . . 


n  =  0 

und: 

00 

«  =  0 

unbedingt,  und  es  ist  r=  U. 

VII,  Sind  zwei  unbedingt  konvergente  Reihen: 

M  =  Ü 

00 

n  =  0 

gegeben  und  wird 

^n  =    Wo  "n   +    ^h  ^«-1    +    ^2^n-2   +    •  •  •    +   t£„_i  üj    +   M„  ü^ 

gesetzt,  so  konvergiert  auch  die  Reihe 

00 

n  =  0 

unbedingt,  und  zwar  gegen   UV. 


§  26.    Funktionen  von  zwei  reellen  Veränderlichen. 

I.  Zwei  Zahlen  x,  y  heißen  von  einander  unabhängige  Ver- 
änderliche, wenn  ilinen  im  Laufe  der  Untersuchung  verschiedene 
Werte  beigelegt  werden  und  wenn  dabei,  sobald  einer  von  ihnen 
ein  bestimmter  Wert  beigelegt  ist,  der  andern  noch  willkürliche 
Werte  beigelegt  werden  können. 

II.  Die  Gesamtheit  der  Wertepaare,  welche  zwei  von  einander 
unabhängig  und  unbeschränkt  (§  24,  11)  veränderliche  Größen  an- 
nehmen, kann  (vgl.  §  4)  durch  die  Punkte  einer  Ebene  dargestellt 
werden.  Werden  der  Veränderlichkeit  der  beiden  Variabein  Be- 
schränkungen gesetzt,  so  ist  es  zweckmäßig,  dieselben  in  geometrischer 
Form  unter  Bezugnahme  auf  die  entsprechenden  Punkte  aus- 
zusprechen; dazu  dienen  die  folgenden  Definitionen  imd  Sätze: 

in.  Die  Gesamtheit  der  Punkte,  deren  Entfernung  von  einem 
gegebenen  Punkte  x^  y^  kleiner  ist  als  eine  bestimmte  Größe  8 
(•^o'^o  selbst  eingeschlossen)  heißt  Umgebung  dieses  Punktes. 

IV.  Man  sagt:  eine  Umgebung  eines  Punktes  gehört  einer  ge- 
gebenen Punktmenge  an,  wenn  jeder  Punkt  dieser  Umgebung  der 
Punktmenge  angehört 
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V.  Eine  Punktmenge  heißt  flächenartig,  wenn  in  ihr  mindestens 
ein  Punkt  sich  findet,  von  dem  eine  Umgebung  zu  der  Punktmenge 
gehört  (Die  Existenz  eines  solchen  Punktes  zieht  die  von  unend- 
lich vielen  andern  nach  sich.) 

VI.  Ein  Punkt  von  der  Eigenschaft,  daß  in  jeder  noch  so  kleinen 
Umgebung  desselben  noch  Punkte  einer  gegebenen  Menge  liegen, 
heißt  Häufungspunkt  dieser  Menge. 

Vn.  Eine  Menge  von  der  Eigenschaft,  daß  jeder  ihrer  Häufimgs- 
punkte  zu  ihr  gehört,  heißt  m  sich  geschlossen. 

Vin.  Eine  Punktmenge  kann  folgende  Eigenschaft  haben:  wenn 
irgend  zwei  ihrer  Punkte  Aq,  A  gegeben  sind  und  eine  (beUebig 
kleine)  positive  Größe  S,  so  können  andere  Punkte  A^,  A^  .  . .  A^^^i, 
A^  der  Menge  so  angegeben  werden,  daß  jede  der  Entfernungen: 

-^0  -^1  >  -^1  A2J An^i  A^,  A^  A 

<  3  ist.     Dann  sagen  wir:    die  Menge  ist  „in  sich  überall  dicht'^. 

IX.  Eine  in  sich  geschlossene  und  in  sich  überall  dichte  Menge 
heißt  zusammenhängend. 

X.  Eine  zusammenhängende  Menge,  die  nicht  flächenartig  ist, 
heißt  eine  kontinuierliche  Linie. 

XL  Eine  zusammenhängende  flächenartige  Menge  heißt  ein 
kontinuierlicher  Bereich. 

XII.  Ein  Punkt,  von  dem  eine  Umgebung  einem  Bereiche 
angehört,  heißt  „im  Innern  dieses  Bereiches  gelegen". 

XITI.  Ein  Punkt,  von  dem  eine  Umgebung  keinen  Punkt  eines 
Bereiches  enthält,  heißt  außerhalb  dieses  Bereiches  gelegen. 

XIV.  Ein  Punkt  von  der  Art,  daß  in  jeder  noch  so  kleinen 
Umgebung  desselben  sowohl  Punkte  liegen,  die  dem  Bereich  an- 
gehören, als  auch  solche,  die  ihm  nicht  angehören,  heißt  Grenzpunkt 
des  Bereiches. 

XV.  Wird  die  Veränderlichkeit  von  x  und  y  dadurch  einer 
Beschränkung  unterworfen,  daß  x  und  g  in  einem  Intervall  {a  .  . .  b) 
stetigen  Funktionen  eines  Parameters  t  gleichgesetzt  werden: 

x  =  q>{t),     g  =  ^{t), 

SO  ist  dadurch  eine  kontinuierliche  Linie  definiert 

XVL  Haben  insbesondere  (p{t),  t/;(^)  innerhalb  des  Intervalls 
stetige  Differentialquotienten,  und  nimmt  dgjdx  in  dem  Intervall 
niemals  zu  oder  niemals  ab,  so  heißt  die  Linie  ein  Wegstück. 

XVn.  Ein  Wegstück,  von  dem  kein  Teil  gerade  ist,  hat  mit 
keiner  Geraden  mehr  als  zwei  Punkte  gemein. 


76     Definitionen  u,  Sätze  aus  der  Theorie  der  reellen   Veränderlichen. 


XVni.  }Fo  im  folgenden  von  einer  Linie  oder  einem  Bereiche  die 
Rede  ist,  soll  stets  stillschweigend  angenommen  werden,  daß  die  Linie 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Wegstücken  besteht  und  daß  der  Bereich 
von  einer  solchen  Linie  begrenzt  ist  (Eine  so  weitgehende  Be- 
schränkung ist  für  die  Gültigkeit  der  weiteren  Entwicklungen  keines- 
wegs überall  erforderlich,  entspricht  aber  dem  elementaren  Charakter 
dieses  Buches.) 

XIX.  Eine  Linie ,  die  einen  Innenpunkt  eines  Bereiches  mit 
einem  außerhalb  desselben  gelegenen  Punkt  verbindet,  hat  mindestens 
einen  Punkt  mit  der  Begrenzung  des  Bereiches  gemein.  Ist  die 
Anzahl  der  Schnittpunkte  endlich,  so  ist  sie  ungerade  (wenn  „ Be- 
rührungspunkte*' nicht  mitgezählt  werden).  Je  zwei  innere  (je  zwei 
äußere)  Punkte  lassen  sich  durch  eine  Linie  verbinden,  die  ganz 
innerhalb  (außerhalb)  des  Bereiches  verläuft  Eine  geschlossene 
Linie,  der  ein  bestimmter  Richtungssinn  beigelegt  ist,  tritt  ebenso 
oft  in  den  Bereich  ein  als  aus  ihm  aus.^ 

XX.  Ein  Bereich  heißt  konvex,  wenn  seine  Begrenzung  mit 
keiner  Geraden,  von  der  nicht  eine  Strecke  zu  ihr  gehört,  mehr  als 
zwei  Punkte  gemein  hat. 

XXI.  Gehört  der  Punkt  x^,  y^^  zu  dem  Bereiche,  in  welchem 
eine  Funktion  von  zwei  Veränderlichen  x,  y  definiert  ist,  und  läßt 
sich  zu  jeder  (noch  so  kleinen)  vorgegebenen  positiven  Größe  €  eine 
andere  8  so  bestimmen,  daß: 

\f{x,y)-a<^ 

ist  in  allen  denjenigen  Punkten  des  Bereiches,  für  welche 

ist,    so    heißt  a    „Grenzwert  von  f(x,  y)  für  x  =  x^,   y  =  y^*^;    man 

schreibt: 

lim       f'(x,  y)  ^  a. 


XXII.  Ist: 


(X  =  «0,  y  =  yo) 

lim      f(x,  y)  =  0. 


SO  sagt  man:  „f{x,  y)  wird  mit  x  und  y  unendlich  klein'^, 

XXIIL  Eine  Funktion  f{x,y)  heißt  an  einer  Stelle  a-^,  y^  ihres 
Definitionsbereiches  stetig,  wenn  die  DiflFerenz: 

/X^o  +  ^y  yo  +  ^)-  f{^o>  !/i^ 
die  eine  Funktion  von  A  und  k  ist,   mit  h  und  k  unendlich  klein 
wird.     (Es  genügt  dazu  nicht,   daß  f(x,  y^)  eine  in  x  =  x^^  stetige 

^  Vgl.  za  diesen  Sätzen  A.  Schoenflies,  Gott  Nachr.  1896. 


§  37.     OUickmäßige  Ätmähentng  an  eine  OrenzfunkHon. 
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Funktion  von  s  and  f'(x„,  y)  eine  in  y  =y„   stetige    Funktion    von 
,  ist) 

XXIV.  Sind  in  einem  endlichen  Bereiche  anendlich  viele  Punkte 
definiert,  so  liegt  im  Innern  oder  auf  der  Grenze  des  Bereiches 
mindestens  ein  Häafungsjmnkt  (§  23.  X)  dieser  Punkte. 


§  27.    Gleichmsrsige  Annäherung  an  eine  Grenzfunktion. 

L  (gehören  unendlich  viele  Punkte  mit  demselben  j-  =  jr^,,  aber 
verschiedenen  y  zum  Definitionsbereich  einer  Funktion  von  x  und  y, 
und  läßt  sich  zu  jeder  {noch  so  kleinen)  vorgegebenen  positiven 
Größe  E  eine  andere  von  y  unabhdngiye  so  bestiuimen,  daü: 

IA»,y)-T(j')l<' 

ist  für  alle  diejenigen  Punkte  des  Detinitionsbereiches,    lur  welche: 

\x  —  x„\  <S 

ist,  und  y  einem  bestimmten  Intenall  angehört,  so  sagt  man;  die 
FuTÜition  f\x.  i/)  konverffiert  in  dem  gegebenen  Intervall  für  lim  x  =  x^ 
gleichmäßig  gegen  die  Orenzfiinktion  tf){y). 

11.  \stf[xy)  iür  jedoD  zu  x,^  benachbarten,  aber  von  x^  verschiedenen 
festen  Wert  x  —  x^  in  einem  bestimmten  von  j,  unabhängigen  Inter- 
vall eine  stetige  Funktion  von  g  und  konvergiert  fix,  y)  in  diesem 
Intervall  für  lim  x  ■=  x^^  gleichmäßig  gegen  ifi  {y),  so  ist  dieses  ip  (y) 
in  dem  Intervall  stetig. 

in.  Konvergiert  die  Differenz  f{x  +  A)  —  f{x)  in  einem  Intervall 
{a  ...  X  ...  b)  für  hm  A  =  0  gleichmäßig  gegen  0,  so  sagt  man : 
f(x)  ist  in  diesem  Intervall  gleichmäßig  stetig. 

IV.  Ist  eine  Funktion  f{x)  in  jedem  Punkte  eines  Intervalls 
stetig,  so  ist  sie  auch  in  dem  Intervall  gleichmäßig  stetig. 

V.  Konvergiert  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  einer  unend- 
lichen Eeihe,  deren  Glieder  Funktionen  von  x  sind,  als  Funktion 
von  X  und  n  betrachtet,  in  einem  Intervall  für  lim  n  =  cc  gleich- 
mäfiig  gegen  eine  Grenzfunktiou ,  so  heißt  die  unendliche  Keihe  in 
diesem  Intervall  gleichmäßig  konvergent. 

VI.  Sind  die  Glieder  einer  in  einem  Intervall  gleichmäßig  kon- 
vergenten unendlichen  Reihe  in  diesem  Intervall  stetige  Funktionen, 
80  ist  auch  die  Summe  der  Reihe  in  diesem  Intervall  stetig. 

Vn.  Konvergiert  eine  ReUie,  die  nach  Potenzen  einer  Ver- 
änderlichen mit  ganzen  positiven  steigenden  Exponenten  fortschreitet: 


ha,J:'+  ...  +a^X-  +  . 
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für  irgend  einen  positiven  Wert  |  dieser  Veränderlichen,  so  kon- 
vergiert sie  gleichmaßig  im  ganzen  Intervall  (0  .  .  .  f),  einschÜefiSek 
seiner  Grenzen,  stellt  also  eine  in  demselben  Umfang  stetige  Funktion 
von  X  dar. 

Vin.  Für  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen  gelten 
analoge  Definitionen  und  Sätze  wie  I — VIL 

§  28.    Integrals. 

I.  Sei  f{x)  eine  im  Intervall  a  . .  .  b  stetige  Funktion;  seien 
X,  jTj  . . .  2:^  aufeinanderfolgende  Stellen  dieses  Intervalls,  f.  eine  be- 
liebige Stelle  des  Intervalls  x. . . .  xi^i.  Läßt  man  die  Anzahl  n 
der  eingeschalteten  Stellen  so  ins  unendliche  wachsen,  daß  jedes 
der  Teilintervalle  ax^,  x^x^  .  .  .  x^^i  x»,  x„ ö  unte"  jede  Grenze  herab- 
sinkt, so  nähert  sich  die  Summe: 

einem  festen,  von  der  Auswahl  der  x  und  der  |  unabhängigen 
Grenzwert  Dieser  Grenzwert  heißt  das  zwischen  den  Grenzen  a  und 
b  genommene  Integral  von  f{x)  und  wird  mit- 

/fix)  dx 

a 

bezeichnet 

IL  Ist  f{x)  für  X  =  Ä  nicht  mehr  stetig,  so  hat  das  Zeichen: 

a 

nur  eine  Bedeutung,  wenn  der  Grenzwert: 

lim  ynx)dx 

f  =  0      a 

existiert;  es  bedeutet  nämlich  dann  diesen  Grenzwert 
IIL  In  dem8ell>en  Sinn  bedeutet: 


QC 


a 

den  Grenzwert: 

b 

lim  ff{x)dx, 

sofern  er  existiert 

rV.  Eine  in  einem  endlichen  Intervall  gleichmäßig  konvergente 
unendliche  Reihe,  deren  Glieder  stetige  Funktionen  von  x  sind,  darf 
über  dieses  Intervjill  gliedweise  nach  x  integriert  werden. 


§  28.    Integrale.       §  29.    Doppelintegrale.  79 


V.  Eine  eben  solche  Reihe,  deren  Glieder  ditferentiierbare 
Funktionen  von  x  sind,  darf  gliedweise  differentiiert  werden,  wenn 
auch  die  Reihe  der  Ableitungen  gleichmäßig  konvergiert 

VL  Wenn  eine  Linie  F  durch  die  in  dem  Intervall  {a ...t...b) 
abteilungsweise  diflferentiierbaren  Funktionen: 

definiert   ist,   während  P  und   Q  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
sind,  so  ist  unter  dem  Kurveräntegral 


das  Integral: 


f{Pdx  +  Qdy) 
r 


/(4!+«i?)'" 


und  unter: 


das  Integral: 


a 


fPdq 

r 


zu  verstehen. 


/  a 


9rlt 


§  29.    Doppelintegrale. 

I.  Sei  in  einem  endlichen  kontinuierlichen  Bereich  S  der  xy- 
Ebene  eine  stetige  Funktion  f{x,y)  gegeben;  sei  der  Bereich  S  in 
n  Teilbereiche  o-j,  ö-g  .  . .  o"^  geteilt;  sei  (1^^^)  ein  Punkt  von  a^.  Läßt 
man  die  Anzahl  n  der  Teilbereiche  so  ins  Unendliche  wachsen,  daß 
die  Ausdehnung  jedes  derselben  unter  jede  Grenze  herabsinkt,  so 
nähert  sich  die  Summe 

All  ^i)  ^1  +  fiMi  ^2)  ^2  +  •  •  •  +  ASn  'Q  ö-„ 

einem  festen,  von  der  Wahl  der  Teilbereiche  und  der  Punkte  l^t;,. 
unabhängigen  Grenzwert  Dieser  Grenzwert  heißt  das  über  den 
Bereich  S  erstreckte  Doppelintegral  der  Funktion  f  und  wird  mit 

8 

bezeichnet 

n.  Ist  der  Bereich  nicht  mehr  endlich  oder  die  Funktion  f 
nicht  mehr  stetig,  so  gelten  analoge  Festsetzungen,  wie  in  §  28,  II,  III. 

in.  Wird  die  Begrenzung  des  Bereiches  S  von  jeder  Parallelen 
im  Abstand  x  von  der  y-Axe  in  höchstens  zwei  Punkten  getroffen, 
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deren  Ordinaten  durch  y  =  y^  (x)  und  y  =  Vii^)  bestimmt  sind; 
sind  femer  x  =  a  und  t  =  ^  die  erste  und  letzte  dieser  Parallelen, 
welche  den  Bereich  noch  treffen,  so  ist: 

f/n^,y) da=  fCff{x,  y) dy] dx . 

IV.  Wird  die  Begrenzung  F  des  Bereiches  S 
von  keiner  Parallelen  zur  x-  oder  y-Axe  in  mehr 
als   zwei  Punkten   getroflfen   und    sind  P,  Q  in  S 

stetige,  ^     ,  -«--  in  5  abteilungsweise  stetige  Funk- 
tionen, so  ist: 

//(-fM-^)^-/(^"'+«''* 

8  r 

In  dem  Integral  rechts  ist  der  positive  Sinn  von  F  so  fixiert  zu 
denken,  daß  S  zur  Linken  desselben  liegt 

V.  Satz  (IV)  gilt  auch,  wenn  der  Bereich  S  zwar  selbst  nicht 
die  Eigenschaft  hat,  daß  seine  Begrenzung  von  keiner  Parallelen  zu 
einer  der  Axen  in  mehr  als  zwei  Punkten  getroffen  wird,  wenn  er 
aber  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilen  zerleg  werden  kann,  von 
denen  jeder  einzelne  diese  Eigenschaft  hat 

VI.  Seien  P,  Q  in  einem  Bereiche  S  stetige  Funktionen  von  x 

und  y,  mit  Ableitungen  -^—  und  -^--j  die  in  S  abteilungsweise 
stetig  sind.     Dann  ist  das  Bestehen  der  Gleichung: 

dy   "^   dx 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß: 

f(Pdx  +  qdy)  =  0 
r 

ist  fiir  jede  in  S  gelegene  geschlossene  Kurve  F,  die  für  sich  allein, 
ohne  Zuhilfenahme  eines  Teils  des  Randes  von  S,  einen  Teil  von  8 
vollständig  begrenzt 

Vn.  Ein  Bereich  S  heißt  einfach  zusammenhängend ,  wenn  jede 
in  ihm  verlaufende  geschlossene  Kurve  für  sich  allein,  ohne  Zuhilfe- 
nahme eines  Teils  des  Bandes  von  5,  einen  Teil  von  S  vollständig 
begrenzt 

VLLL.  Wenn  P  und  Q  innerhalb  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Bereiches  S  den  Bedingungen  des  Satzes  VI  genügen« 
dann  ist  der  Wert  des  längs  einer  ungeschlossenen  Kurve  in  S  ge- 
nommenen KurvenintegraLs: 
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TiPdx  +  Qdy) 

nur  abhängig  von  den  beiden  Grenzpunkten  (j^o^o)  ^^^  (^y)>  dagegen 
nicht  abhängig  von  der  Wahl  des  Integrationswegs  F. 

IX.  Dieser  Wert  ist,  bei  fest  gewähltem  unteren  Grenzpunkt, 
eine  stetige  Funktion  F{x,  y)  der  Koordinaten  des  oberen,  deren 
partielle  Ableitungen: 

d F  _  p        öF  _  Q 

sind. 

X.  Jede  andere  Funktion  von  x  und  y,  welche  dieselben 
partiellen  Ableitungen  hat,  kann  sich  von  F{x,y)  nur  durch  eine 
additive  Konstante  unterscheiden. 

XL  Sind  U  und  F  zwei  Funktionen,  welche  in  einem  Bereiche 
S  mit  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  sind  und  abteilungsweise 
stetige  zweite  Ableitungen  besitzen,  so  ist: 

r  s 

Xn.  Sei  femer  ds  das  Bogenelement  der  Kurve  F;  sei  auf  der 
nach  außen  gerichteten  Normale  von  F  ein  Stück  An  abgetragen, 
mit  V  der  Wert  von  F  im  Endpunkt  dieses  Stückes  und  mit 


bezeichnet,  sei  endlich: 


-«—  der  hm     — 


dann  ist  unter  den  Stetigkeitsbedingungen  des  Satzes  XI: 

ras 
und: 

r  8  8 

Xni.  Unter  denselben  Bedingungen  ist: 

r  8 

(Die   Sätze  Xu   und  XIII   werden   als  GREEN*sche   Sätze   be- 
zeichnet). 

BUBKHASDT,  Funktionen.   L  6 
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VIERTER  ABSCHNITT. 


Eindeutige  analytische  Funktionen  einer  complexen  Ver- 
änderlichen. 

§  30.    Vorbemerkungen. 

Im  zweiten  Absclinitt  haben  wir  bereits  eine  Reihe  elementarer 
Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen  z  kennen  gelernt  und 
zum  Teil  eingehend  untersucht;  die  allgemeine  Erörterung  des  6e- 
grifls,  den  wir  mit  den  Worten  „Funktion  einer  complexen  Variabein« 
verbinden,  haben  wir  damals  noch  hinausgeschoben.  Wir  müssen 
jetzt  an  sie  herangehen. 

Man  könnte  ja  X+  Vi  im  allgemeinsten  Sinne  eine  Funktion 
von  X  +  i/i  nennen,  wenn  die  reellen  (irößen  X,  Y  Funktionen  der 
reellen  Variabein  x,  y  sind.  Dann  würde  die  Tlieorie  der  Funktionen 
einer  complexen  Variabein  nichts  anderes  sein,  als  die  Theorie  der 
Paare  von  Funktionen  zweier  reellen  Variabein.  Es  ist  jedoch 
üblich  das  Wort  in  einem  engeren  Sinne  zu  gebrauchen,  so  daß  die 
„Theorie  der  Funktionen  einer  complexen  Variabein"  nur  einen  be- 
sonders wichtigen  und  leicht  zugänglichen  Abschnitt  aus  der  Theorie 
der  Paare  von  Funktionen  zweier  reellen  Variabein  vorstellt  Man 
gelangt  zu  dem  hiermit  angedeuteten  Standpunkt  durch  Überlegungen 
folgender  Art: 

Der  speciellfm  Bezeiclmung:  ratimiale  Funktion  einer  complexen 
Größe  X  +  iy  ist  bereits  im  II.  Abschnitt  auf  Grund  der  im  L  ge- 
gebenen Definitionen  der  elementaren  Rechnungsoperationen  mit 
complexen  Größen  ein  bestimmter  Sinn  beigelegt  worden.  Man 
könnte  nun  versucht  sein,  auf  die  Definition  transcendcnter  Funktionen 
durch  Grenzwerte  von  rationalen  zurückzugehen  —  vde  z.  B. 

^  =  lim  (\  +  -X  — 

und  darauf  die  Definition  einer  transcendenten  Funktion  complexen 
Arguments  zu  stützen.  Aber  dem  stellen  sich  Schwierigkeiten 
entgegen:  es  kann  vorkommen,  daß  ein  solcher  Grenzwert  fftr  alle 
reellen   und   doch   für   keinen  complexen  Wert  von  x  existiert;    es 
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kann  femer  vorkommen,  daß  zwei  solche  Grenzwerte,  die  für  reelle 
X  dieselbe  transcendente  Funktion  darstellen,  fiir  complexe  x  ver- 
schieden ausfallen.  Bei  einer  bestimmten  Klasse  solcher  Grenzwerte 
ist  man  allerdings,  wie  wir  später  sehen  werden,  sicher,  daß  diese 
Schwierigkeiten  nicht  auftreten:  nämlich  bei  den  Summen  unend- 
licher Potenzreihen;  Weierstbass^  hat  deshalb  seine  Funktionen- 
theorie auf  die  Lehre  von  den  Potenzreihen  gegründet  Cauchy 
und  ßiEMANN  dagegen  knüpfen  überhaupt  nicht  an  eine  analytische 
Ausdrucksform  an,  sondern  an  eine  bestimmte  Eigenschafty  die  jeder 
rationalen  Funktion  einer  complexen  Veränderlichen  zukommt,  aber 
nicht  jedem  Ausdruck  X  +  i  7,  dessen  Glieder  rationale  Funktionen 
der  reellen  Veränderlichen  ar,  y  sind.  Dieser  Auffassung  wollen  wir 
uns  anschließen;  dazu  müssen  wir  vor  allem  diese  unterscheidende 
Eigenschaft  der  rationalen  Funktionen  einer  complexen  Veränder- 
lichen kennen  lernen,  was  einiger  Vorbereitungen  bedarf. 


§  31.    Stetigkeit  rationaler  Funictionen. 

Der  Vollständigkeit  wegen  beginnen  wir  mit  der  Definition: 

L  Unter  einer  complexen  Funktion  einer  oder  mehrerer  reellen 
Veränderlichen  verstehen  wir  eine  complexe  Veränderliche  Z=  X  +  i  Y, 
deren  Komponenten  X,  T  Funktionen  jener  Veränderlichen  sind. 

II.  Auf  solche  Funktionen  können  wir  die  Definitionen  des  vorigen 
Abschnitts  in  dem  Sinne  anwenden,  daß  wir  sie  auf  die  einzelnen  Kom- 
ponenten beziehen. 

Also  z.  B.:  eine  unendliche  Reihe  solcher  Z  heißt  konvergent, 
wenn  die  Reihe  der  X  und  die  der  T  jede   für  sich  konvergieren; 

unter  ä-  ist  -«     + 1  -^-  ,  unter  fZdx  ist  fXdx  +  t  fYdx  zu  ver- 

0%  OX  OX  '  *' 

stehen  u.  s.  w. 

Eine  rationale  Funktion  f{z)  einer  complexen  Veränderlichen 
r  =  ar  +  ly  ist  im  Sinne  der  Definition  I  eine  complexe  Funktion 
von  X  und  y.  Nacli  §  26,  XXII,  haben  wir  sie  als  an  einer  Stelle 
stetig  zu  bezeichnen,  wenn  die  Differenz: 

/•(K  +  Ä)  +  '(yo  +  *))  -  A^o  +  '>o) 


^  Eine  aathentische  Veröffentlichung  der  Vorlesungen  von  Weibrstrass 
ist  in  nahe  Aussicht  gestellt.  Von  ähnlichen  Grundsätzen  gehen  aus  J.  Thomas, 
Elementare  Theorie  der  analytischen  Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen 
(Halle  1880)  und  M.  M^rat,  Le^ons  nouvelles  sur  Tanalyse  infinitesiftiale 
(Paris  1894  fL). 

6* 
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mit  h  and  k  unendlich  klein  wird«     Fassen   wir  h  +  ik   auch   zu 
einer  complexen  Größe  ^  zusammen,  so  können  wir  auch  sagen: 
m.  f(z)  ist  in  z  =^  Zq  *fe%>  wenn  die  Differenz 

fi'o  +  ^  -  n^o) 

mit    f '  unendlich  klein  wird  — 

oder  wenn  wir  für  die  abkürzende  Redeweise  „unendlich  klein" 
ihre  eigentliche  Bedeutung  (§  26,  XXI,  XXII)  einführen: 

f(z)  ist  in  z  =z  Zq  stetig ^  wenn  sich  zu  jeder  vorgegebenen  positiven 
Größe  e  eine  andere  S  so  bestimmen  läßt,  daß 

1)  A^o  +  0  - /•(■^•o)    <e 

ist  für  alle  diejenigen   Werte  cT,  für  welche: 

2)  \i;\<8 

ist 

Dabei  haben  wir  die  Ungleichung  (1)  lür  den  absoluten  Betrag 
der  complexen  Größe  selbst  angesetzt,  während  wir  sie  nach  11  für 
den  absoluten  Betrag  des  reellen  und  den  des  complexen  Teils  ge- 
sondert hätten  ansetzen  müssen.  Man  überzeugt  sich  aber,  daß 
beides  auf  dasselbe  hinauskommt:  soll  \Z\  <t  sein,  so  müssen  IXj 
und  I Z'  jedes  einzeln  <«  sein;  und  sind  IXI  und  \Y\  jedes 
einzeln  <  €,  so  ist  nach  §  5,  III  lif  <  2€.  —  Zu  beachten  ist 
auch,  daß  die  Bedingung  fiir  alle  f  erfüllt  sein  muß,  die  der  Un- 
gleichung (2)  genügen,  m.  a.  W.  die  Differenz  ({Z^  +  ^  —  f{z^  muß 
bei  beliebiger  Annäherung  von  ^  an  den  Nullpunkt  nach  0  kon- 
vergieren, nicht  etwa  bloß,  wenn  diese  Annäherung  in  specieller 
Weise,  etwa  längs  einer  vorgeschriebenen  Linie,  erfolgt 

IV.  Sind  zwei  Funktionen  (p{z)j  rp{z)  in  einem  Punkte  Zq  stetig, 
so  sind  auch  (p{z)  +  yj (z)  und  q){z),\f) {z)  in  diesem  Punkte  stetig. 

Denn  n.  V.  kann  man  S  so  klein  wählen,  daß: 

\v(^o  +  0  -  ?P(^o)  I  <  i«.     !  V'(^o  +  f)  -  '^W  l<  i« 
wird;  dann  wird: 

3)  I  [v{Zo  +  0  +  ^{z,  +  S)]  -  [qp(r,)  +  xp{zj\  |  <  e 
nach  §  5,  ni;  also  ist  die  Summe  stetig.    Femer  ist: 

r      !y(^o  +  O-v^C^o  +  ?)  -  »^(-'(O-V^f^o)! 

4)  j    <l?p(^o  +  f)-V'(^o  +  n-y(^o  +  0-V^(^^o)l 
I    +!9'(^o  +  ?)-'^(^o)-9^(^o)-V(^o)!- 

Man   kann   nun   zunächst  8  so  klein  wählen,   daß  für  alle  {^{  <  ^ 

1 9^  (^0  +  S) ;  <  I  y  (^o)  I  +  *  ^'^^^  ^"^^  ^^  dann  wenn  nötig  noch  weiter 
verkleinem,  so  daß  für  alle  solchen  ^: 
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V(^o  +  a-VW<2n?(ä|i:T) 


9PK  +  ?)-y(^o)< 


B 


2|V'(*o) 

wird;  dann  wird  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  flir  alle 
solchen  ^  kleiner  als  e.    Also  ist  auch  das  Produkt  stetig. 

In  derselben  Weise  kann  auch  der  entsprechende  Satz  flir  den 
Quotienten  bewiesen  werden,  aber  nur  mit  einer  Einschränkung: 

V.  Der  Quotient  (p{z)j\p{z)  zweier  in  einem  Punkte  z^  stetigen 
Funktionen  ist  in  diesem  Punkte  ebenfalls  stetig j  wenn  der  Nenner  xp  {z) 
nicht  in  ihm  Null  ist 

Nun  können  wir  zunächst  zeigen,  daß  r**,  wenn  n  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  für  jeden  endlichen  Wert  z^  stetig  ist  Dazu  dient 
die  Umformung: 

^    K^o  +  f) - ^o}  K^o  +  CT''  +  (^0  +  Cr-^^o  +  •••  +  V"M; 

aus  ihr  folgt  nämlich: 

Ist  nun  eine  Größe  e  vorgegeben  und  wählen  wir  S  so  klein ,  daß 
fiir  irgend  eine  positive  Zahl  M >  \z^^\  die  beiden  Ungleichungen 
erftillt  sind: 


^0 


+  S<M,    3< 


e 


SO  wird  j  {zq  +  CT  —  z^"^  \  <  e.    Also  ist  bewiesen: 

VI.  Die  Potenz  mit  positivem  ganzzahligen  Exponenten  ist  im 
Endlichen  überall  stetig. 

Aus  den  drei  Sätzen  IV— VI  ergiebt  sich  dann  der  allgemeine 
Satz: 

Vn.  Eine  rationale  Funktion  einer  complexen  Variahein  ist  überall 
da  stetig,  wo  sie  endlich  ist 

Man  hat  beim  Beweise  dieses  Satzes  nur  die  Festsetzungen  von 
§  20  zu  beachten,  denen  zufolge  eine  rationale  Funktion  immer  auf 
eine  solche  Form  gebracht  werden  kann,  daß  der  Nenner  nur  da  0 
wird,  wo  die  Funktion  nicht  mehr  endlich  bleibt 

Femer  folgt  aus  den  Entwicklungen  von  §  20: 

Viii.  In  den  Polen,  in  welchen  die  rationale  Funktion  selbst  nicht 
mehr  stetig  ist,  ist  wenigstens  ihr  reciproker  JFert  stetig. 

Die  Sätze  VII  und  Vlll  beziehen  sich  zunächst  auf  endliche 
Werte  der  unabhängigen  Variabein;  durch  die  Festsetzungen  der 
§§12  und  21  tibertragen  sie  sich  auch  auf  den  Wert  oo: 
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IX.  Auch  für  z  :=  QO  ist  eine  rationale  Funktion  entweder  selbst 
stetig,  oder  ihr  reciproker  Wert  (oder  beide). 

Gleichungen  der  Form: 

war  in  den  §§  20  und  21  zunächst  eine  rein  konventionelle  Be- 
deutung beigelegt  worden,  auf  Grund  der  in  §  12  geschehenen  Ein- 
flihrung  des  Zeichens  „oo".  Andererseits  hatten  wir  in  §  24, 
Xin — XV  solche  Gleichungen  noch  in  einer  andern  Weise  definiert, 
die  sich  auf  complexe  Variable  folgendermaßen  überträgt: 

X.  f{z^  =  00  bedeutet:  zu  jeder  gegebenen  positiven  Große  M 
läßt  sich  eine  andere  8  so  bestimmen,  daß: 

iA^o  +  b)l>^,  ^"^obald    !f!<  J. 

XL  /*{oo)  =  Wq  bedeutet:  zu  jeder  gegebenen  positiven  Große  b 
läßt  sich  eine  andere  N  so  bestimmen,  daß: 

I  f(z)  —  Wq\  <  e  sobald    !  r  |  >  iV\ 

XII.  f(oo)  =  00  bedeutet:  zu  jeder  gegebenen  positiven  Größe  M 
läßt  sich  eine  andere  N  so  besämmeri,  daß: 

1  f{z) '  >  M,  sobald     z\>  N. 

Die  Sätze  VIII  und  IX  sagen  dann  aus: 

Xin.  Bei  rationalen  Funktionen  stehen  diese  beiden  Auffassungen 
des  Zeichens  00  nie  im  ffiderspriich;  jede  solche  Gleichung  (6),  die 
bei  der  einen  Auffassung  richtig  ist,  ist  es  auch  bei  der  andern. 

Geometrisch  sagen  die  Sätze  dieses  Paragraphen  aus: 

XIV.  Die  durch  eine  rationale  Funktion  w  =  f{z)  vermittelte  Ab* 
bildung  der  z-Ktigel  auf  die  w-Kugel  ist  überall  stetig,  '  auch  in  der 
Umgebung  des  Punktes  oo  der  einen  wie  der  andern  Kugel. 


§  32.     DifTerentialquotient  einer  rationalen  Funiction  compiexen 

Arguments. 

Um  die  am  Schlüsse  von  §  30  angekündigte  und  im  vorigen 
Paragraphen  begonnene  Untersuchung  weiterzuftihren  betrachten  wir 
für  einen  bestimmten  Wert  z^  von  z,  für  welchen  f{z)  endlich  ist, 
den  Quotienten: 

1)  f^tI}^.7J.M  =.  rp  Q 

als  Funktion  von  f.  Derselbe  ist  eine  rationale  Funktion  von  ^, 
die  für  f  =  0  in  der  unbestimmten  Form  0/0  erscheint.  Wir  haben 
uns  aber  in  §  20  bereits  davon  überzeugt,  daß  wir  bei  einer  rationalen 


Funktioii  von  ^  eine  solche  Unbestimmtheit  stets  durch  geeiguote 
Umformungen  beseitigen  können.  M.  a.  W.  wir  können  stets  eine 
andere  rationale  Funktion  ^|J^  {^)  angeben,  die  für  alle  diejenigen 
Werte  von  ^,  für  welche  ip  (^)  bestimmt  ist,  mit  i/'  {^]  übereinstimmt, 
die  aber  auch  für  l  =  0  entweder  einen  bestimmtfn  Wert  hat  oder 
in  dem  dort  de&nierten  Sinne  bestimmt  unendlich  wird.  In  der 
Differentialrechnung  wird  nun  gezeigt,  daß  unter  Beschränkung  auf 
reelle  Werte  von  y  diese  Funktion  if<^  {^)  unter  den  getroffenen  .\n- 
ualuuen  auch  für  ^  =  0  einen  bestinmiteu  Wert  bat,  und  daß 
dieser  Wert  eine  rationale  Funktioii  von  :„  ist,  die  mit: 

/■'(--.) 

bezeichnet  und  Ableitung  von  /'(;„)  genannt  zu  werden  pflegt.  Dabei 
■wird  zwar  auch  f'{z)  als  reell  vorausgesetzt;  wir  können  uns  aber 
TOn  dieser  zweiten  Voraussetzung  frei  machen,  wenn  wir  if  (^  m  seinen 
reellen  und  imaginären  Bestandteil  zerlegen: 

Es  folgt  also,  daß  der  Quotient  tp{^)  unt«r  der  Voraussetzung 
/"(r^)  ^00  für  C=  ^  einen  bestiinniten  (noch  von  r„  al>hängigen) 
Grenzwert  /"  (z^)  besitzt,  sofern  wir  J  auf  reelle  Werte  beschränken. 
Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  aber  gesehen,  daß  eine  rationale 
Funktioii  einer  complexen  Veränderlichen  y  überall  da  stetig  ist, 
wo  sie  endlich  ist;  weun  also 

li„    »».<->•)- fM_^-(,j 

ist,  sobald  i,'  durch  reelle  Werte  der  Null  sich  nähert,  so  folgt,  daß 
diese  Gleichung  gelten  muß,  iw  welclier  tfrise  auch  C  S^gC"  ^"" 
konvergiert.  Wir  sprechen  dieses  Ergebnis  in  folgendem  Satz  aus: 
I.  AVwc  rationale  FunMoii  /\z)  einer  comjtlexen  Verihtilerlichen 
hat  in  jedem  Punkte  z,  in  vielehem  sie  endlich  igt,  einen  bestimmten 
iroH  der  Art,  wie  dz  der  Null  sich  niUiert,  unabhängigeu  Differential- 
ijuottenten: 

der  nach  den  Hegrtn  der  Differentialrechnung  für  reelle  Veriindertiche 
und  Funktional  gefunden  werden  kann. 

Nun  ist  leicht  zu  sehen,  daß  diese  Eigenschaft  nicht  jedem 
Ansdnick  .1'  -J-  i  y  zukommt,  dessen  Glieder  rationale  Funktionen 
TOD  r  und  r/  sind.  Denn  für  einen  solchen  Ausdruck  ist  nach 
elementaren  Sätzen  der  Differentialrechnung  für  Funktionen  zweiei- 
Verfttiderlicher  die  Totaländerung: 
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WO  €jy  62  Größen  bezeichnen,  die  mit  Jx  und  Ay  unendlich  klein 
werden.    Der  Differenzenquotient 

Jx  +  i  Äy 

kann  also  geschrieben  werden: 

(dx  ,  .ar  ,     \  ,  /öA'     .ör  ,     \jy 

^   ,   '^y 

Lassen  wir  nun  Jy  und  Ja:  in  der  Weise  gegen  0  konvergieren, 
daß  der  Quotient  AyjAx  gegen  einen  bestimmten  Grenzwert^  dyjdx 
konvergiert  (d.  h.  geometrisch  ausgedrückt,  lassen  wir  den  Punkt 
[x  +  Ax^  y  +  Ay)  sich  dem  Punkte  [x,  y)  auf  einer  Kurve  nähern, 
die  in  {x,  y)  eine  bestimmte  Tangente  hat),  so  konvergiert  der  ge- 
nannte Differenzenquotient  gegen  den  Grenzwert: 

/ÖX       .dY\       /öX       'd_Y\dy 
[dx  "^  '  'dxj  "^  \  d  y  "^^  dyjdx 

Dieser  Grenzwert  wird  im  allgemeinen  ganz  wesentlich  von  dy/dx 
abhängen;  er  wird  dann  und  nur  dann  davon  unabhängig  sein,  wenn 
auch  im  Zähler  (wie  im  Nenner)  das  von  dyjdx  freie  Glied  sich 
zu  dem  Koeffizienten  von  dyjdx  verhält  wie  1  :  /,  m.  a.  W.  wenn 

.V  ax   ,    ,dY       .(dX  ,    .d  Y\ 

^)  dy+'-d-y='(-dx+'dxj 

ist  Diese  Gleichung  besteht  aber  {§  2,  I)  dann  und  nur  dann, 
wenn  einzeln: 

/  öX^  _  d^Y 
d  y  d  X 

ÖY  ^        d^X 
d  y  dx 

ist.     Wir  haben  .also  zunächst  das  Resultat: 

II.  Ein  Ausdruck  der  Form  X  +  i  Y,  in  welchem  X,  Y  rationale 
Funktionen  von  x  und  y  bedeuten,  kann  jedenfalls  nur  dann  auf  die 
Form  einer  rationalen  Funktion  von  z  =  x  +  iy  q  ehr  acht  werden,  wenn 
X  und  Y  den  partiellen   Differentialgleichungen  (5)  genügen. 


5) 


'  Der  auch  co  sein  kann. 
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Andererseits  ist  zn  beachten,  daÖ  fUr  rationale  F^unktionen  die 
formalen  Recbnungsregeln  der  Differentialrechnung  einfach  Kon- 
8e<iueQzen  der  fundamentalen  Siitze  der  elementaren  Algebra  sintl. 
Da  wir  nun  im  ersten  Abschnitt  gezeigt  haben,  daß  diese  letzteren 
fllr  complexe  Größen  ebenso  gelten  wie  filr  reelle,  so  folgt,  daß  wir 
auch  jene  Diflerentiationsregeln  auf  rationale  Funktionen  compleser 
Veränderlicher  anwenden  dürfen.  So  können  wir  z.  B.  in  eine 
solche  Funktion,  die  wir  zunächst  als  von  x  und  y  abhängig  be- 
trachtet haben,  z  =  x  ■]-  iy  an  Stelle  von  x  als  unabhängige  Ver- 
änderliche neben  y  einführen;  unterscheiden  wir  dann  die  nach  diesen 
an  abhängigen  Veränderlichen  genommenen  partiellen  Differential- 
quotienten  von  den  auf  x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  be- 
zogenen dadurch,  daß  wir  sie  in  Klammem  scIdieBen,  so  ist  nach 
jenen  Regeln: 


0/  _  lhf\ 


sr 


^D+'(IO- 


Haben  wir  nun  einen  complexen  Ausdruck  X  +  1 1]  dessen  Glieder 
rationale  Funktionen  von  r  und  j  sind  und  der  der  Gleichung  (4) 
genügt,  so  folgt,  daß  fiir  einen  solchen: 


(^^Ä'^) 


djX+_iJ)_ 


■a(A-  +  .-y)_ 


0 


ist  Wenn  also  z  =  x  +  ty  als  neue  unabhängige  Variable  an  Stelle 
Ton  X  neben  y  in  einen  complexen  Ausdruck  der  genannten  Form 
eingeführt  wird,  welcher  der  Gleichung  (4}  genügt,  fällt  y  von  selbst 
heraus,  m.  a,  W.: 

in.  Ha»  Begfebeii  der  Gleichungen  (5)  ist  nicht  nur  nohrendige, 
tondem  auch  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  X  •\-  i  Y  auf  die  Form 
einer  rationalen  Ftinktion  von  z  allein  gebracht  Verden  kann. 

§  33.   Definition  regulärer  Funktionen  complexen  Arguments  durch 
die  CAucHY-RiEMANN'schen  Differentialgleichungen. 

Die  im  letzten  Paragraphen  abgeleitete  Eigenschaft  der  rationalen 
Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen  wollen  wir  nunmehr  zum 
Ausgangspunkt  fiir  die  aufzustellende  DeKnition  dessen  nehmen,  was 
wir  überhaupt  unter  einer  Funktion  complexen  Arguments  verstehen 
wollen.  Wir  wollen  nämhch  eine  complexe  Größe  Z  =  X  +  i  Y, 
deren  Komponenten  X,  Y  Funktionen  der  reellen  Variahein  x  und 
t/  sind,  dann  und  nur  dann  eine  Funktion  des  complexen  Arguments 
=  ;c  + 1^    nennen,     wemi    sie    jene    Eigenschaft     der    rationalen 


90    Eindeutige  analytische  Funktionen  einer  complexen  Veränderliehen, 


Funktionen  von  z  teilt,  wenn  also  ihre  beiden  Bestandteile  den 
Dififerentialgleichungen  (5)  des  §  32  genügen.  In  dieser  Forderung 
liegt  bereits  implicite,  daß  wir  die  Existenz  der  ersten  Differential- 
quotienten von  X  und  ¥  (und  damit  auch  die  Stetigkeit  dieser 
Funktionen)  verlangen,  da  wir  sonst  nicht  von  Gleichungen  zwischen 
ihnen  reden  könnten;  wir  wollen  aber  darüber  hinaus  noch  eine 
weitere  Einschränkung  hinzufügen,  indem  wir  uns  nur  mit  solchen 
Funktionen  beschäftigen  wollen,  deren  erste  Ableitungen  abteilungs- 
weise stetig  sind.  Wir  nennen  solche  P'unktionen  regulär,  definieren 
also: 

I.  Sind  X  und  Y  in  einem  Bereiche  der  xy -Ebene  eindeutige  und 
stetige  Funktionen  von  x  und  y,  deren  erste  Ableitungen  nach  x  und  y 
in  diesem  Bereiche  wenigstens  abteilungsweise  stetig  sind  und  die 
Gleichungen  (5)  des  vorigen  Paragraphen  erfüllen  ^  so  heißt  die  eomr 
plexe  Größe  ^  =  X  +  iY  eine  in  jenem  Bereiche  reguläre  Funktion 
des  complexen  Arguments  z  «=  r  +  iy. 

Sei  z.  B.: 

X  =  e'  cos  y,     Y  =  eF  sin  y, 

so  ist: 

dX      dY      ^  dX  dY  ^    . 

ä—  =  IT    =  ^  cos  y,     ä-    =  —  ^-  =  —  <?^  sin  y ; 
ox        oy  •'^      oy  ax  *'' 

es  ist  also  e^  (cosy  +  ^siuy)  eine  (in  der  ganzen  Ebene)  reguläre 
Funktion  von  z  ==  x  +  iy.  Wir  werden  sie  in  den  §§  40 — 42  ein- 
gehend untersuchen. 

Die  Existenz  oder  Stetigkeit  höherer  Ableitungen  wird  in  dör 
Definition  I  zunächst  nicht  gefordert  (doch  werden  wir  später  sehen, 
daß  sie  aus  ihr  gefolgert  werden  kann).  Nehmen  wir  sie  aber  an, 
so  können  wir  aus  jenen  Difterentialgleichungen  durch  abermalige 
Differentiation  die  Gleichungen  ableiten: 

-.  d^      d^X  _       _d^y ö^y^  _  ^ 

'  d x"^        d y"^  ~        dx  d y       dy  dx  ~~     ' 

^  dx'^'^dy'^       dxdy'^  dxdy"     ' 

wir  erhalten  also  den  Satz: 

n.  }feder  der  reelle,  noch  der  rein  imaginäre  Bestandteil  einer 
analytischen  Funktion  complexen  Arguments  können  als  willkürliche 
Funktionen  von  x  und  y  angenommen  werden;  sie  müssen  vielmehr  beide 
der  LAPL  ACE  sehen  Differentialgleichung: 

') ..  .         fö+rp-« 

Genüge  leisten. 
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Dieser  Satz  U  gestattet  eine  Umkelirung  in  folgender  Weise: 
Die  Gleichong  (1}  stellt  nach  §  29,  VIII  zusaiiimeu  mit  den  Stetig- 
keitSToranssetzungen  nicht  nur  eine  notwendige,  soiideni  auch  die 
hinreichende  Bedingung  dafür  dar,  daß  das  Kurrenintegriil: 


*) 


■=/(-|f-Hf^.) 


n  vom  Wege  unahhängigen  Wert  besitzt.  Dieser  Wert  ist 
sonach  eine  eindeutige  Funktion  von  r  nnd  y,  deren  Ableitungen 
die  Werte  haben: 

8x  dl/ '      8 y         dx  ' 

also  ist  X  +  i  y  nacli  Def.  I  eine  reguläre  Funktion  von  x  +  ly,  und 

wir  können  eine  Umkelirung  von  111  in  folgender  Form  aussprechen: 

HL  Jede  den  Stetii/keitsiiedinffunyen  und  der  LÄPLÄOEscfuin 
JHfferejttialgleichung  genügendf  Funktion  X  von  r  und  y  kann  als 
reeller  BeHandteii  einer  regulären  Funktion  Z  =  X  +  iY  von  z  = 
X  +  iy  angesehen  werden. 

Die  willkürliche  Wahl  der  unteren  Grenze  in  dem  Integral  {4) 
involviert  eine  additive  Konstaute,  Andererseits  können  zwei  stetige 
Funktionen  /,  deren  partielle  Differentialquotienten  nach  x  und 
nach  y  bezw.  übereinstimmen,  sich  nur  durch  eine  additive  Konstante 
nnteracheiden,  so  daß  wir  dem  Satz  III  den  Zusatz  geben  können: 

IV,  Darth  den  reellen  Bestandteil  einer  Funktion  complexen 
Argumentt  int  der  zugehörige  imaginäre  Bettandteil  bit  auf  eine  additive 
Kan»tante  lieitimml. 

Faßt  man  die  Differentialgleiclmngen  (5)  des  vorigen  Para- 
graphen wieder  zu  der  einen  Gleichung  (4)  zusammen  und  durch- 
läuft die  dieser  vorhergehenden  t'berleguDgen  nach  riickwilrts,  so 
erkennt  man: 

V.  Fa  ixt  nur  eine  andere  Jusdru^kweine  der  gegebenen  Definition 
(I)  einer  regulären  Funktion  Z  =  f{z\  eine*  complexen  Arguments  z, 
daß  für  eijie  solche  Funktion  der  Itifferemeiujvotient: 

fix  +  ;)  -  fix) 

■mit  abnehmendem  ,  ^  |  gegen  einen  uiul  denselben  <!renru;ert  konvergiert, 
in  welcher    Weise  auch  f  gegen  .\uU  konvergieren  «mg. 

VL  Ifir  nennen  diesen  Grenzwert  den  Bifferentialguotienten  von 
f(i)  an  der  Stelle  z  vnd  bezeichnen  ihn  mit: 
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Wir  leiten  gleich  noch  zwei  Sätze  ab,  die  sich  leicht  aus  dieser 
Form  (V)  der  Definition  einer  regulären  Funktion  complexen  Argn- 
ments  ergeben: 

Vn.  Ist  w  =  f{z)  eine  in  einem  Gebiet  8  der  z- Ebene  reguläre 
Funktion,  ist  femer  JF  =  v{^)  ^^^  reguläre  Funktion  von  w  für  alle 
diejenigen  Werte  «?,  welche  f[z)  in  S  annimmt,  so  ist  W  auch  eine  in 
S  reguläre  Funktion  von  z. 

Denn  aus  der  Existenz  der  mit  dto/dz  und  dWjdw  be- 
zeichneten Grenzwerte  kann  die  Existenz  des  Grenzwerts  dWjdz 
wie  bei  Funktionen  reeller  Variabein  gefolgert  werden  (§  28,  VU). 

VUI.  Ist  w  =^  f[z)  eine  in  S  reguläre  Funktion  von  z,  die  in 
diesem  Bereich  keinen  Wert  mehr  als  einmal  annimmt  und  ckren 
Differentialquotient  in  ihm  überall  von  Null  verschieden  ist\  so  erfüllen 
die  Werte,  die  w  in  S  annimmt,  einen  Bereich  U  der  wEbene,  m 
welchem  umgekehrt  z  eine  reguläre  Funktion  von  w  ist 

Der  Grenzwert  dzjdw  ist  nämlich  reciprok  zu  dem  Grenzwert 
dwjdz. 

§  34.    Konforme  Abbildung. 

Es  seien  {x,  g),  bezw.  (w,  v)  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der 
Punkte  zweier  Ebenen.  Werden  u  und  v  bestimmten  innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches  stetigen  Funktionen  von  x  und  y  gleich- 
gesetzt, so  wird  dadurch  jedem  Punkte  dieses  Bereiches  ein  Punkt 
der  zweiten  Ebene  zugeordnet;  diese  Punkte  der  zweiten  Ebene 
erfüllen  einen  bestimmten  Bereich  derselben.  Wir  sagen  dann: 
durch  die  Funktionen  u  {x,  y),  v  [x,  y)  wird  der  erste  Bereich  auf  den 
zweiten  stetig  (abgebildet  Eine  besondere  Klasse  solcher  Abbildungen 
bilden  diejenigen,  fiir  welche  u  +  iv  in  dem  im  vorigen  Paragraphen 
definierten  Sinne  eine  reguläre  Funktion  von  x  +  iy  ist;  wir  wollen 
diese  Klasse  durch  eine  geometrische  Eigenschaft  charakterisieren.  . 

Zu  diesem  Zwecke  formen  wir  die  Bedingung  VI  des  vorigen 
Panigraphen  etwas  um.  Seien  z^,  z^,  z,  drei  Werte  von  z  =  x  +  iy, 
w^,  i/?2,  ?f?3  die  entsprechenden  Werte  von  w  =  u  +  iv;  wir  bilden 
die  Difl'erenzenquotienten: 

*^«_73.      und     '-''---^. 

Lassen  wir  Zg  und  Zg  unendlich  nahe  an  Zj  rücken,  so  werden  diese 
beiden  Quotienten  unendlich  wenig  verschieden  sein;  denn  jeder  von 

*  Die  zweite  Voraussetzung  ist  schon  in  der  ersten  enthalten,  wie  wir 
aber  hier  noch  nicht  beweisen  können.  —  Vgl.  übrigens  §  46,  X. 
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ihnen  ist  dann  unendlich  wenig  verschieden  von  dem  eindeutig  be- 
stimmten Werte  des  Differentialquotienten 

duf 
~dx 

an  der  Stelle  z  =  z^     Es  ist  also: 

l)  «>i  -  ^i  ^  ^t  -  ^i   ,   ß 

WO  €  mit  Zg  —  Zj  und  Zj  —  z^  imendlich  klein  wird.  Umgekehrt,  wenn 
eine  solche  Oleichung  besteht,  in  welcher  Weise  auch  z^  und  z^  dem 
Punkte  z^  sich  nähern  mögen,  so  folgt  daraus,  daß  der  Differential- 

quotient  -^  von  der  Eichtung  des  Differentials  dz  unabhängig  ist 

Aus  Oleichung  (1)  können  wir  im  allgemeinen^  d.  h.  abgesehen 
von  einem  am  Schlüsse  des  Paragraphen  zu  besprechenden  Aus- 
nahmefall^ den  SchluB  ziehen^  daß  auch  in  der  Gleichung: 

t  mit  Zj  —  Zj  und  Zg  —  z^  unendlich  klein  wird.  Lassen  wir  aus 
dieser  Gleichung  c'  weg,  so  geht  sie  (abgesehen  von  der  Bezeichnung) 
über  in  die  Gleichung  (15)  des  §  10,  deren  geometrische  Bedeutung 
dort  gegeben  war.  Damit  haben  wir  eine  Antwort  auf  die  gestellte 
Frage;  wir  können  sie  so  formuUeren: 

L  Jedes  Dreieck  der  Z'Ebene,  dessen  Seiten  unendlich  kleine  Großen 
derselben  Ordnung  sind,  ist  dem  entsprechenden  Dreieck  der  lo^Ebene 
bis  auf  unendlich  kleine  Großen  höherer  Ordnung  ähnlich^  d.  h.  Seiten- 
verhältnisse und  Winkel  des  einen  sind  von  den  entsprechenden 
Stücken  des  andern  unendlich  wenig  verschieden. 

Insbesondere  folgt  aus  den  Entwicklungen  des  §  10,  wenn  wir 
sie  von  den  dort  behandelten  endlichen  Dreiecken  auf  die  hier  auf- 
tretenden unendlich  kleinen  übertragen: 

n.    Der   absolute  Betrag    des  Differentialquotienten  -z—    an  einer 

Stelle  der  z-Ebene  giebt  das  an  dieser  Stelle  stattfindende  FergrÖßerungs- 
Verhältnis,  d.  h.  den  Faktor,  mit  welchem  man  die  Länge  einer  dort 
beftndUchen  unendlich  kleinen  Linie  multiplizieren  muß,  um  die  Länge 
der  entsprechenden  Linie  der  w^Ebene  zu  erhalten. 

m.  Der  Arcus  a  von    ,  -  giebt  den  Winkel  an,  um  welchen  jedes 

an  der  Stelle  z  befindliche  Linienelement  gedreht  werden  muß,  wenn  es 
dem  entsprechenden  Linienelement  der  w-Ebene  parallel  werden  soll. 
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Da  dieser  Winkel  nur  von  der  Stelle  z^  nicht  von  der  Bichtang 
des  betrachteten  Linienelements  abhängt^  so  folgt: 

rV.  Irgend  zwei  Kurven  der  z^Ebene  bilden  in  jedem  iltrer  Schnitt- 
punkte denselben  Winkel  miteinander,  wie  die  entsprechenden  Kurven 
der  w^Ebene  in  dem  entsprechenden  Schnittpunkte  — 

oder  (mit  Benutzung  der  §  11,  VII  eingeführten  Terminologie): 

V.  Durch  eine  in  einem  Bereiche  der  z-Ebene  definierte  reguläre 
Ftinktion  w  des  complexen  Arguments  z  wird  dieser  Bereich  konform 
auf  einen  bestimmten  Bereich  der  w-Ebene  abgebildet. 

Beispiele  solcher  Abbildungen  in  großer  Zahl  haben  wir  im 
U.  Abschnitt  bereits  kennen  lernen ;  im  Folgenden  werden  uns  noch 
viele  weitere  begegnen. 

Der  Schluß  von  (1)  auf  (2)  ist  nur  zulässig,  wenn  der  Grenz- 
wert von  (^2  ""-^O/X^^s  """'i)  ßi^dlich,  also  der  von  («^s  ~*^i)/(^i  ""^i) 
von  Null  verschieden  ist.  Da  wir  nur  von  solchen  unendlich  kleinen 
Dreiecken  reden,  deren  Seiten  alle  von  derselben  Größenordnung 
sind,  ist  das  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn: 


lim     ???-T3.  =  (^«') 

-  _,      *a  —  *i         \dxl^_  . 

Zf  =  Z|  *  *  ^  '  Z  =  Zi 


von  Null  verschieden  ist.     Also  müssen  wir  Satz  V  durch  folgenden 
Zusatz  vervollständigen: 

VI.  An  denjenigen  Stellen,  an  welchen: 

p-  =  o 

dx 

ist,  ist  die  Kofiformität  der  Abbildung  unterbrochen. 

In  welcher  Beziehung  an  einer  solchen  Stelle  die  Winkel  in 
der  einen  Ebene  zu  den  entsprechenden  Winkeln  in  der  andern 
Ebene  stehen,  können  wir  erst  später  (§  69)  angeben. 

In  vielen  Fällen  ist  es  von  Interesse,  zuzusehen,  auf  welche 
Linien  der  tr-Ebene  die  Parallelen  zu  den  Eoordinatenaxen  der 
z-Ebene  abgebildet  werden.  Man  erhält  die  Gleichungen  dieser 
Linien,  wenn  man  w  =  f(z)  =  (p[x,  y)  +  i^^j-'i^fy)  setzt  und  dann  aus 
den  Gleichungen: 

3)  y(^,y)  =  M,    v^(^,y)  =  » 

X,  bezw.  y  eliminiert     Umgekehrt  stellen  die  Gleichungen 

4)  (p  (x,  y)  =  const 
und 

5)  \f)  {x,  y)  =  const. 

diejenigen  Kurvensysteme  der  r-Ebene  vor,  denen  die  Parallelen  zu 
den    Eoordinatenaxen    der    to-Ebene     entsprechen.       Wegen     der 
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Konformität  der  Abbildung  schneidet  jede  Kurve  des  Systems  (4) 
jede  Kurve  des  Systems  (5)  unter  rechten  Winkeln;  die  beiden 
Kurvensysteme  sind  zu  einander  orthogonal.  Wählt  man  femer  ans 
den  Scharen  der  Parallelen  zu  den  Eoordinatenaxen  in  der  w^Ebene 
je  eine  diskrete  Menge  solcher,  die  in  gleichen  für  beide  Scharen 
Bbereinstimmenden  Abständen  aufeinanderfolgen,  so  teilen  sie  die 
tr-Ebene  in  Quadrate;  diese  entsprechen  Stücken  der  s-Ebene,  die 
von  Quadraten  sich  um  so  weniger  unterscheiden,  je  kleiner  jener 
konstante  Abstand  gewählt  ist.  Man  drückt  diese  Eigenschaft  der 
Kurvensysteme  (4)  und  (5)  gewöhnlich  kurz  so  aus,  daß  man  sagt: 
«e  teilen  die  z-Ebene  in  unendlich  kleine  Quadrate.  Man  nennt  ein 
Kurvensystem,  zu  dem  ein  zweites  sich  so  finden  läßt,  daß  beide 
ensammen  die  Ebene  (oder  überhaupt  irgend  eine  Fläche)  in  un- 
endlich kleine  Quadrate  teilen,  ein  iaometrisches  oder  isotkermiscltes. 
Die  letztere  Bezeichnung  hängt  mit  der  physikalischen  Be- 
deutung solcher  Kurvensysteme  zusammen,  die  wir  wenigstens  er- 
wähnen müssen.  Nehmen  wir  an,  in  der  ay-Ebene  ströme  eine 
(ponderabla  oder  imponderahle)  Flüssigkeit;  ^,  ij  seien  die  Kom- 
ponenten ihrer  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte  x,  y.  Fassen 
wir  ein  bestimmtes  ßechteck  ins  Auge,  dessen  Seiten  zu  den 
Koordinatenaxen  parallel  sind  und  von  ihnen  bezw.  die  Abstände 
X,  X  -^  djr,  1/,  1/  +  rfy  haben.  Durch  die  Seite  {x)  tritt  dann  in  dem 
Zeitelement  dt  die  Flüssigkeitsmenge  ^dtdi/  ein,  durch  die  gegen- 
Qberliegende  Seite  tritt  h  +  ^- dAd  idr/ &na.  Ebenso  tritt  durch  die 
Seite  (y)  i}dtdx  ein,  durch  die  gegenüberliegende  ii}  +  ^'' dyUltdx 
ans.  Es  vermehrt  sich  also  die  in  dem  Rechteck  dxdtj  enthaltene 
FlUssigkeitsmenge  im  Zeitelement  dt  um: 

-  ('!+§-;)■"  ""'!'.■ 

ist  die  Flüssigkeit  als  inkompressibel  zu  denken,  kann  also  eine 
Vermehrung  oder  Verminderung  der  in  dein  Rechteck  entha,ltencn 
Flüssigkeitsmenge  nicht  stattlinden,  so  muß: 


sein.  Sind  außerdem  |,  i;  die  Ableitungen  einer  und  derselben 
Funktion  u{x,y)  (des  „Geschwindigkeitspotentials"}  nach  den  Koor- 
dinaten: 


£- 
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80  folgt: 

7)  ^^_.^-^  =  0. 

'  dy       dx 

Die  beiden  Gleichungen  (6)  und  (7)  zusammen  sagen  aus,  daß  £  = 
^  +11]  eine  Funktion  des  complexen  Arguments  z  =s  x  +  iy  ist;  und 
u  ist  der  reelle  Teil  der  Funktion  f  L^dz.  Nennen  wir  v  den  Faktor 
von  i  in  dieser  Funktion,  so  folgt: 

m.  a.  W.  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  fällt  in  jedem  Punkt  in 
die  Tangente  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Linie  v  =  const. 
Diese  Linien  sind  also  die  Stromkurven.     Wir  finden  so: 

Die  „Niveaulinien^*  (Linien  gleichen  Potentials)  u  =  const  und 
^yStromkurven*'  v  =  const  hei  einer  stationären  Strömung  einer  inr 
kompressibeln  Flüssigkeit  in  der  Ebene^  der  ein  Geschwindigkeitspotential 
zukommt,  teilen  zusammen  die  Ebene  in  unendlich  kleine  Quadrate. 

Ist  umgekehrt  eine  reguläre  Funktion  m?  =  m  +  tt?  der  complexen 
Variabein  z  =  x  +  ig  gegeben,  so  können  stets  die  Linien  u  =  const, 
V  =  const  als  Niveaulinien  und  Stromkurven  für  eine  in  diesem  Teil 
der  Ebene  wirbelfreie  stationäre  Strömung  einer  inkompressibeln  Flüssig' 
keit  angesehen  werden. 

Für  die  Bewegung  der  Wärme  tritt  an  die  Stelle  des  Ge- 
schwindigkeitspotentials die  Temperatur. 
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L  Unter  dem  Integral  einer  complexen  Funktion  u  +  iv  einer 
reellen  Variahein  t  zwischen  den  reellen  Grenzen  a,  b 

f{u  +  iv)dt 

a 

verstehen  wir  (vgl.  §  31,  II): 

h  b 

fudt+  ifvdt, 

a  a 

Was  aber  unter  einem  Integral  zwischen  complexen  Grenzen 
zu  verstehen  ist,  bedarf  einiger  Erläuterung.  Eine  reelle  Integrations- 
variable kann  von  ihrer  unteren  zu  ihrer  oberen  Grenze  nur  auf 
einem  Wege  (durch  eine  Folge  von  Zwischenwerten)  gelangen  (wenn 
ein  Durchgang  durch  das  Unendliche,  sowie  ein  Umkehren  unter- 
wegs nicht  zugelassen  werden).  Dagegen  können  vrir  von  einem 
Werte    einer    complexen  Variabein    zu    einem   andern   durch    sehr 
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verschiedene  Folgen  von  Zwischenwerten  gelangen;  wir  können  zwei 
Punkte  der  Ebene,  auf  der  wir  sie  geometrisch  darstellen,  durch 
sehr  verschiedene  Linien  verbinden.  Daher  müssen  wir,  wenn  wir 
von  einem  Integral  zwischen  eomplexen  Grenzen  reden  wollen,  not- 
wendig eine  Angabe  des  IrUegraüonswegs  beifügen  und  das  Integral 
als  ein  Kurvenintegral  der  §  28,  VI  definierten  Art  auffassen.  Wir 
sagen  demgemäß: 

n.  /*/  eine  die  Punkte  z^  =  Xq  +  iy^  und  z  =  Xj  +  iy^  verbindende 
Linie  durch  die  (im  Intervall  a  .  ..  b  abteilungsweise  diflFerentiierbaren) 
Funktionen: 

dargestellt  y  und  ist  u  +  iv  eine  auf  dieser  Kurve  stetige  complexe 
Funktion  von  x  und  y,  so  verstehen  wir  unter: 

f[u  +  iv)dz 
r 
das  Integral: 

h 
J{u  +  iv){^^  +  1^)  dt  =  f{udx  -  vdy)  +  ij{vdx  +  udy). 

a  r  r 

Ein  solches  Integral  wird  demnach  durchaus  von  seinem 
Integrationsweg  abhängig  und  nicht  nur  eine  Funktion  der  unteren 
und  oberen  Grenze  sein.  Unabhängig  vom  Integrationsweg  wird  es 
nach  §  29,  VI  dann  und  nur  dann  sein,  wenn  die  Gleichungen  be- 
stehen : 

du       d  V       du d  V 

dx       öy*     öy  ~        d x^ 

vorausgesetzt,  daß  noch  die  übrigen  Bedingungen  jenes  Satzes  erfüllt 
sind.  Das  sind  aber  (§  33,  I)  gerade  die  Bedingungen  dafür,  daß 
tr  =  u  +  t  V  eine  reguläre  Funktion  des  eomplexen  Arguments 
z  =  X  +  iy  ist     Somit  haben  wir  den  Satz  gewonnen : 

in.  Ist  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereich  S  eine 
reguläre  Funktion  eomplexen  Arguments  gegeben,  so  ist  der  Wert  des 
Integrals: 

ff{z)dz 

zwischen  zwei  Punkten  dieses  Bereiches  unabhängig  vom  Wege,  sofern 
nur  solche  Wege  in  Betracht  gezogen  werden,  die  ganz  innerhalb  S 
verlaufen. 

Bei  festgehaltener  unterer  Grenze  ist  also  der  Wert  des  Integrals 
eine   eindeutig  bestimmte   Funktion   der   Koordinaten    der    oberen 

BuBXBAXOT,  Funktionen.  I.  7 
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Führen  wir  hier  statt  der  Ausdracksweise  „reguläre  Funktion 
complezen  Arguments''  die  reellen  Begriffe  auch  in  die  Fassung  des 
Satzes  ein,  so  lautet  er  folgendermaßen: 

Viia.  Sind  zwei  reeUe  Funktionen  Uy  v  von  x,  y  gegeben^  die  in 
einem  bestimmten  Bereiche  stetig  sind  und  ahteüungsweise  stetige,  den 
Differentialgleickux^en: 

du d  V       d  V du 

genügende  erste  Ableitungen  besitzen,  so  folgt  daraus  allein  schon,  daß 
sie  innerhalb  dieses  Bereiches  stetige  Ableitungen  beliebig  hoher  Ordnung 
haben. 

Wir  leiten  ^och  einen  wichtigen  Satz  über  die  Punkte  ab,  in 
welchen  eine  Potenzreihe  den  Wert  0  annimmt  Dazu  beweisen  wir 
zunächst  den  Hilfssatz: 

VULL.  /*/  eine  Potenzreihe  vorgelegt,  die  nicht  nur  für  z  =  0 
konvergiert^  so  kann  für  den  absoluten  Betrag  von  z  eine  Grenze  q  so 
angegeben  werden,  daß  für  cUle  |z!  <  (>  das  erste  GUed  der  Reihe, 
dessen  Koeffizient  nicht  0  ist,  dem  absoluten  Betrage  nach  die  Summe 
aüer  übrigen  überwiegt 

Sei  die  Reihe: 

und  On  4=  0,  so  können  wir  sie  zunächst  auf  die  Form  bringen : 


a^z^ 


Die  Reihe  in  ( )  konvergiert  n.  V.  im  Innern  eines  gewissen  Kreises 
vom  Radius  R;  im  Innern  und  auf  dem  Rande  eines  Kreises  von 
einem  Radius  r  <,  R  ist  der  absolute  Betrag  ihrer  Summe  also 
nicht  größer  als  eine  angebbare  endliche  Größe  G,  da  er  nach  IV 
in  jedem  solchen  Gebiete  eine  stetige  Funktion  von  x  und  y  ist 
Sobald  also  |  z  |  >  0  und  kleiner  ist  als  die  kleinere  der  beiden 
Größen  r  und  G'^,  überwiegt  das  erste  Glied  der  Reihe  (7)  dem 
absoluten  Betrage  nach  die  Summe  aller  folgenden,  w.  z.  b.  w. 
In  einem  Nullpunkt  von  f(z)  müßte  aber  doch: 

|a^z*|  =  |a«  +  ir"  +  i  +  ...| 

sein;  es  folgt  also: 

IX.  Für  jede  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  0  reguläre 
Funktion  f{z)  läßt  sich  ein  Kreis  um  z  =  0  von  so  kleinem  Radius, 
angeben,  daß  in  ihm  kein  Nullpunkt  von  f{z)  liegt,  außer  etwa  z  =  0 
selbst 
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X.  Es  kann  übrigens  sehr  Tohl  vorkommen  (wir  werden  bald 
Beispiele  dafür  kennen  lernen),  daß  eine  PotenEreihe  „bentändig", 
d.  b.  für  alle  endlichen  Werte  von  z  konvergiert.  Sie  stellt  dann 
eine  in  der  ganzen  Ebene  reguläre  Funktion  vor;  iimgekehrt  läßt 
sich  jede  in  der  ganzen  Ebene  reguläre  Funktion  durch  eine  solche 
beständig  konvergente  Potenz  reihe  darstellen.  Man  nennt  eine 
solche  Funktion  nach  Weiek3TRAs.s  eine  ffatize  tran-sceTidente  Fanktioji. 
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Setzen  v\v  in  den  ReihL'iientwicklungon  der  Ableitungen  tod 
/'(:)i  die  wir  im  vorigen  Paragrajthen  snccessive  erhalten  haben, 
;  =  0,  so  erhalten  wir  eine  Reibe  von  Gleichungen; 

m   =  «„  ■ 


1) 


A'-'(O)  =  ».'«„, 

welche  zeigen,  daB  sich  die  Koeffizienten  der  vorausgesetzten  Reiben- 
entwicklung von  f{z)  eindeutig  durch  die  Werte  der  Ableitungen 
von  f'{z)  für  ;  =  0  ausdrücken.  Wir  heben  von  diesem  Resultat 
zunächst  nur  den  einen  Punkt  hervor,  daß  diese  Koeffizienten 
sonach  bestimmt  sind,  wenn  man  die  Werte  von  f'(z)  nur  auf  irgend 
einem  noch  so  kleinen  LinienstUck  kennt,  das  den  Nullpunkt  ent- 
hält; denn  das  reicht  bereits  aus,  um  jene  Werte  der  Ableitungen 
zu  bestimmen.  Wir  können  diesen  Satz  in  verschiedener  Formu- 
lierung aussprechen;  z.  B.: 

1.  Wcnw  zwei  Üeihen,  die  nach  Potenzen  von  i  mit  pnntioen  ganz- 
zahligen Exponenten  forhckreiten ,  längs  einen  noch  »o  kleiTien  LiitUn- 
stucks,  doi  dfn  Nullpunkt  enthalt,  dieselben  H  erte  haben,  so  mutsta 
die  beiden  Reihen  Glied  für  Glied  iibereinstimmen  —  oder: 

n.  Eine  reguläre  Funktion  von  z  läßt  sich  nur  auf  eine  Art  in 
eine  aoh-he  Potenzreihe  entwickeln. 

Wenn  also  die  Entwickelbark eit  einer  Funktion  complexea 
Arguments  in  eine  solche  Poteuzreihe  feststeht,  können  wir  dift 
Reihe  mit  unbestimmten  Koeffizienten  ansetzen  und  zu  deren  Be- 
stimmung irgend  welche  Relation  benutzen,  von  der  wir  wissen' 
(bezw.  verlangen),  daß  die  Funktion  ihr  genügt.  Man  nennt  dieses 
Verfahren  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten.  Üie  ist  in 
vielen  Fällen  von  großem  Nutzen;  nur  muß  mau  bei  ihrer  Anwendung 
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stets  beachten,  daß  sie  in  keinem  Falle  einen  Beweis  für  die  Ent- 

wickelbarkeit  einer  Funktion  in  eine  Beihe  der  angenommenen  Form 

in  sich  enthält     Sie  setzt  vielmehr  solche  Entwickelbarkeit  bereits 

voraus. 

Ein  häufig  zu  benutzender  specieller  Fall  des  Satzes  I  ist: 
m.    tf^enn  eine  in  einem  bestimmten  Bereiche  reguläre  Punktion 

von  z  längs  eines  Linienstüchs  dieses  Bereiches  konstant  ist,   ist  sie  in 

dem  ganzen  Bereiche  konstant 

Setzen   wir  weiter  die  gefundenen  Werte  der  Koeffizienten  in 

die  Reihe  (1)  des  vorigen  Paragraphen  ein,  so  erscheint  sie  als 

IV.  Maclau RIN sehe  Reihe: 

2)     m=m  +  zno)  +  j^'grw  +  •••  +  ^a^^ho)  + ... 

Andererseits  liefert  die  Vergleicbung  mit  §  37,  4  auf  Grund 
des  Satzes  n  folgende 

V.  Ausdrücke  der  Werte  der  Punktion  und  ihrer  Ableitungen  im 
A'ullpunkt  durch  bestimmte  Integrale: 

'f{x)dx 


3) 


X 

f{x)dx 


fix)  d  X 


Alle  diese  Integrale  sind  zunächst  über  einen  Kreis  zu  nehmen,  der 
ganz  dem  Innern  des  Gebietes  angehört,  in  dem  die  Funktion 
regulär  ist,  und  der  den  Nullpunkt  einfach  umschließt;  nach  §  35,  VI 
können  sie  statt  dessen  über  eine  beliebige  andere  den  Nullpunkt 
umschließende  Linie  jenes  Gebietes  genommen  werden. 

Aus  dem  Satze  I  und  den  Integraldarstellungen  (3)  ergeben 
sich  Ungleichungen  für  die  Koeffizienten  einer  Potenzreihe,  die  wir 
später  brauchen  werden  und  deshalb  hier  gleich  ableiten  wollen. 
Sei  nämlich  G  die  obere  Grenze  der  absoluten  Beträge  der  Werte, 
welche  die  Funktion  auf  einem  Kreise  vom  Radius  r  annimmt,  auf 
dem  die  Reihe  noch  konvergiert,  so  folgt: 


a. 


^   1    C\fi^\ 


dx 


<  --  r 


dx 


Aber 


dx 


=^d(f,   wenn    z  =  r(cosy)  +  tsin-qp)    gesetzt    wird    (vgl. 


§  35,  8,  9);  also  folgt: 
4) 


<  Gr' 
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Wir  haben  somit  den  Satz: 

VI.  Haben  r  und  G  für  eine  Potenzreihe  die  caigegehene  JBe^ 
deutunfff  so  genügen  ihre  Koeffizienten  der  Ungleichung  (4)j  m.  a.  W. 
sie  sind  dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  als  die  entsprechenden 
Koeffizienten  der  Beihenentwicklung  von: 

0 


1-  * 

r 


Man  schreibt  das  wohl  auch  so: 

5)  /'(-)<     -  -- -   (arg.  z). 

1  -  - 

r 

Die  Entwicklungen  der  letzten  Paragraphen  gestatten  eine  ein- 
gehe Verallgemeinerung  auf  den  Fall,  daß  an  Stelle  des  Nullpunkts 
ein  anderer  Punkt  der  Ebene  tritt  Ist  nämlich  eine  Funktion  f(z) 
in  der  Umgebung  von  z  =  a  regulär,  so  wird  sie  durch  die  Sub- 
stitution 

6)  z  —  a  =  z' 

verwandelt  in  eine  Funktion  ip{z)  von  /,  welche  in  der  Umgebung 
des  Nullpunkts  regulär  ist,  also  nach  IV  in  die  MACLAUBiNsche 
Reihe: 


*'« 


9(^0  =  9  (0)  +  r>'(0)  +  f^9>"(0)  +  ... 

entwickelt  werden  kann.     Führen  wir  statt  z   und  (p  wieder  z  und 
f  ein,  so  erhalten  wir: 

VEL  die  TAYLOR  sehe  Beihenentwicklung: 

7)  nz)  =  f(a)  +  (z-  a)r{a)  +  ^^"f /"(«)  +  •  ■  •  +  -^/^">  («)+-• 

Sie  konvergiert  innerhalb  eines  Ejreises   um  den  Punkt   r  =s  a  als 
Mittelpunkt,  in  dem  die  Funktion  f{z)  regulär  ist 

An  Stelle  der  Formeln  (3)  treten  in  diesem  Falle: 


8) 


'  ^  '  2jitJ    *  —  a    ' 
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die  Integrale  sind  hier  über  eine  den  Pnnkt  ;  =  a  einfacli  um- 
schließende Kurve  zu  nehmen,  die  ganz  dem  Gebiete  angehört,  in 
welchem  die  Funktion  regulär  ist.  Die  erste  dieser  Formeln  ist 
identisch  mit  §  36,  3. 

Wir  kommen  hier  noch  einmal  auf  Sat2  IX  des  vorigen  Para- 
graphen zurück,  der  sich  ebenfalls  sofort  auf  Reihen  überträgt,  die 
nach  Potenzen  von  z  —  a  fortschreiten.  Dann  kann  er  aber  mit 
Rücksicht  auf  VIl  so  ausgesprochen  werden: 

VllL  Ist  im  Innern  des  Definitionsbereielis  einer  reipiläreti  FmtktioH 
f\z)  von  z  ein  Punkt  Zg  gegeben,  to  iit  jeder  von  ;„  verschiedene  Null- 
punkl  dieser  Funktion  von  ?„  um  mehr  alt  ein«  angebbare  Größe  r 
en^emt. 

Die  Nullpunkte  einer  regulären  Funktion  können  sich  also  im 
Innern  ihres  Deünitionsbereichs  nirgends  häufen  (sondern  höchstens 
an  seiner  Grenze).     Daraus  folgt  wegen  §  26.  XXIV: 

IX.  In  jedem  Bereicb.  der  i/anz  innerhalb  den  Defbtitionsbereielis 
einer  regulären  Funktion  liegt,  liegt  mir  eine  endliche  Anzahl  von  Null- 
punkten dieser  Finihfion. 


§  40.  Die  Exponentialfunktion  und  die  trigonometrischen  Funktionen 
Sinus  und  CoBinus. 

Im  ersten  Abschnitt  fragten  wir  nach  Verknüpfungen  complexer 
Zahlen,  die  denselben  Eechnuugsregetn  folgen,  wie  die  in  der 
elementaren  Arithmetik  betrachteten  Verknüpfungen  reeller  Zahlen, 
und  die  wir  daher  zweckuiäBi gerweise  mit  denselben  Namen  belegten, 
mit  denselben  Zeichen  bezeichneten  und  als  Verallgemeinerungen 
der  elementaren  algebraischen  Operationen  ansahen.  Ebenso  kann 
man  nach  Verallgemeinerung  der  in  der  elementaren  Analysis  be- 
handelten transF.eiiilenten  Funktionen  reellen  Arguments  fragen;  für 
die  einfachsteu  unter  ihnen  reichen  zur  Beantwortung  dieser  Frage 
bereits  unsere  bis  jetzt  abgeleiteten  Hilfsmittel  aus. 

Die  Frage :  was  ist  z.  B,  e*  {oder  sin  z)  für  camplexe  Werte 
von  r?  bat  natürlich  au  und  für  sich  gar  keinen  logischen  Sinn. 
Will  man  ihr  einen  solchen  unterlegen,  so  muß  man  sie  so  formu- 
lieren: giebt  es  eine  Funktion  complexen  Arguments  r.  welche  die- 
selben Eigenschaften  hat,  wie  die  in  den  Elementen  mit  e"  bezeichnete 
Fanktion  einer  reellen  Veränderlichen  x,  und  welche  sich  auf  diese 
Funktion  reduziert,  wenn  man  dem  ;  einen  reellen  Wert  x  beilegt? 
Das  wird  man  nicht  von  vorneherein  bejahen  dürfen;  denn  Eigen- 
ach&ften,  die   für  reelle  Werte  von  z  miteinander  verträglich  sind. 
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können  sich  für  complexe  Werte  widersprechen  (vgl.  §  30).  Man 
sieht,  daß  hier  eine  gewisse  Willkür  unvermeidlich  ist:  man  wird 
eine  oder  einige  Eigenschaften  der  Funktion  reellen  Arguments 
herausgreifen  müssen,  um  sie  der  Definition  ihrer  Verallgemeinerung 
für  complexe  Werte  zu  Grunde  zu  legen,  und  dann  wird  es  Gegen- 
stand der  Untersuchung  sein,  welche  von  den  übrigen  Eügenschaften  der 
vorgelegten  Funktion  reellen  Arguments  bei  der  Verallgemeinerung 
erhalten  bleiben. 

Was  speciell  die  Funktion  e*,  sinr,  cosz  angeht,  so  werden 
diese  in  der  elementaren  Analysis  u.  a.  durch  die  unendlichen 
Potenzreihen: 


^" 


I  .  J  n. 


^2«  +  l 


2)  smc  =  .-,_^--+-+...+(-l)--;-^--,+ 


2» 


3)  cosr  =  1  -  -y--   +_+...  4-  (-  1)»  ^^  +  ... 

dargestellt  Von  diesen  Reihen  wird  gezeigt,  daß  sie  für  alle  end- 
lichen reellen  Werte  von  z  konvergieren.  Nach  §  38, 1  konvergieren 
sie  also  auch  für  alle  endlichen  eomplexen  Werte  von  z  und  stellen 
ganze  transcendente  Funktionen  (§  38,  X)  von  z  dar.  Wir  können 
demnach  sagen: 

1.  Es  giebt  drei  (durch  die  Reihen  (1) — (3)  dargestellte)  ganze 
transcendente  Punktionen  eines  eomplexen  Arguments  z,  deren  Werte  für 
reelle  JFerte  dieses  Arguments  mit  den  IVerten  der  in  der  elementaren 
Analysis  definierten  Funktionen  e*  oder  exp,  z,  sin  z,  cos  z  übereinstimmen; 
wir  behalten  die  Namen  und  Zeichen  dieser  Funktionen  für  jene  beL 

Unmittelbar  aus  der  Definition  durch  die  Reihen  (1) — (3)  liest 
man  ab,  daß  zwischen  diesen  Funktionen  die  folgenden 

IL  EüLERschen  Relatione?i  bestehen: 

4)  e'^  =  cos  z  +  isinz , 

5)  <?-**  =  cosz  — /sin  z 
mit  ihren  Auflösungen: 

6)  cosz  =  |(e««  +  e-»«), 

7)  sinz  =  ~(e''  —  c"»') 
oder  was  dasselbe  ist: 

8)  costz  =  |(e=  +  e-»), 

9)  sin  t  z  =  -  (e*  —  e  -  *). 
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m.  Von  Gleichuni/  (4)  werden  wir  namentlich  (jehrauch  marhen, 
um  im  folgenden  die  Darstellung  einer  complexen  Zahl  durch  absoluten 
Betrag  und  Arcus  (^  4,  II)  in  der  kurzen  Form: 

10)  z^re^t" 
zu  schreiberu 

Eine  fundamentale  Eigenschaft  der  Exponentialfunktion  reellen 
Arguments  findet  ihren  Ausdruck  in  dem 

IV.  Additionstheorem: 

11)  e*»  +  ««  =  c*».e^; 

man  verifiziert  sein  Fortbestehen  für  complexe  Argumente  durch 
Ausmultiplikation  der  rechts  stehenden  Reihen  auf  Grund  von 
§  25,  Vn,  unter  Zuhülfenahme  elementarer  Eigenschaften  der 
Binomialkoeffizienten.  Wendet  man  es  wiederholt  an  und  setzt 
nachher  alle  Argumente  einander  gleich,  so  folgt,  daß  für  ganze 
Zahlen  n  die  Gleichung  gilt: 

12)  <?««  =  («")", 

wenn  auf  der  rechten  Seite  die  Potenz  mit  ganzzahligem  positiven 
Exponenten  n  wie  in  §  18  verstanden  wird.  —  Für  z^  =  —  z^  folgt 
aus  (11): 

13)  e-.  =  -l    . 

Drückt  man  femer  Sinus  und  Cosinus  einer  Summe  auf  Grund 
von  (6)  und  (7)  durch  Exponentialfunktionen  aus,  wendet  deren 
Additionstheorem  (11)  an  und  führt  schließlich  auf  Grund  von  (4) 
und  (5)  wieder  trigonometrische  Funktionen  ein,  so  erhält  mau 

V.  die  AdditionsÜieoreme  der  trigonometrischen  Funktionen  Sinus 
und  Cosinus: 

14)  sin  (Zj  +  Zj)  =  sin  z^  cos  z^  +  cos  z^  sin  z^ , 

1 5)  cos  (Zj  +  Zg)  =  cos  Zj  cos  Zj  —  sin  Zj  sin  z^  . 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  insbesondere   für  z^  =  —  ^i'- 

1 6)  cos  *z  +  sin  *z  =  1 . 

Durch  gliedweise  Differentiation  der  Reihen  (1) — (3),  die  nach 
§  38,  V,  VI  erlaubt  ist,  ergeben  sich  femer 

VI.  die  Differentialgleichungen: 

1-.  di^  dBinx  d  cos  X 

Damit  haben  wir  das  Fortbestehen  der  fundamentalen  Eigen- 
schaften der  reellen  Funktionen  c*,  sinz,  cosz  für  die  gleich- 
bezeichneten Funktionen  complexen  Arguments  nachgewiesen. 

BOBKHAEDT,  Flinktioiien.  L  8 
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§  41.     Die  Periodizität  der  trigonometrischen  und   ExponMitial-| 
funktionell. 
SinuB  und  Cosinus  reeller  Argumente  sind  periodische  Funktionen 
mit  der  Periode  2jr,  d.  h.  es  bestehen  die  Gleichungen: 

1)  sin(z  +  2n)  =  8in3,     cos(z  +  2  b)  =  cosz 

identisch  für  alle  reellen  :.  Wir  können  hieraus  und  ans  dem 
Satze  I  von  §  3H  sofort  achließen,  daß  diese  Gleichungen  auch  filp 
alle  complexen  Werte  von  z  gelten  müssen.  Wir  wollen  aber  doch 
noch  zeigen,  wie  die  Gleichungen  (1)  aus  den  Reiliendarstellungea 
abauleiten  sind. 

Wir  achließen   zunächst  aus  (§  40,  3),    daß  cosO  =  1  ist,   da£f 
dagegen: 

00.2  =  1- 2(1- 


2«/. 


einen  negativen  Wert  hat  Als  stetige  Funktion  von  r  (§  24,  IX) 
muß  cos  z  dazwischen  mindestens  einmal  U  geworden  sein.  Dia 
Gleichung: 

2)  cos  ;  =  0 

hat  also  positive  reelle  Wurzeln;  unter  diesen  muß  nach  §  38,  IX 
eine  die  kleinste  sein. 

1.  Iffr  definieren  die  Zahl  n  dadurch,  daß  -  die  kleüiste  positine 
reelle  fhtrzel  der  Gleichung  (2)  sein  soll. 

Aus  §  40,  (16)  folgt  dann,  daß  sin  y  =  ±1  sein  muß;  die  Ent- 
scheidung über  das  Vorzeichen  geschieht  durch  folgende  Überlegung: 
Für  kleine  positive  Werte  von  r  sind  nach  §  38,  VIII  Sinus  und. 
Cosinus  beide  positiv;  daraus  und  aus  §  40,  (17)  folgt,  daß  der 
Sinus,  wenn  z  von  0  an  wächst,  obenfalls  zunächst  wächst  und  nicht' 
eher  atif hören  kann  zu  wachsen,  als  bis  der  Cosinus  Ü  wird,  d.  h.. 
bei  ==  V-  1*'^  dahin  muß  er  also  jedenfalls  positiv  bleiben,  d.  lu- 
es  folgt: 

3)  Bin-J=+1. 
Damit  geben  die  Additionstheoreme : 

4)  sin  i:  +  "-]  =  cos;,     cos  jr  -)-  |-]  =  —  sin  z; 
setzt  man  in  diesen  Gleichungen  (z  +  -^  j  für  z,  so  geben 
ä)  sin  (r  +  si)  =  —  sin  z,     cos  (i  +  n)  =  —  cos  z , 


§  41.  Periodizüät  der  triganomdrischen  u.  ExponenäalfunkHonen.    115 


und  wenn  man  hier  z  durch  (r  +  n)  ersetzt,  erhält  man  schließlich: 

sin  {z  +  2n)  =  sin  r ,     cos  (z  +  2n)  ^  cos  z. 

Wir  definieren  nun  weiter: 

n.  Eine  Funktion  von  z  heißt  periodisch  mit  der  Periode  a,  wenn 
für  edle  Werte,  die  Vir  Argument  z  annehmen  kann^ 

6)  f{z  +  a)  =  nz) 
ist 

(Periodische  Funktionen  sind  demnach  eine  specielle  Axt  auto- 
morpher Funktionen  (§  17,  IV)). 

Damit  können  wir  die  Gleichungen  (1)  folgendermaßen  aus- 
sprechen: 

m.  Sinus  und  Cosinus  sind  periodische  Funktionen  mit  der 
Periode  2n. 

Aus  den  EuLERSchen  Relationen  folgt  dann: 

7)  c«  +  2«»  =  ^, 

d.  h.: 

IV.  Die  Exponentialfunktion  ist  eine  periodische  Funktion  mit  der 
Periode  2ni. 

Aus  einer  Gleichung  der  Form  (6)  folgen  unendlich  viele  andere 
derselben  Form.     Setzt  man  nämlich  in  ihr  r  +  a  für  z,  so   folgt: 

az  +  2  a)  =  t\z  +  a)  =  f(z) 

und  daraus  weiter: 

f{z  +  3  a)  =  f(z), 
f{z  +  4  a)  =  f(z). 

Setzt  man  femer  z  —  a  für  r,  so  folgt: 

/■(--«)  =/"w 

f{z  -  2  a)  =  f{z). 

Es  folgt  also  allgeinein: 

8)  f(z  +  ka)=  f{z) 

für  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  k.    M.  a.  W.: 

V.  Ist  a  eine  Periode  des  Arguments  ^  einer  (eindeutigen  anaiytisclien) 
Funktion  f{z)y  so  sind  gleichzeitig  mit  ihr  auch  alle  Zahlen  k  a  Perioden 
des  Arguments  dieser  Funktion,  wobei  unter  k  alle  positiven  oder 
negativen  ganzen  Zahlen  zu  verstehen  sind, 

^  Statt  dieser  korrekten  aber  etwas  umständlichen  Ausdrucksweise  bedient 
man  sich  häufig  der  abgekürzten  ,, Periode  der  Funktion";  wir  wollen  das  im 
fplgenden  auch  thun. 
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Die  Existenz  einer  Periode  einer  Punktion  zieht  also  von  selbst 
die  von  unendlich  vielen  andern  nach  sich;  man  bedarf  deshalb 
eines  Terminus  zur  Unterscheidung  solcher  Perioden,  welche  in  dieser 
Weise  aus  andern  abgeleitet  werden  können,  von  solchen,  für  welche 
das  nicht  der  Fall  ist     Demgemäß  definiert  man: 

VI.  Eine  Periode  einer  periodischen  Funktion  /leißt  primitiv,  wenn 
kein  aliquoter  Teil  von  ihr  schon  Periode  ist. 

Wir  behaupten  nun: 

Vn.   2  n   ist  primitive  Periode  des  Sinus  und  ebenso  des  Cosinus. 

Zum  Beweis  bemerken  wir  zunächst:  aus  den  Gleichungen  (4) 
folgt,  daß  jede  Periode  einer  von  diesen  Funktionen  zugleich  eine 
Periode  der  andern  ist  Femer  folgt  aus  den  Differentialgleichungen: 
Wenn  z  von  —  ;r  bis  +  n  wächst,  wächst  der  Cosinus  von  —  1 
bis  +  1  und  nimmt  dann  von  +  1  bis  —  1  wieder  ab;  er  nimmt 
also  in  diesem  Intervall  jeden  reellen  Wert  zweimal  und  nur  zwei- 
mal an,  und  zwar,  da  er  nach  seiner  Definition  eine  gerade  Funktion 
ist,  für  entgegengesetzte  Werte  des  Arguments.  Für  diese  nimmt 
aber  der  Sinus,  als  ungerade  Funktion,  nicht  gleiche,  sondern  ent- 
gegengesetzte Werte  an.  Es  giebt  also  in  dem  Intervall  —  ;r . . .  +n 
nicht  zwei  Werte  des  Arguments,  für  welche  Sinus  und  Cosinus 
gleichzeitig  übereinstimmen.  Folglich  kann  es  auch  keine  kleinere 
reelle  Periode  dieser  Funktionen  geben  als  2;r;  w.  z.  b.  w. 

Weiter  folgt  aus  VII  durch  indirekten  Schluß  auf  Grund  der 
Gleichung  §  40,  (8): 

Vin.  27ti  ist  primitive  Periode  der  Exponentialfunktion. 

Wir  untersuchen  nun,  ob  die  Exponentialfunktion  außer  2ni 
und  —  2  ;r  t  etwa  noch  andere  primitive  Perioden  besitzt  Dazu 
leiten  wir  zunächst  aus  ihrer  Definition  und  den  Gleichungen  (13) 
und  (17)  von  §  40  die  Sätze  ab: 

IX.  Die  Exponentialfunktion  wächst  stetig  von  0  bis  +00,  wenn 
ihr  Argument  stetig  zunehmend  alle  reellen  IVerte  von  —  00  Äi»  +  oo 
durchläuft. 

X.  Sie  nimmt  also  jeden  reellen  positiven  ikert  für  einen  und  nur 
für  einen  reellen   If'ert  ihres  Arguments  an. 

Angenommen  nun,  es  sei  a  eine  Periode  der  Exponentialfunktion, 
und  es  seien  Zj  und  z^  zwei  um  a  verschiedene  Werte: 

9)  Zj  -  Zj  =  a ; 
dann  muß: 

10)  ^>  =  ^ 

sein.      Die    Formeln    (4)    und    (11)    von    §  40   gestatten,    in    dejr 
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Exponentialfunktion  reellen  und  imaginären  Bestandteil  zu  trennen; 
sie  ergeben  nämlich: 

11)  ^  +  »y  =  tf*  cosy  +  le'  siny . 

Wird  also  z^  =  x^  -\-  iy^^  ^2  ~  ^3  +  ^^2  g^ß^tzt,  so  folgt  aus  (10): 

12)  e*»  cos^j  =  e*«  cosy^,     e*'  siny^  =  e^  siny^ 
und  aus  b.eiden  Gleichungen  vermöge  §  40,  (16): 

Daraus  folgt  aber  nach  X: 

und    die   zum  Beweis  von  Satz  VII   angewandten  Schlüsse    zeigen, 
daß  dann  aus  den  Gleichungen  (12): 

^2  =  ^1  +  2  Ä  ;r 

folgt     Somit  haben  wir  den  Satz: 

XI.  Jede  Periode  der  Exponentialfunktion  ist  ganzzahliges  Multiplum 
von  2  n  1,  jede  Periode  des  Sinus  oder  Cosinus  ganzzahliges  Multiplum 
von  2if. 

Wir  fügen  dem  noch  die  Definition  bei: 

XIL  Eine  periodische  Funktion  y  deren  sänftliche  Perioden  ganZ' 
zahlige  Multipla  einer  primitiven  Periode  sind,  heißt  eine  einfach 
periodische  Funktion; 

dann  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

XHL  Exponentialftinktion,  Sinus^  Cosinus  sind  einfach  periodische 
Funktionen. 
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Abbiidungen. 

Die  letzten  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  gestatten 
nun  auch,  die  durch  die  Funktionen  e*,  sinz,  cosz  vermittelten 
konformen  Abbildungen  im  einzelnen  zu  verfolgen.  Was  zunächst 
die  erste  von  diesen  Funktionen  betrifft,  so  folgt  aus  jenen  Ent- 
wicklungen: 

I.  Die  Finktion  w  =  e*  nimmt  jeden  endlichen,  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  w  in  unendlich  vielen  Punkten  der  z-Ebene  an,  die  sich 
alle  aus  irgend  einem  von  ihnen  durch  Addition  und  Subtraktion  be- 
liebiger ganzzahliger   Vielfacher  von  2 ni  ergeben. 

Ziehen  wir  also  in  der  z-Ebene  zwei  Parallelen  zur  :r-Axe  im 
Abstände  2  71  von  einander  und  rechneu  die  eine  von  ihnen  mit  zu 
dem  von  ihnen  begrenzten  Streifen,  die  andere  nicht,  so  föUt  von 
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jedem  solchen  PunkUggregat  je  ein  Punkt  in  den  Streifen.  Jeder 
solche  Streifen  wird  also  durch  die  Funktion  w  =  e*  gerade  aaf  die 
ganze  lo-Ebene  abgebildet,  und  zwar  ist  die  Abbildung  nach  dem 
allgemeinen  Satze  von  §  34  konform.  Mit  der  in  §  17,  VI  ein- 
gefilhrlfin  Terminologie  Sagen  wir: 

II.  Jeder  von  zioei  im  Abutamie  2ji  von  einander  verlaufenden 
Parallelen  zur  x-Axe  begrenzte  Streifen  kann  alt  Pundamentalhereieh 
der  Funktion  e"  angesehm  irerden.  fVir  nennen  einen  solchen  Streifen 
einen  Periodenstreifen  der  Funktion, 

Übrigens  hat  die  Flinktion  €•,  wie  aus  ihrer  Definition  durch 
eine  beständig  konvergente  Potenzreihe  mit  reellen  Koeffizienten 
hervorgeht,  die  Eigenschaft,  für  reelle  Werte  von  z  reelle  und  fllr 
konjugiert  imaginäre  Werte  von  :  konjugiert  imaginäre  Werte  an- 
zanehmen;  sie  ist  also  im  Sinne  der  §  18,  X  gegebenen  Definition 
I  eine  symmetrisch  automorphe  Funktion.      Infolgedessen   können  wir 

'  ihren  Fundamentalbereich  aus  zwei  zu  einander  be/Oglich  der  J-Äxe 

'  symmetrischen  StUcken  zusammensetzen.     Man  sieht,  daß  dos  dann 

1  der  Fall  ist,  wenn  man  ihn  durch  die  beiden  Geraden  y  =  ~  n  und 

I  y  =  -f-  n  begrenzt.     Bilden  wir  diesen  Streifen  dnrch  w  =  ^  auf  die 

I  ro-Ebene  ab,  so   erfcheint  diese   ala  längs  der  Halbaxe  der  negativ 

^^irei 


Z-Ehenf. 


V^^A,AAAAAAA  ^  AA  AAAAAAA  AV.AAAyv 


v-T,heiie 


Fig.  10. 
reellen  Zahlen  aufgeschnitten,  indem  die  beiden  „Ufer"  dieses  Schnittes 

beiden  Rändern  des  Streifens  entsprechen.  In  Fig.  19  ist  das 
ebenso  wie  in  den  früheren  Figuren  10,  11  angedeutet. 

Wir  geben  noch  an,  welche  Linien  der  w-Ebene  den  Parallelen 
zu  den  Äsen  in  der  r-Ebene  entsprechen: 

TIT.  Bei  der  durch  te  =  e'  riermittelten  konformen  Abbildung  ent- 
xprecben  deji  Parallelen  zur  y-Axe  (j  =  consL)  Kreise  der  >o-Ebene: 
1}  «»  +  1-»  =  ^', 

deren  Jiadien  in  geometrischer  Progression  zunehmen,  irena  dir  Abscissen 
jener  Geraden  in  arithmetischer  Progression  wachsen.      Ben  Parallelen 
zur  x-Axe  ft/  ^  const.)  entsfirechen  IJalbstrahlen 
2)  K  sin  y  —  i>  cos  .V  =  0 

der    w-Ehene,    trelrhe    gleiche    fViiAel   mit   einniidrr    bilden,    imin   jene 
Geraden  in  gleichen  Abständen  aufeinandeT  folgen. 
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Was  die  Funktionen  sin  z  und  cos  z  betriflft,  so  haben  auch  sie 
Periodenstreifen  Yon  der  Breite  2n\  nur  sind  sie  bei  ihnen  durch 
Parallele  zur  y-Axe  begrenzt,  wie  bei  e**.  Während  aber  e**  jeden 
Wert  in  einem  solchen  Streifen  einmal  annimmt,  nehmen  Sinus  und 
Cosinus  jeden  Wert  zweimal  in  ihm  an.  Es  geht  das  daraus  hervor, 
daß  diese  Funktionen  außer  der  Periodizität  noch  andere  lineare 
Transformationen  in  sich  zulassen,  wie  die  Gleichungen: 

3)  sin  (;r  —  z)  =  sin  z 

4)  cos(—  z)    =  cosz 

zeigen.      Öfter   aber  können   sie  denselben  Wert   nicht  annehmen, 
denn  z.  B. 

5)  COS  z  = 


+ 1 


y 
'' 


yr^^l. 


7t 


mm^^-  -  -  -^  -  -0mmm 

Fig.  20. 


2«" 

ist  eine  rationale  Funktion  zweiten  Grades  von  ^=,  kann  also 
(§  20,  VIT)  einen  und  denselben  Wert  nicht  für  mehr  als  zwei 
Werte  von  c»*  annehmen. 

Der  Periodenstreifen  ist  z-Ehenc 
hier  also  nicht  zugleich 
Fundamentalbereich;  wir  er- 
halten aber,  da  auch  sin 
und  cos  symmetrisch  auto- 
morphe Funktionen  sind, 
einen  solchen  für  den  cos  nach 
§  1 8,  XI,  wenn  wir  ihn  durch 

y  =  0  und  y  =  tt  begrenzen;  vgl.  die  auf  den  Cosinus  sich  beziehende 
Fig.  20.  Die  tr-Ebene  erscheint  bei  dieser  Abbildung  von  —  1 
nach   —  00  und  von   +  1  nach   +  oo  aufgeschnitten. 

Setzen  wir: 

6)  u  -\-  iv  =  cos(:r  +  ly), 
80  erhalten  wir: 

7)  ?i  = 
und  daraus: 

8) 


^  + 


-y  ßV  _  ß-y 

—  cos  X.     v  = -  sin  X 

[^y^uv    =1,  d.h.: 

\C08  xj  \8m  xj 

IV.  Bei  der  durch  w  =  cosz  vermittelten  Abbildung  entsprechen 
den  Parallelen  zu  den  Axen  der  z- Ebene  in  der  w^ Ebene  konfokaJe 
EWpsen  und  Hyperbeln,  deren  Brennpunkte  in   ±  1  liegen. 
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§  43.    Pole  oder  ausserwesentlich  singulare  Punkte. 

Wir  balien  uns  bisher  bei  iler  üntei-suchung  von  Funktionen 
complexen  Arguments  auf  solche  Bereiche  beschränkt,  in  welchen 
die  zu  untt-rsucheiide  Funktion  regulär  war.  Der  nächst  einfache 
Kall  würde  der  sein,  daU  in  dem  zu  untersuchenden  Bereiche  einzelne 
Ausnahmepunkte  liegen,  in  welchen  entweder  überhaupt  kein 
FunktionBwert  ursprünglich  gegeben  ist,  oder  der  gegebene  Funktions- 
wert  in  seiner  Beziehung  zu  den  Nachbarwerten  nicht  mehr  alle 
Bedingungen  erfüllt.  Wir  fassen  zunächst  eineu  einzelnen  solchen 
Ausnahmepnnkt  ins  Auge;  unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen 
vir  annehmen,  er  liege  in  :  =  0. 

Der  einfachste  Fall  würde  der  sein,  daß  man  durch  Abänderutif 
des  für  z  =  0  gegebeiun  Funktionstvertes  (bezw.  wenn  die   ursprüng- 
liche  Definition   dem    Argumentwert    z  =  0    überhaupt    keinen   be-.j 
stimmten  Funktionswert   zuweist,   durch    geeignete   Annahme    eines 
solchen  Wertes)  es  dahin  bringen   kann,    daß   die  Funktion   in   der 
Umgebung  des  Nullpunkts,   diesen  selbst  eingeschlossen,    allen  Be- 
dingungen   genügt      Man    sagt    dann:    die   geijebenen    Fiinktionsirerte 
meäen  im  NuUpuuht  eine  hebbare  Unstetigheit  auf.     Ein  Beispiel  daftlr 
bot   uns   schon    in    §  20    eine    rationah»    Funktion,   die   in    solcher 
Form  gegeben  war,  daß  Zähler  und  Nenner  noch  einen  von  z 
hängigen  Teiler  besaßen.      8nk.be    hebbaren   Ün»tetigkeiten  Mimen 
miillen  tsir    im  folgenden  ausschließen,    indem  wir  stets  aimehmen, 
die    ursprwngUcke  Definition,    wenn    sie    solche    etwa    mit  sich    brachtf, 
bereits  in  geeigneter   H^eise  modifiziert,  bezir.  ergänzt  sei. 

Ferner  haben  wir  bei  rationalen  ganzen  Funktionen  bereits 
eine  bestimmte  Art  singulärer  Punkte  kennen  gelernt,  die  wir  Pole 
nannten.  Dem  enisprechend  können  wir  hier  die  allgemeine  De- 
finition aufstellen: 

L    IFenn  eine  Funktion  f\z)  einer  cnmplexen  Variabein  in  der  Un 
iiebmuf  des  ^nlljmnkts,    diesen  .selbst  ausgeschlossen,  rcgnliir  ist;  tri 
ferner    eine  ganze  Zahl  n    von   der  BeschaffenJieif    sich    angeben    lÖfit^] 
daß  das  Prunkt: 

1)  ;-/'{-■) =/;w 

dtuluTch  zu  einer  auch  im  Anllpunkl  regulären  FanAtion  gemacht  wort 
kanu,    daß    man    ihm    dort    einen    bestimmten    endlichen    ron  Null 
stAiedenen  If  crt  zuschreibt;  dann  sagt  man:  der  Anllpnnht  sei  ein  Pot\ 
m"  Ordmmy  von  f[:), 

'  Nub  WsiUtOTbUB  „KuBerweeeDtlich  singulare!  funkt''. 


I 

afOr 
cher  ■ 
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wird,  so  sagen  wir,  f(z)  sei  im  Unendlichen  regulär.  Aus  dieser 
Definition  und  aus  §  87,  III  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

II.  Eine  im  Unendlichen  reguläre  Funktion  läßt  sich  in  eine  Reihe: 

1)  f{z)  =  a^,  +  flj  z-i  +  a^z-'^  +  ...  +  ß„^~"  +  ... 

enttcickelnj  die  nach  Potenzen  von  z  mit  negcUiven,  ganzzahligerij  fallenden 
Exponenten  fortschreitet  und  außerhalb  eines  bestimmten  Kreises  mit 
dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  unbedingt  und  gleichmäßig  konvergiert. 
Umgekehrt  stellt  eine  solche  Reihe  stets  eine  im  Unendlichen  reguläre 
Funktion  dar. 

Ebenso  folgt  aus  §  43,  m  der  Satz: 

III.  Hat  eine  Funktion  im  Unendlichen  einen  Pol,  so  läßt  sie  sich 
in  eine  Reihe  der  Form  entwickeln: 

f{z)  =  a^^z^  +  a«„  +  i2«-i  +  ...  +  a-22r*  +  a^^z 

>  • 

+  a^  +  a^z"^  +  a^z-'^  +  ...  +  a^-?""  +  ... 

Hieran  knüpft  sich  ein  flir  alle  tiefer  eindringenden  funktionen- 
theoretischen Untersuchungen   fundamentaler  Satz   von  Liouville: 

IV.  Eine  auf  der  ganzen  Kugel  reguläre  Funktion  complexen 
Arguments  ist  notwendig  eine  Konstante, 

Ist  nämlich  f[z)  im  Unendlichen  regulär,  so  giebt  es  eine  Größe 
M  von  der  Eigenschaft,  daß  |  f{z)  \  <  M  ist,  sobald  |  z  \  größer  ist 
als  eine  bestimmte  Größe  R.  Ist  f(z)  auch  im  Endlichen  überall 
regulär,  so  gilt  für  sie  Satz  VI  von  §  39.  Die  in  diesem  Satze  vor- 
kommende Zahl  G  ist  aber  <  M,  sobald  r  y  R  ist;  also  müssen 
die  Koeffizienten  a^  der  MACLAURiNSchen  Reihenentwicklung  von  f{z) 
kleiner  sein  als  Mr"^  für  jeden  noch  so  großen  Wert  von  r.  Das 
ist  aber  für  keinen  positiven  Wert  von  n  möglich,  wenn  nicht  o^  =  0 
ist.     Also  muß  sich  f{z)  auf  a^,  reduzieren.^ 

Satz  IV  ist  deslialb  so  wichtig,  weil  es  mit  seiner  Hilfe  häufig 
gelingt,  von  einer  Funktion,  von  der  man  nur  die  Eigenschaften, 
aber  keinen  analytischen  Ausdruck  kennt,  einen  solchen  zu  finden. 
Erste  Beispiele  dafür  sind  die  beiden  folgenden  Sätze: 

V.  Eine  Funktion,  die  im  Endlichen  überall  regulär  ist  und  im 
Unendlichen  einen  n-fa^hen  Pol  hat,  ist  eine  rationale  ganze  Funktion 
nten  Grades. 

Hat  sie  nämlich  im  Unendlichen  einen  n-fachen  Pol,  so  gestattet 
sie  dort  eine  Entwicklung  der  Form  (2).     Setzen  wir  dann: 


*  Man  kann  den  Satz  auch  beweisen,  indem  man  die  Unglchg.  (7)  von 
§  35  auf  die  beiden  Bereiche  anwendet,  in  welche  die  Kugel  durch  eine  Linie 
r  zerlegt  wird;  vgl.  C.  Neumahn,  Riemann's  Theorie  der  Aberschen  Integrale. 
1.  Aufl.  (Lpz.  1865)  p.  149  £ 
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und  bilden  die  Differenz  f{z)  —  i//(z),  so  ist  diese  fm  Endlichen  überall 
regulär;  denn  f\z)  ist  es  nach  Voraussetzung  und  i^(z)  nach  §  31. 
Sie  ist  aber  nach  (2)  auch  im  Unendlichen  regulär,  also  nach  IV 
eine  Eonstante  und  zwar  =0,  da  sie  für  z  =  oo  gleich  Null  ist. 
Also  ist  f[z)  gleich  der  rationalen  ganzen  Funktion  \f)  (z),  w.  z.  b.  w. 

VL  Eine  Funktion  f(z),  die  auf  der  ganzen  Kugel  mit  Ausnahme 
einzelner  Pole  überall  regulär  ist,  ist  eine  rationale  Funktion. 

Seien  a^,  (v  =  1,  2  .  .  .  w)  die  im  Endlichen  gelegenen  Pole  von 
/"(z),  ky  ihre  Ordnungszahlen;  seien 

4)  xp^{z) 


_  ^      V«» 


^^  ix  -  a  r 


m  =  l 


die  Glieder  mit  negativen  Exponenten  in  der  für  die  Umgebung  von 
Oy  gültigen  Reihenentwicklung.  Bilden  wir  dann  die  rationale 
Funktion : 

5)  VW  =  ±t^,W 

und  die  Differenz  f[z)  —  \p{z\  so  ist  diese  im  Endlichen  überall  regulär, 
auch  in  den  Punkten  a^,  Oj  .  .  .  a^;  im  Unendlichen  ist  sie  regulär 
oder  hat  einen  Pol,  je  nachdem  für  f[z)  das  eine  oder  das  andere 
zutrifft  Sie  ist  also  nach  V  eine  rationale  ganze  Funktion  x  {^)  oder 
nach  IV  eine  Konstante  (rationale  ganze  Funktion  nullten  Grades). 
Also  ist  f[z)  gleich  der  rationalen  Funktion  t//  (z)  +  ;t'  (^)>  w.  z.  b.  w. 
Wenden  wir  diesen  Satz  auf  den  reciproken  Wert  einer  ratio- 
nalen ganzen  Funktion  mten  Grades  g{z)  an,  so  ist  ;^(z)  jedenfalls 
eine  Konstante;  bringen  wir  ip{z)  +  x{^)  ^^f  gemeinsamen  Nenner, 
so  wird  es  ein  Quotient  zweier  Polynome  h^(z)/h^{z),  dessen  Nenner 
h^{z)  vom  Grade  k  =  k^  +  k^  +  , . ,  +  k^^,  dessen  Zähler  h^{z)  höchstens 
von  diesem  Grade  ist     Aus  der  Gleichung: 


6) 


_*,(*) 


g  («)       A,  (*) 
oder 

folgt  dann,  daß  k^m  sein  muß.  Die  Anzahl  der  Pole  von  \jg(z\ 
d.  h.  der  Nulli)uiikte  von  g[z)  (jeder  so  oft  gerechnet  als  seine 
Ordnungszahl  angiebt)  ist  also  mindestens  =  m;  da  sie  nach  19,  IV 
auch  nicht  größer  sein  kann,  so  haben  wir  den  Fundamentalsatz  der 
Algebra  bewiesen: 


124     Eindeutige  analffliseke  Funkttottui  einer  eomplexen  FerSnderjiofcni.  fl 


Ii 

1 


Vn.  Jede  algehraigebe  Gleichung  m'"  Graden  hat  im  GeM«, 
unserer  complexen  Ztf/Uen  der  Fnrm  a  +  ii  genau  m  Wurzeln,  wen 
mebrfaihe    Wurzeln  enUjiTechend  oft  gerechnet  werden. 

Fragen  wir  weiter,  wie  sieb  eine  ganxe  transcondento  Funktion 
im  Unendlichen  verbält.     Wir  können  die  Antwort  zum  Teil  schon 
au9   dem    Verhalten    der    in    den    §    40 — 42    untersuchten    einfach 
periodischen  Funktionen    ablesen.      Beschreiben   wir  um   den   NulUJ 
punkt  einen  Kreis    von    noch   so    großem  Radius,    so   bleiben   doch.l 
noch  immer  unendlich  viele  Parallelstreifen  ganz  außerhalb  desselben;! 
eine   periodische  Funktion  nimm  f.  also  jeden  Wert,   den   sie    Qbar-1 
haupt  aunimmt,  in  jeder  beliebigen  Nähe  des  Punktes  oc  noch  un*I 
endlich    oft   an.      e"  i.  B.    nimmt   in  jeder   beliebigen   Nähe   diesra   \ 
Punktes  noch  jeden  Wert  unendlich  oft  an,  ausgenommen  aUein  die 
beiden  Werte  0  und  co.     Aber  auch  diesen  beiden  Werten  kommt 
es   in  jeder  noch  so    kleinen  Umgebung  des  Punktes  co   noch  be- 
liebig nahe. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  jede  ganze  transcendente  FunktioB 
im  Unendlicheu  ein  ähnliches  Verhalten  aufweist,  wie  <?";  und  zwaf 
zeigen  wir  zunäcltst,  daiJ  jede  solche  Funktion  im  Unendlichen  unter 
andern  auch  beliebig  große  Werte  annimmt,  oder  genauer  auB- 
gedrückt: 

VIII.  Wenn  eine  ganze  transcendente  Funktion  /'{r)  und  eint 
positii'e  (noch  so  große)  Größe  31  gegeben  »ind,  giebt  es  aufierhaUi 
jedex  Krekes  (von  noch  80  großem  Radius]  stets  noch  Werte  z,  fär 
welche   l  f{z)  \  >  M  ist. 

Wäre  das  nämlich  außerhalb  eines  Ki-eises  vom  Radius  S  nicht 
mehr  der  Fall,  so  würde  man  auf  Grund  des  Satzes  §  39,  VI  für 
jedes  r  >  Ä  beweisen  können,  daß  die  Koeffizienten  der  MACLADKur" 
sehen  Entwicklung  von  /'(s)  bezw,  kleiner  sind  als  Mr-".  Darau» 
würde  aber  wie  im  Beweise  von  IV  folgen,  daß  sie  alle  0  seüt! 
müssen. 

Diese  Eigenschaft  teilen  also  die  ganzen  transcendenteiC 
Funktionen  mit  den  ganzen  rationalen;  sie  unterscheiden  sich  aber 
von  ihnen  durch  die  folgende: 

IX.  Wenn  eine  ganze  transcendente  Funktion  f{z)  und  eine  poititWK, 
noch  so  kleine  Griifie  e  gegeben  sijid,  so  i/iebt  es  nußerhalh  Jedet. 
Kreises  von  noch  so  großem  Radius  stets  Stellen,  an  welchen  \  f[t)  1 
kleiner  als  e  ist. 

Das  ist  selbstverständlich,  weim  außerhalb  jedes  Kreises  noch 
Nullpunkte  von  /'(;)  liegen,  Wenn  aber  alle  Nullpunkte  von  f[^ 
innerhalb   eines  Kreises  vom  Radius  ff  hegen,  so   kann  ihrer  naok 
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§  39,  IX  nur  eine  endliche  Anzabl  sein;  wir  bezeichnen  sie  mit 
Oj  o^  . . .  a„.  Für  die  Fuuktion  l  lf'(z)  sind  diese  Punkte  Pole;  sei 
wie  im  Beweise  von  VI  (Glchg.  4)  ■yf'A-)  ^^^  Summe  der  Glieder 
mit  negativen  E,tf)onent«ii  in  der  für  die  Umgebung  von  a,  gültigen 
Reibeueut Wicklung  dieser  Funktion.     Dann  folgt  wie  dort,  daß 


-2'vvw 


im  Endlichen  überall  regulär  ist  Es  ist  also  diese  DifTerenz  eine 
ganze  transcendente  Funktion,  die  sich  nicht  auf  eine  Konstante 
reduzieren  kann,  da  sonst  /'(z)  eine  rationale  Funktion  wäre  gegen 
die  Voraussetzung.  Nach  IX  nimmt  also  diese  Difl'erenz  außerhalb 
jedes  Kreises  beliebig  große  Werte  an;  da  jedes  i/',(i),  also  auch 
ihre  Summe,  im  unendlichen  imendlich  klein  wird,  so  folgt,  daß 
auch  t  lf(z]  dort  beliebig  große,  also  /'(x)  beliebig  kleine  Werte  an- 
nimmt; w.  z.  b.  w. 

Wenden  wir  Satz  IX  auf  f[z)  —  c  an,  wo  c  eine  willküi-liclie 
Konstante  bedeutet,  so  folgt  der  altgemeine  Satz: 

X.  Eine  ganze  traiutcendente  Funktion  kommt  m  der  Umgebuiiff 
dea  l\uiktea  ao  jedem    Werte  beliebig  nahe. 

Man  darf  diesen  Satz  nicht  so  verstehen,  daß  eine  solche 
Fniiktioii  jeden  Wert  in  der  Umgebung  von  z  =  on  wirklich  an- 
nimmt. Das  zeigt  diis  Beispiel  der  Exponentialfunktion,  die  in 
keinem  angebbaren  Punkte  U  oder  cx>  wird,  ^ 

Es  hat  wegen  des  Satzes  X  keinen  Zweck,  die  Definition  einer 
ganzen  transcendenten  Funktion,  die  ja  für  ;  =  oo  versagt,  in 
Analogie  mit  §  21,  I  dadurch  ergänzen  zu  wollen,  daß  man  ihr 
dort  irgend  einen  bestimmten  Wert,  sei  ea  auch  r  =  oo,  zuschriebe. 
Dagegen  ist  es  unter  UmatSinden  möglich,  einen  bestimmten  Grenz- 
wert zu  erhalten,  wenn  man  die  Variable  r  auf  Burgetchriehfriem 
Hege  deui  Punkt  er  sich  uähem  läßt.  So  konvergiert  z.  B.  e'  gegen 
OD,  wenn  z  auf  dem  Halbmeridian  der  positiv  reellen  Zalden  nach 
oo  kommt;  gegen  0,  wenn  z  auf  dem  Halbmeridian  der  negativ 
reellen  Zahlen  nach  oo  kommt 


■  PiL'jiRi)  bat  gezeigt  (Car.  C.  E.  99,  1879),  dafi  ee  iii  keinein  Falle  mehr  als 
swei  eodliclie  Werte  geben  kaiiu,  die  vou  eiuer  ganzen  tr&iiBUOii  den  teil  Funktiocj 
In  der  Umgebung  von  %  =  vi  nicbt  wirklich  ungeuoDimeti  nardeu;  doch  'M  es 
)>{ahcr  nicht  gelungeD,  diesen  Sati  elementar  xu  beweisen. 
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§  45.    Cauchys  Satz  von  den  Residuen. 

In  §  35,  V  haben  wir  den  Satz  kennen  gelernt,  daß  das  Integral: 

stets  den  Wert  0  hat,  wenn  es  über  die  Begrenzung  eines  Bereichs 
erstreckt  wird,  in  welchem  die  Funktion  f{z)  regulär  ist;  wir  fragen 
jetzt,  welches  der  Wert  dieses  Integrals  sein  mag,  wenn  in  dem 
Bereich  eine  endliche  Anzahl  Pole  liegen. 

Betrachten  wir  zunächst  einen  Bereich,  in  dem  nur  ein  Pol 
liege,  und  zwar  bei  z  =  0.  Nach  §  35,  VI  können  wir  dann,  ohne 
den  Wert  des  Integrals  zu  ändern,  den  Integrationsweg  zusammen- 
ziehen auf  einen  Kreis  um  den  Nullpunkt  von  beliebig  kleinem 
Radius.     Nach  §  43,  in  ist  aber  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts: 

wo  f\  eine  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  reguläre  Funktion  be- 
zeichnet; wir  erhalten  also: 

Jf{z)dz  =  a^^Jz'^dz  +  ...  +  a^ijz-^dz  +  Jf\{z)dz, 

alle  diese  Integrale  genommen  längs  des  genannten  kleinen  Kreises. 
Das  letzte  dieser  Integrale  ist  0  nach  dem  erwähnten  Satze  (§  35,  V), 
die  andern  haben  wir  bereits  §  35,  VIII  berechnet  Setzen  wir  die 
dort  gefundenen  Werte  hier  ein,  so  erhalten  wir: 

1)  ff[z)dz  =  2ni.a^i. 

Wir  definieren  nun: 

L  Der  Koeffizient  der  (^—  I)^^  Potenz  von  z  —  a  in  der  Ent- 
wicklung einer  Funktion  für  die  Umgehung  des  Poles  z  =  a  heißt  das 
Residuum  der  Funktion  für  diesen  Pol, 

Damit  können  wir  Gleichung  (1)  folgendermaßen  aussprechen: 
II.  Das  Integral  ff[z)dz,  genommen  um  einen  Bereich^  in  welchem 
die  Funktion  regulär  ist  mit  Ausnahme  eines  Poles,  ist  =  2  ;i  i  X    dem 
Residuum  der  Funktion  in  diesem  Pol, 

Haben  wir  nun  einen  Bereich,  in  welchem  mehrere  Pole  liegen, 
so  zerlegen  wir  ihn  in  eine  Anzahl  Teilbereiche  derart,   daß  jeder 

derselben  nur  einen  Pol  enthält,  wenden  den  Satz  U 
auf  jeden  der  Teilbereiche  au  und  addieren  die 
Resultate.  Dabei  ist  über  jede  Grenzlinie  zwischen 
zwei  Teilbereichen  zweimal  zu  integrieren,  aber  in 
entgegengesetzter  Richtung  (nämlich  jedesmal  so, 
Fiff.  21.  ^^^  ^®^  gerade  in  Betracht  kommende  Teilbereich 
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zur  Linken  bleibt).  Die  Integrale  über  diese  inneren  Grenzlinien 
heben  sich  infolgedessen  sämtlich  weg,  und  es  bleibt  nur  das  Ilitegral 
über  die  äußere  Begrenzung  diBS  vorgelegten  Bereichs  übrig.  Wir  er- 
halten somit  den  Satz: 

m.  Dizs  Integral  ff{z)dz,  genommen  um  einen  Bereich ,  in 
welchem  die  Punktion^  abgesehen  von  einer  endlichen  Anzahl  van  Polen, 
regulär  ist,  ist  =  2ni  X  der  Summe  der  Residuen  der  Funktion  iw 
diesen  Punkten, 

Wir  haben  bisher  den  Bereich  stillschweigend  als  ganz  im  End- 
lichen gelegen  vorausgesetzt;  wollen  wir  auch  Bereiche  in  Betracht 
ziehen,  die  den  Punkt  oo  im  Innern  enthalten ,  so  müssen  wir  erst 
festsetzen,  was  unter  dem  Residuum  einer  Funktion  im  Punkte  oo 
verstanden  werden  soll.  Dabei  müssen  wir  beachten:  wenn  wir 
(vgl  §  21)  z  durch  z"^  ersetzen,  tritt  --  z-^dz'  an  Stelle  von  dz; 
das  Integral  ff{z)dz  geht  also  über  in  ^ f  z-^(f{z')dz\  und 
dieses  Integral,  genommen  um  eine  geschlossene  Kurve,  ist  dann  Null, 
wenn  innerhalb  der  Kurve  z--(p(z'\  d.  i.  z^f\z\  regulär  ist  Wir 
finden  so  zunächst,  daß  der  fundamentale  Satz  von  §  35  fiir  einen 
Bereich,  der  den  Punkt  Unendlich  in  seinem  Innern  enthält, 
folgendermaßen  zu  modifizieren  ist: 

rV.  Ba^  Integral  ff{z)  dz,  genommen  über  eine  geschlossene  Kurve ^ 
welche  den  Punkt  oo  umschließt^  ist  =  0,  wenn  z^f(z)  innerhalb  dieser 
Kurve  regulär  ist, 

Ist  aber  z^f{z)  innerhalb  der  Kurve  nicht  regulär,  so  folgt: 

V.  Bei  Anwendung  von  Satz  II  oder  III  auf  einen  Bereich,  der 
den  Punkt  oo  in  seinem  Innern  enthält,  ist  als  Residuum  für  diesen 
Punkt  der  Koeffizient  von  z~^  in  der  Enticicklung  (^  44,  11),^  mit 
entgegengesetztem  Zeichen,  zu  nehmeiu 

Jede  geschlossene  Kurve  auf  der  Kugelfläche  teilt  diese  in  zwei 
Teile  und  kann  als  Begrenzung  jedes  dieser  beiden  Teile  angesehen 
werden.     Ist  eine  Funktion  in  jedem  dieser  Teile, 
abgesehen  von  einzelnen  Polen,  regulär  —  was  nach         /^      ^\ 
§  44,  VI  nur  bei  rationalen  Funktionen  der  Fall      /  \ 

ist   —   so   können  wir  Satz  HI   auf  jeden  dieser      K^^^  Jj 

Teile  anwenden.     Beidemal  tritt  dasselbe  Integral       \^^  ♦^     J 
auf;  aber  die  Integrationsrichtung  ist  die  entgegen- 
gesetzte (nämlich  jedesmal  so,   daß  der  gerade  be-  *^*     ' 
trachtete  Bereich  zu  ihrer  Linken  liegt).   Addieren  wir  also  die  beideia 
Resultate,  so  heben  sich  die  Integrale  fort,  und  es  ergiebt  sich  der  Satz- 


*  Nicht  etwa  der  von  %'^^\ 
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VI.   Die  Summe   s'dmtUckirr   ResidHun   uincr    ratimiidrn   Finil- 
itett  gleich  JVuli. 

§  46.     Der  Satz  von  den  Anzahlen  der  Nullpunlcie  und  der  Pole. 
Zweiter  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra. 

Ist  /'(r)  eine  Funktion  des  complexen  Arguments  :,  f'{z] 
erste  Ableitung,  so  nennt  man  f{:)lf\~)  tue  lot/arUhininche  Ableitw 
von  /'(z);  der  Grund  dieser  Benennung  wird  sich  später  ergeben. 
Man  erhält  weitere  Sätze  über  die  Funktion  f{z),  wenn  man  die 
Sätze  des  vorigen  Paragraphen,  ata.tt  auf  f'(z)  selbst,  auf  ihre 
logarith mische  Ableitung  anwendet;  dazu  bedarf  man  einiger  Sätze 
über  die  letztere; 

I.  Ist  f{z)  in  der  UmgebuTig  eines  Pwüties  z„  regulär  und  in 
diesem  Punkt  von  0  verschieden,  so  ist  dort  f'(z)lfXz)  regulär. 

Denn  ea  sind  dann  sowohl  l//'(z)  (nach  §  33,  VUI)  als  aucl 
f'{z)  (nach  §  38,  Via)  in  der  Umgehung  Ton  z„  regulär. 

II.  Ist  f(z)  in  der  VmgebuTig  eines  Funhtes  z^  regulär  und  hat 
es  in  z^  einen  m-f'achen  Nullpunkt,  so  hat  ('{:]/ f'{z)  in  z,,  einen  ein- 
fachen Pol  und  das  Residuum  m. 

Denn  dann  kann  (§  19,  III) 

1)  /»^{'--^prAW 

gesetzt  werden,  unter  /^(z)  eine   in  der  Umgebung  von  7,,  regulär« 
und  in  Zg  von  Ü  verschiedene  Funktion  verstanden;  daraus  folgt: 

Da  f\{x)lf^[z)  nach  I  in  der  Umgebung  von  z„  regulär  ist,'  so  folgt 
aus  dieser  Gleichung  die  Richtigkeit  des  Satzes  IL  —  Ebenso  wird 


m.  Hat  f'(z)  in  z==  z^  einen  m-facken  Pol,  so  hat  dort  f'{z)jf(z) 
einen  einfachen  Pol  mit  dem  Residuum    —  m. 

Beim  Beweis  dieser  Sätze  (I)  bis  (lU)  wurde  angenommen,  daß 
es  sich  um  einen  im  EndUcben  gelegenen  Punkt  handelt.  Für  einen 
unendlich  fernen  Punkt  gilt  Satz  I  unverändert,  von  Satz  II  and 
m  aber  nur  die  auf  den  Wert  des  Residuums  sicli  beziehenden 
Behauptungen,  nicht  die  Behauptung,  daü  f'(z)lf{z)  in  diesen  Fällen 
einen  einfachen  Pol  habe.  Die  logarithmische  Ableitung  ist  viel- 
mehr auch  in  diesen  Fällen  im  Unendlichen  regulär.  Für  die  Aii> 
Wendungen,  die  wir  nunmehr  macheu  wollen,  ist  das  irrelevant: 
kommt  bei  ihnen  nur  auf  die  Residuen  an. 


I 
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Ztmächst  erhalten  wir  nämlich   aus  Satz  m  von  §  45,  wenn 
wir  ihn  auf  f{z)lf{z)  anwenden: 
IV.  Das  Integral: 


dZy 


in  positivem  Sinne  erstreckt  um  die  Begrenzung  eines  Bereiches^  in 
welchem  die  Funktion  f\z)  bis  auf  einzelne  Pole  überall  regulär  ist,  ist 
gleich  der  Anzahl  der  Nullpunkte  von  f[z)  in  diesem  Bereich,  vermindert 
um  die  Anzahl  der  Pole;  jeder  Nullpunkt  und  jeder  Pol  ist  dabei  so 
oft  zu  zählen,  als  seine  Ordnungszahl  angiebt 

Femer  liefert  Satz  VI  von  §  45: 

V.  Jede  rationale  Funktion  wird  auf  der  Kugel  ebenso  oft  Null 
wie  unendlich, 

und  wenn  wir  ihn  statt  auf  f{z)  auf  f{z)  —  c  anwenden: 

VL  Fine  rationale  Funktion  nimmt  jeden  beliebigen  JFert  c  ebenso 
oft  an,  als  sie  unendlich  wird. 

Auch  bei  diesen  Sätzen  sind  mehrfache  Nullpunkte  oder  Pole  ihrer 
Ordnungszahl  gemäß  zu  zählen ;  der  Ausdruck :  „f{z)  nimmt  in  z  =  a 
den  Wert  f[z)  =  c  nmal  an'^  bedeutet  dabei:  in  der  Entwicklung  von 
f{z)  nach  Potenzen  von  {z  —  a)  ist  c  das  Anfangsglied,  Glieder  mit 

der  1.,  2 (n  —  l)ten  Potenz  von  {z  —  a)  treten  nicht  auf,  wohl 

aber  ein  Glied  mit  {z  —  a)'». 

Eine  rationale  ganze  Funktion  n^°  Grades  insbesondere  ist  im 
Endlichen  überall  regulär  und  hat  im  Unendlichen  einen  7i-fachen 
Pol;  also  folgt  aus  Satz  V: 

Vii.  Jede  rationale  ganze  Funktion  n^^  Grades  hat  n  Nullpunkte  — 
oder  anders  ausgedrückt: 

VilL  Jede  algebraische  Gleichung  n'*"  Grades  hat  n   Wurzeln, 

Damit  ist  der  Fundamentalsatz  der  Algebra  abermals  bewiesen 
(vgl  §  44,  VH). 

Daraus  folgt  dann  weiter,  daß  eine  rationale  gebrochene  Funktion 
soviele  Pole  hat,  als  ihr  Grad  (§  20,  II)  angiebt.  Denn  ist  der  Grad 
m  des  Zählers  nicht  größer  als  der  Grad  n  des  Nenners,  so  ist  ihr 
Grad  gleich  n\  dann  ist  sie  im  Unendlichen  regulär  und  hat  im 
Endlichen  n  Pole.  Ist  aber  m  >  n,  so  ist  ihr  Grad  =  m  und  es 
kommt  dann  zu  den  n  Polen  im  Endlichen  noch  ein  (m  —  n)CEu;her 
Pol  im  Unendlichen.    Satz  VI  ergiebt  somit: 

IX.  Jede  rationale  Funktion  nimmt  jeden  beliebigen  complexen 
Wert  so  oft  an,  als  ihr  Grad  angiebt 

Wir  benutzen  den  Satz  IV  femer  noch,  um  eine  wesentliche 
Er^nzung  des  Satzes   VIII  von   §  33   abzuleiten.      Sei    nämlich 
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w  =  f(z)  eine  in  einem  Kreise  um  den  Nullpunkt  reguläre  Funktion 
und  /*  (0)  4=  0 ;  unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen  wir  annehmen, 
es  sei  für  z  =  0  auch  tr  =  ü,  da  wir  das  immer  durch  eine  Parallel- 
verschiebung der  M7-Ebene  erreichen  können.  Dann  können  wir  nach 
§  38,  IX  r  so  klein  annehmen,  daß  innerhalb  eines  Kreises  F  vom 
Radius  r  und  auf  seiner  Peripherie  kein  weiterer  Nullpunkt  von  f(z) 
liegt,  so  daß  nach  IV: 

r 

ist  Sei  dann  m  der  kleinste  Wert,  den  |  f{z)  \  auf  F  annimmt,  und 
w^  irgend  ein  Wert  von  tr,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner  als  m 
ist,  80  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln,  die  die  Gleichung: 

f{z)  =  «^1 
innerhalb  F  besitzt: 

4)  n=  -   ~\  -^/.     '  —dz. 

'  2ntJ  f{x)  —  w^ 

r 
Setzen  wir  nun: 

5)  1-^^  =  V(^)  =  <, 
SO  folgt  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4): 

2niJ  rp{x)  2  7nJ    t   ^ 

r  c 

das  letzt«  Integral  genommen  über  diejenige  Kurve  C  der  /-Ebene, 
die  vermöge  der  Glchg.  (5)  dem  Kreis  F  der  z- Ebene  entspricht 
Da  aber  auf  F  n.  Vss.  '  f{z) !  ^  m  >  »r^  ist,  kann  sich  C  nie  so  weit 
vom  Punkte  t  =  l  entfernen,  daß  sie  den  Punkt  t  =  0  einschließen 
könnte;  das  Integral  ist  also  Null,  7i  ist  =1,  die  Gleichung /"(z)  =  tOj 
hat  innerhalb  F  eine  und  nur  eine  Wurzel.  Aus  §  38,  VIII  geht 
aber  hervor,  daß  wir  in  der  z-El)ene  auch  einen  Kreis  um  den  Null- 
punkt von  so  kleinem  Radius  ü{<  r)  angeben  können,  daß  |  f{z)  \  in 
ihm  nur  Werte  annimmt,  die  <  m  sind.  Wir  können  also  den  Satz 
aussprechen: 

X.  Ist  w  =  f(z)  eine  in  der  Umgehung  des  Nullpunkts  reguläre 
Punktion  von  f{z),  und  f  (0)  =)=  0^  so  kann  man  um  ihn  einen  Kreis  twm 
so  kleinem  Radius  beschreiben,  daß  w  in  üim  in  verschiedenen  Punkten 
verschiedene  Werte  annimmt,  daß  also  (§  33,  VIII)  die  JFerte^  die  w 
m  dem  Kreise  annimmt^  einen  Bereich  U  der  w-Ebene  erfüllen^  in  dem 
umgekehrt  z  eine  reguläre  Funktion  von  tr  ist. 
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Znr  wirklichen  Aufstellung  dieser  Funktion  im  einzelnen 
Falle  kann  man  sich  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten 
bedienen:  man  kann  die  als  möglich  erkannte  Entwicklung 
z  =  b^w  +  b^w^  +  ...  in  die  vorgelegte  w  ==  a^z  +  ei^z*  +  ...  ein- 
setzen, die  Koeffizienten  der  einzelnen  Potenzen  von  tc  beiderseit3 
gleichsetzen  und  aus  den  entstehenden  Gleichungen: 

1   =  Oj  Äj 

0  =  a,b^  +  2a^b,b^  +  a^b] 

die  b  successive  berechnen.  Dabei  tritt  kein  anderer  Faktor  im 
Nenner  auf,  als  a^  =/^(0). 

Einen  zuweilen  zu  benutzenden  Satz  erhält  man  noch,  wenn 
man  Satz  DI  von  §  45  auf  zf{z)jf{z)  anwendet  Diese  Funktion 
ist  regulär,  wo  f{z)  regulär  und  von  Null  verschieden  ist;  in  einem 
m-fachen  Nullpunkt  a  von  f(z)  hat  sie  das  Residuum  m  a,  in  einem 
m-fachen  Pol  b  das  Residuum  m  b.  (Beides  gilt  auch  wenn  a,  bezw. 
3  =  0  ist;  dagegen  nicht  für  a  =  oo  oder  3  =  oo.)    Man  erhält  also: 

XL  Das  Integral: 


2 


1  rj'i^)^^ 


in  positivem  Sinne  erstreckt  um  die  Begrenzung  eines  im  Endlichen 
liegenden  Bereiches,  in  welchem  f{z)  bis  auf  einzelne  Pole  überall 
regulär  ist,  ist  gleich  der  Summe  der  Nullpunkte  von  f{z)  in  diesem 
Bereich,  vermindert  um  die  Summe  der  Pole;  mehrfache  Nullpunkte 
oder  Pole  sind  dabei  entsprechend  oft  zu  zählen. 
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Wir  kehren  wieder  zu  dem  CAUCHYschen  Satze  von  §  36  zurück, 

setzen  aber  diesmal  voraus,  daß  das  Gebiet  S,  in  welchem  f{z)  als 

regulär  bekannt  ist,  nicht  von  einer,  sondern  von  zwei  Kurven  F,  y 

begrenzt    sei    (vgl.   Fig.   16,   p.  98).      Auch    in    diesem    Fall    gilt 

Gleichung  (3)  von  §  36;    die  Integration  ist  aber  dann  auch  über 

beide  Kurven  F,  y  zu  erstrecken,  und  zwar  über  jede  dieser  Kurven 

in  solcher  Richtung,  daß  das  Gebiet  S  zur  Linken  liegt.     Wollen 

wir  statt  dessen  über  jede  von  beiden  Kurven  in  demjenigen  Sinne 

integrieren,  der  für  sie  der  positive  ist,  so  haben  wir  das  Vorzeichen 

des  über  y  erstreckten  Integrals  zu  ändern;  die  genannte  Gleichung 

geht  dann  über  in: 

9* 
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1) 


Fassen  wir  insbesondere  den  Fall  ins  Auge,  daß  /*,  y  kon- 
zentrische Kreise  um  den  Nullpunkt  sind,  S  der  von  diesen  Kreisen 
begrenzte  ringl()rniige  Flächenraum.  Dann  ist,  da  doch  tf  einen 
Punkt  innerhalb  6'  bedeuten  sollte,  für  alle  Elemente  des  ersten 
Integrals  i:  <  rj;  wir  können  es  deshalb  ganz  wie  in  g  37  nach 
Potenzen  von  f  mit  steigenden  positiven  ganzzahligen  Exponenten 
entwickeln.  Für  alle  Elemente  des  zweiten  Integrals  dagegen  und 
für  alle  Punkte  f  innerhalb  S  ist: 

lf!>i^;; 

infolgedessen  konvergiert  die  Entwicklung 


2) 


*-f 


C 


.»-1 


für  alle  solche  Wertepaare  (z,  ^)  gleichmäßig.  Sie  darf  daher  glied- 
weise integriert  werden,  imd  wir  erhalten  somit  für  /'(tT)  eine  Ent- 
wicklung der  Form: 

As")  =  «0  +  «1  ?  +  «8  f*  +  •••  +  ««?•+  ••• 

deren  Koeffizienten  sich  wie  folgt  durch  Integrale  ausdrücken: 


3) 


4) 


5) 


/u)_flU 


w  =  0,  1,  2  . . . 


1  r 

"        2nfJ 

r 
''-"  =  2ii/'^"'^'(^)'^^'     n=  1,2,3... 


Diese  beiden  Formeln  (4)  und  (5)  können  wir  noch  in  eine  zusammen- 
ziehen, wenn  wir  von  dem  Satze  §  35,  VI  Gebrauch  machen.    Diesem 

Satze  zufolge  können  wir  nämlich  sowolil  Fy  als  / 
durch  irgend  eine  in  unserem  Kreisring  verlaufende 
Kurve  C  ersetzen,  die  so  beschaften  ist,  daß  sie 
den  Ring  in  zwei  Teile  (einen  von  F  und  C  und 
einen  von  C  und  ;'  begrenzten)  zerlegt,  deren 
jeder  ebenfalls  ringförmig  ist  Wenn  wir  dann 
noch  von  einer  allgemein  üblichen  Schreibweise  flir 
Reihen  der  Form  (3)  Gebrauch  machen,  können  wir 
den  erhaltenen  Satz  folgendermaßen  aussprechen: 
L  Ist  eine  Funktion  /'(^)  reyulär  in  einem  Kreisrinff,  der  von 
zwei    konzentrischen    Kreisen    um    den    Nullpunkt    begrenzt    wird^    so 


Fig.  23. 
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läßt  sie  sich  in  eine  innerhalb  des  Ringgebiets  konvergente  Feihe  der 
Form: 

«=  —00 

enhcickehij  die  sowohl  Potenzen  von  t  mit  positiven,  als  solche  mit 
negativen  Exponenten  in  unendlicher  Anzahl  enthalten  kann.  Die 
Koeffizienten  dieser  Reihe  lassen  sich  ausdrücken  durch  Integrale: 

c 
genommen   über  irgend  eine  Kurve  C,    die  den  Nullpunkt  einmal  um^ 
schließt  und  ganz  innerhalb  des  Kreisringes  verläuft. 

Eine  solche  Reihe  heißt  eine  LAuuENTsche  Reihe. 

Besondere  Erwähnung  verdienen  die  Fälle,  in  welchen  man  den 
Radius  von  F  ins  Unendliche  wachsen  oder  den  von  y  ins  Unbe- 
grenzte abnehmen  lassen  kann,  ohne  daß  die  Funktion  aufhört,  in 
dem  dadurch  erweiterten  Gebiete  den  Bedingungen  des  Satzes  zu 
genügen.  Beides  zugleich  tritt  ein,  wenn  man  mit  einer  Funktion 
zu  thun  hat,  die  auf  der  ganzen  Kugel  regulär  ist,  mit  alleiniger 
Ausnahme  der  Punkte  z  =  0  und  r  =  oo. 

Nehmen  wir  nun  umgekehrt  an,  es  sei  für  eine  Funktion  f[^) 
eine  Reihenentwicklung  der  Form  (3)  gefunden,  die  innerhalb  eines 
Ringgebiets  zwischen  zwei  Kreisen  F,  y  konvergiert;  und  zwar  wollen 
wir  diese  Voraussetzung  noch  näher  dahin  präzisieren,  jede  der 
beiden  Reihen: 

n=0  n=l 

sei  für  sich  innerhalb  des  Ringgebietes  konvergent  Dann  konvergiert 
nach  §  38,  IV  die  erste  Reihe  gleichmäßig  in  jedem  Gebiet,  das 
ganz  innerhalb  F  liegt,  die  zweite  Reihe  gleichmäßig  in  jedem  Ge- 
biet, das  ganz  außerhalb  y  liegt.  Auf  einer  Kurve  der  Art,  wie  C 
in  Fig.  23  konvergieren  also  beide  Reihen  gleichmäßig,  und  wir 
dürfen  sie  folglich  längs  dieser  Kurve  gliedweise  integrieren.  Thun 
wir  das,  nachdem  wir  vorher  noch  mit  ^~"*"^  multipliziert  haben, 
und  berücksichtigen  wir  dabei  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  von 
§  35,  so  finden  wir 

9)  fmt-'^-^<K=2ni.a^, 

0 

was  mit  (7)  übereinstimmt.     D.  h.  also: 

n.  Wenn  eine  Funktion  eine  Entcicklung  der  Form  (3)  zuläßt, 
welche   innerhalb    des  Kreisrings    zwischen   F  und  y    im    angegebenen 
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Sinne  konvergiert^  so  haben  die  Koeffizienten  die  durch  (7)  gegebenen 
Werte;  es  ist  also  nur  eine  solche  Entwicklung  möglich. 

Die  letzte  Behauptung  bedarf  noch  einer  kleinen  Erläuterung, 
damit  nicht  mehr  aus  ihr  herausgelesen  wird,  als  mit  ihr  gesagt 
sein  solL  Es  ist  sehr  wohl  möglich,  daß  eine  Funktion  innerhalb 
verschiedener  Kreisringe  regulär  ist,  etwa  zwischen  y^  und  y^  und 
zwischen  y,  und  /,,  während  auf  y^  z.  B.  Pole  der  Funktion  liegen. 
Dann  kann  Satz  I  auf  jeden  dieser  beiden  Ringe  angewendet  werden 
und  man  erhält  zwei  LAUBENTsche  Entwicklungen,  von  denen  die 
eine  zwischen  y^  und  /,,  die  andere  zwischen  ;',  und  y^  konvergiert; 
und  nun  darf  man  Satz  11  nicht  etwa  so  verstehen^  daß  diese  beiden 
Entwicklungen  in  ihren  Koeffizienten  übereinstimmen  müßten.  Satz  11 
bezieht  sich  vielmehr  nur  auf  Entwicklungen  innerhalb  eines  und 
desselben  Ringgebildes. 

So  lautet  z.  B.  die  Entwicklung  von 

1  __  _i i_ 

innerhalb  des  Kreises  um  den  Nullpunkt  vom  Radius  1 

zwischen  diesem  und  dem  Kreise  vom  Radius  2: 

_j__j \ j^_  *_^«. 

•  •  •       X*      i*        X        2       T      T       •  •  • ' 


außerhalb  des  letzteren: 


13  7 


X*  X"  X" 

Die  Verallgemeinerung  der  Sätze  dieses  Paragraphen  auf  den 
Fall,  daß  die  beiden  konzentrischen  Kreise  nicht  den  Nullpunkt, 
sondern  einen  beliebigen  andern  Punkt  zum  Mittelpunkt  haben,  ge- 
schieht wie  in  §  39,  VII  und  bedarf  wohl  keiner  ausführlichen  Er- 
läuterung mehr. 

§  48.    Verhalten  einer  regulären  Funktion  in  der  Umgebung  eines 

Ausnahmepunictes. 

Es  kommt  öfters  der  Fall  vor,  daß  man  von  einer  Funktion 
zwar  zeigen  kann,  daß  sie  in  einem  Bereich  im  allgemeinen  regulär 
ist,  daß  aber  der  Beweis  für  einzelne  Punkte  dieses  Bereichs  versagt, 
sodaß  die  Frage  nach  dem  Verhalten  der  Funktion  in  diesen  Punkten 
offen  bleibt  In  solchen  Fällen  giebt  der  LAURENTSche  Satz  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  Auskunft 
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Sei  nämlich  etwa  der  Nullpankt  ein  solcher  Punkt,  d.  h.  es  sei 
bekannt,  daß  die  zu  untersuchende  Funktion  f{z)  in  jedem  Punkte 
einer  gewissen  Umgebung  des  Nullpunkts  regulär  ist,  ausgenommen 
im  Nullpunkt  selbst,  über  den  nichts  bekannt  sei.  Dann  kann  man 
den  im  LAUBENTschen  Satze  auftretenden  Kreis  y  beliebig  klein 
nehmen. 

Weiß  man  nun  noch,  daß  \f{z)\  stets  unterhalb  einer  angeb- 
baren Grenze  bleibt,  wie  nahe  auch  z  an  den  Nullpunkt  heran- 
rücken mag,  so  folgt,  daß  die  Koeffizienten  a.^  (§  47,  5)  alle  gleich 
Null  sein  müssen.  Dann  stellt  aber  die  LAURENTsche  Entwicklung 
von  f{z)  eine  im  Nullpunkt  reguläre  Funktion  vor;  und  werden,  wie 
in  §  43  verabredet,  hebbare  Unstetigkeiten  ausgeschlossen,  so  folgte 
daß  diese  Funktion  auch  im  Nullpunkt  mit  f{z)  übereinstimmen 
muß.     Also  gilt  der  Satz: 

I.  Weifi  man  von  einer  Funktion  complexen  Arguments  ^  daß  sie 
in  der  Umgebung  des  Nullpunkts^  abgesehen  von  diesem  selbst,  regulär 
ist  und  bei  beliebiger  Annäherung  an  den  Nullpunkt  ihrem  absoluten 
Betrage  nach  stets  unterhalb  einer  angebbaren  Grenze  bleibt,  so  kann 
man  schließen,  daß  sie  auch  im  Nullpunkt  selbst  regulär  ist;  voraus- 
gesetzt, daß  hebbare   Unstetigkeiten  ausgeschlossen  sind. 

Man  drückt  das  auch  wohl  kürzer,  aber  ungenau  so  aus:  „Eine 
Funktion  complexen  Arguments  ist  überall  da  stetig,  wo  sie  end- 
Hch  ist". 

Kommen  aber  in  der  für  die  Umgebung  des  Nullpunkts  gültigen 
IiAUKENTSchen  Entwicklung  der  Funktion  wirklich  Glieder  mit  nega- 
tiven Exponenten  vor,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob  deren  unendlich 
viele  sind  oder  nur  eine  endliehe  Anzahl.  Im  ersteren  Falle  ver- 
hält sich  die  Funktion  im  Nullpunkt  ebenso,  wie  eine  ganze  trans- 
cendente  Funktion  im  Unendlichen  (§  44,  X),  d.  h.  sie  kommt  in 
jeder  Nähe  desselben  jedem  Wert  beliebig  nahe;  im  zweiten  Falle 
wird  sie  im  Nullpunkt  bestimmt  unendlich  in  folgendem  Sinne:  trenn 
eine  noch  so  große  positive  Zahl  M  gegeben  ist,  läßt  sich  um  den  Null- 
jrnnkt  stets  ein  Kreis  von  so  kleinem  Radius  beschreiben,  daß  für  alle 
Punkte  im  Innern  desselben  \  f\z)  \  >  M  ist  Andererseits :  ist  in 
diesem  zweiten  Fall  der  Pol  ein  w-facher,  so  existiert  der  Grenzwert: 

1)  lim  {(z  -  «)» /•(.-)! 

und   ist  endlich  und   von  Null  vei-schieden ;    dagegen    ist   tür  jede 
(noch  80  kleine)  positive  Zahl  «: 

lim  {(r-a)«  +  7(2)}  =  0 


Eindeiäigi 


and 


lim  j(z  —  aY-*f(z)\  bestimmt  unendlich. 


s  =  a 


Definiert  man  also  ganz  allgemein: 

IL   Man  sagt  von  einer  Funktion  y  sie  werde  für  z  ==  a  bestimmt 
unendlich  von  der  fxten  Ordnung,  wenn  der  Grenzwert 

Um  {{z  -  aYf{z)\ 


t  —  a 


existiert  und  endlich  und  von  Null  verschieden  ist   —    so    kann    man 
den  Satz  aussprechen: 

in.  Wenn  eine  Funktion  complexen  Arguments  in  der  Umgebung 
eines  Punktes  a,  von  diesem  selbst  abgesehen,  eindeutig  und  regulär  ist 
und  in  a  bestimmt  unendlich  wird,  wird  sie  dort  stets  von  einer  angebe 
baren  ganzzaJdigen  Ordnung  unendlich. 


§  49.    Die  FouRiER'sche  Reihe. 

Aus  der  LAUBENTschen,  in  einem  Ringgebiet  zwischen  zwei 
konzentrischen  Kreisen  gültigen  Entwicklung  kann  auf  Grund  der 
§§  40—42  eine  in  einem  Parallelstreifen  gültige  Entwicklung  ab- 
geleitet werden.  Seien  nämlich  r  und  R  die  Radien  der  beiden 
Kreise,  zwischen  welchen  eine  Funktion  f[z)  den  Bedingungen  des 
LAURKNTSchen  Satzes  genügt.  Unbeschadet  der  Allgemeinlieit  dürfen 
wir  annehmen,  es  sei  r  <  1 ,  i?  >  1 ;  wenn  das  nämlich  nicht  schon 
von  Anfang  an  der  Fall  sein  sollte,  können  wir  es  stets  dadurch 
erreichen,  daß  wir  c  2  an  Stelle  von  z  einfüliren,  unter  c  eine  positive 
reelle  Konstante  verstanden.     Dann  können  wir 


1) 


r  =  « 


—  w. 


M  =  e^ 


setzen,  wo  m^,  m^  ebenfalls  positive  reelle  Konstante  sind. 

Durch  die  Funktion: 


O 


»^ 


li 


2)  z^^^ 

wird  dann  auf  den  längs 
der  Halbaxe  der  negativ 
reellen  Zahlen  aufge- 
schnitten gedachten  Kreis- 
Fig.  24.  ring  der  r-Ebene  ein  Recht- 

eck der  ^Ebene  abgebildet;  wird  t  =  t^  +  t^i  gesetzt,  so  lauten  die 
Gleichungen  seiner  Seiten: 


-771 


3) 


t^  =  —n,    f,  =  +  31,     ^=—»1,,    ^  =  »«,. 
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Innerhalb  dieses  Rechtecks  ist  dzjdt  überall  vorhanden,  endlich  und 
von  Null  verschieden,  also  f(z)^q){t)  eine  reguläre  Funktion  von 
t;  und  die  LAUSENTSche  Reihe: 

n  =  —  00 

geht  über  in: 

4)  ?'W=2^n^"" 

n  =—  00 

oder  wenn  wir  statt  der  Exponentialfunktionen  trigonometrische  ein- 
fuhren: 

00  00 

5)  y(0  =  ^0  +  2(^n  +  c-.„)cosn/+  i^'(c„-  c_n)8inn^ 

n=l  n  =  l 

Ist  umgekehrt  eine  im  Innern  des  Rechtecks  reguläre  Funktion 
von  t  gegeben,  so  geht  sie  durch  die  Substitution  (2)  in  eine  im 
Innern  des  aufgeschnittenen  Kreisrings  reguläre  Funktion  von  z  über. 
Zur  Anwendung  des  LAURENTschen  Satzes  ist  aber  erforderlich,  daß 
f{z)  innerhalb  des  unaufgeschnittenen  Kreisrings  regulär  ist  Das 
wird  dann  und  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  (f'(t)  auch  noch 
mindestens  in  schmalen  Streifen  über  die  zur  ^-Axe  parallelen  Seiten 
des  Rechtecks  hinaus  regulär  ist  und  wenn  es  überdies  in  je  zwei 
Punkten  dieser  Seiten,  die  gleiche  Koordinaten  t^  haben,  gleiche 
Werte  annimmt.  Denn  dann  giebt  die  Übertragung  der  Umgebungen 
dieser  beiden  Seiten  in  die  z-Ebene  zwei  in  der  Umgebung  des 
Schnittes  reguläre  Funktionen  von  z,  die  längs  des  Schnittes  über- 
einstimmen, also  nach  §  39,  I  überhaupt  identisch  sind.  Insbesondere  ^ 
ist  das  der  Fall,  wenn  die  Funktion  (f[t)  in  dem  ganzen  von  den 
Geraden  t^  =  —  m^  und  t^  =  m^  begrenzten  Parallelstreifen  regulär 
und  um  2n  periodisch  (§  41,  Ü)  ist.  Wir  können  also  folgenden 
Satz  aussprechen: 

I.  Eine  periodische  Funktion  der  Periode  2  n  kann  in  eine  gleich- 
mäßig konvergente  und  gliedweise  beliebig  oft  differentiierbare  Heike 
der  Form: 

00  X 

qp (0  =  «„  +  2  «n ^os nt+  ^b^^mnt 

»=1  n=l 

(yyFoüRiERSche  Seihe '^)  entwickelt  werden,  wenn  sie  in  einem  Streifen 
regulär  ist,  der  zu  beiden  Seiten  der  Axe  der  reellen  Zahlen  eine  end- 
liche Breite  hat. 


*  Wenn  eine  Funktion  den  vorhergehenden  Bedingungen  genügt,  können 
wir  sie  immer  als  Stück  einer  in  dem  Parallelstreifen  regulären  periodischen 
Funktion  ansehen. 
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Die  Koefiizienteu  dieser  Reihe  bestimmen  sich,  indem  man  in 
die  §  47,  7  gegebene  Darstellung  der  Koeffizienten  der  Laubent- 
schen  Reihe: 


durch  die  Substitution  (2)  t  als  Integrationsvariable  einführt  Man 
findet: 

«0  =  ^0  =  ^/9^W^^ 
6)  a^  =  c^  +  c_„  =  ^f(p{f)cosntdty     {n  >  0) 

*„  =  «K-c.«)  =  ^J(p  {t)  sinnt  dt; 

und  zwar  sind  diese  Integrale  längs  irgend  einer  Kurve  zu  nehmen, 
die  einen  Punkt  der  Seite  t^  =  —  :t  mit  dem  gegenüberliegenden 
Punkt  der  Seite  t^  =  n  verbindet,  am  einfachsten  also  durch  reelle 
Zwischenwerte  von  ^  =  —  n  bis  t  =  +  n. 


§  50.    Summen  unendlich  vieler  regulärer  Funictionen. 

Es  sei  eine  unendliche  Folge  Funktionen  von  z  gegeben: 

die  innerhalb  eines  bestimmten  Bereichs  S  der  z-Ebene  sämtlich  re- 
gulär sind;  man  wisse  femer,  daß  die  Reihe: 


CO 


2)  2/;w 

n  =  l 

in  jedem  Punkte  dieses  Bereichs  konvergiert.  Ihre  Summe  ist  dann 
jedenfalls  eine  complexe  Funktion  (§  31,  I)  der  reellen  Koordinaten 
X  und  y  von  z  =  x  +  ii/;  mehr  können  wir  nicht  behaupten,  solange 
wir  von  den  Funktionen  f^^{z)  nichts  weiter  voraussetzen. 

Setzen  wir  aber  noch  voraus,  daß  die  Reihe  (2)  in  dem  ganzen 
betrachteten  Gebiete  gleichmäßig  konvergiert,  so  können  wir  folgender- 
maßen zeigen,  daß  ihre  Summe  eine  innerhalb  dieses  Bereichs  regu- 
läre Funktion  F{z)  des  complexen  Arguments  z  vorstellt  Sei  F 
die  Randkurve  des  Gebietes,  so  dürfen  wir  die  Reihe  (1),  da  sie 
n.  V.  auch  noch  auf  F  gleichmäßig  konvergiert,  über  diese  Linie 
hin  gliedweise  integrieren.  Das  gilt  fiuch  noch,  wenn  wir  vor  der 
Integration  mit  z  —  ^  dividieren,  vorausgesetzt,  daß  dieser  Nenner 
in  keinem  Punkte  des  Integrationswegs  unendlich  klein  wird;  diese 
Voraussetzung  ist  erfüllt,  wenn  J  ein  innerer  Punkt  des  Bereiches 
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(kein  Randpunkt)  ist  Bezeichnen  wir  also  die  Summe  der  Reihe  (1) 
provisorisch  mit  s{z),  so  haben  wir: 

gx  J}_  r8(x)dx  _  ^ _j_  rfn (x) d x 

r  «  =  i        r 

Auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  können  wir  wie  in  §  37  unter 
dem  Integralzeichen  nach  steigenden  Potenzen  von  z  entwickeln  und 
gliedweise  integrieren;  wir  sehen  so  daß  diese  linke  Seite  eine  re- 
guläre Funktion  von  ^,  F[L)y  ist,  von  der  wir  allerdings  aus  dieser 
Integraldarstellung  allein  nicht  schließen  könnten,  daß  sie  mit  «(^) 
identisch  ist  Die  rechte  Seite  aber  ist,  da  von  den  einzelnen 
Funktionen  f^  vorausgesetzt  war,  daß  sie  in  S  regulär  seien: 

n  =  l 

Also  ist  in  der  That  «(f)  =  -^(?),  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

L  Die  Summe  einer  in  einem  zusammenhängenden  Bereiche  gleich- 
mäßig konvergenten  Reihe  regulärer  Funktionen  ist  selbst  eine  innerhalb 
dieses  Bereiches' reguläre  Punktion. 

Eine  Summe  der  Form  (2)  kann  unter  Umständen  in  jedem 
von  mehreren  unter  sich  nicht  zusammenhängenden  Bereichen  gleich- 
mäßig konvergent  sein.  Sie  wird  dann  in  jedem  dieser  Bereiche  für 
sich  eine  reguläre  Fimktion  darstellen;  aber  nichts  berechtigt  zu 
dem  Schlüsse,  daß  diese  Funktionen  irgendwie  miteinander  zu- 
sammenhängen. Es  braucht  das  auch,  wie  einfache  Beispiele^ 
zeigen,  in  der  That  nicht  der  Fall  zu  sein. 

übrigens  können  wir  aus  der  Gleichung  (3)  noch  weitere 
Schlüsse  ziehen.  Ist  a  irgend  ein  Punkt  innerhalb  des  Bereiches  S, 
so  erhalten  wir: 

also  nach  §  39,  8: 

r  r 

Auch  hier  dürfen  wir  wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  der 
Reihe  Summation  und  Integration  vertauschen;  wir  erhalten  so: 

*  Vgl.  z.  B.  Weiebbtbaös  ges.  W.  Bd.  II,  p.  213,  231. 
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OD  00 


n=l  *     ^*        "^^  n  =  l 


d.  h.  es  gilt  der  Satz: 

II.  Jn  einer  gleichmäßig  konvergenten  Reihe  regrdärer  Funktionen 
dürfen  Differentiationen  beliebig  hoher  Ordnung  gliedweise  vollzogen 
werden^  solange  man  im  Innern  des  Bereichs  bleibt 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  dann  noch: 

in.  Um  die  TAYLORsche  Entwicklung  einer  regulären  Punktion 
zu  erhalten  y  die  durch  eine  in  der  Umgebung  von  z  =^  a  gleichmäßig 
konvergente  Beihe  regulärer  Funktionen  definiert  ist,  darf  man  die 
einzelnen  Glieder  der  Beihe  nach  Potenzen  von  z  —  a  entwickeln  und 
dann    alle  Glieder    mit  gleichen  Potenzen  von  z  --  a  zusammenfassen. 


§  51.    Der  Satz  von  Mihag-Leffler. 

Eine  Funktion  F[z),  welche  im  Endlichen  überall  regulär  ist 
mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von  Polen  «j,  «,  .  .  .  «„,  kann 
nach  §  43  stets  in  der  Form  dargestellt  werden: 

y  =1 

in  welcher  g  (r)  eine  ganze  transcendente  Funktion  von  z  bezeichnet, 
fy[z)  eine  rationale  Funktion,  die  keinen  andern  Pol  hat  als  o,.  Es 
liegt  deshalb  nahe  zu  versuchen,  ob  man  nicht  auch  eine  Funktion 
mit  unendlich  vielen  Polen  in  der  Form  einer  unendlichen  Partial- 
bruchreihe: 


00 


2)  2  /•#)  +  ff  W 

darstellen  kann;  dazu  wird  erforderlich  und  nach  den  Resultaten 
von  §  50  auch  hinreichend  sein,  daß  die  Reihe  gleichmäßig  kon- 
vergiert. Man  überzeugt  sich  an  einfachen  Beispielen,  daß  das  nicht 
jedesmal  der  Fall  ist,  wenn  die  Pole  a^  und  die  Funktionen  fr{z), 
die  die  Art  des  Unendlichwerdens  von  F{z)  angeben,  willkürlich 
vorgeschrieben  sind.  Die  hieraus  entspringende  Schwierigkeit  hat 
Mittag-Leffler  durch  den  Nachweis  überwunden,  daß  man  stets 
rationale  ganze  Funktionen  g^{z)  so  bestimmen  kann,  daß  die  Reihe: 

3)  ^(/vW-.'^W) 
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gleichmäßig  konvergiert.  Wir  wollen  hier  jedoch  den  Beweis  nicht 
flir  den  allgemeinsten  Fall  durchführen,  sondern  nur  mit  einer  für 
die  meisten  Anwendungen  ausreichenden  Allgemeinheit.^ 

Vor  allem  ist  zu  bemerken:  wenn  die  Funktion  im  Endlichen 
bis  auf  Pole  überall  regulär  sein  soll,  so  darf  die  Gesamtheit  der 
Punkte  Oy  keinen  Häufungspunkt  im  Endlichen  besitzen  (§  43,  IV). 
Es  dürfen  also  in  keinem  endlichen  Bereiche  unendlich  viele  von 
den  Punkten  a^  liegen  (§  26,  XXIV),  m.  a.  W.  es  muß: 

4)  lim  I  fly  I  =  00 


y=ao 


sein.  Wir  wollen  nun  erstens  voraussetzen ,  |  Oy  |  wachse  so  rasch 
mit  wachsendem  v,  daß  sich  eine  ganze  Zahl  n  von  der  Beschaffen- 
heit bestimmen  läßt,  daß  die  Reihe: 


5) 


00 


y=, 


Oy 


—  n 


konvergiert  Zweitens  setzen  wir  voraus,  diÄ  vorgeschriebenen  Pole 
seien  alle  von  gleicher  Ordnungszahl  X  und  die  Partialbruch- 
zerlegung  jeder  der  Funktionen  f^  bestehe  nur  aus  je  einem 
Term,  mit  übereinstimmenden  Koeffizienten,  die  wir  dann  alle  =  1 
annehmen  dürfen;  es  sei  also: 

Sei  nun  erstens  X  =  n\  sei  irgend  ein  endlicher  Bereich  gegeben, 
der  keinen  der  Punkte  Uy  enthält;  sei  M  der  größte  Wert,  den  \z\ 
in  diesem  Bereiche  annimmt,  ju  irgend  eine  positive  Zahl  >  1. 
Dann  teilen  wir  zunächst  die  Punkte  Uy  in  zwei  Klassen,  je  nach- 
dem \cLy\^iAM oder  \ay\  >  fjiM  ist.  Von  Punkten  der  ersten  Klasse 
ist  nach  Voraussetzung  nur  eiue  endliche  Anzahl  vorhanden,  sagen 
wir  etwa  ä;  für  jeden  Punkt  üy  der  zweiten  Klasse  und  jeden  Punkt 
z  des  gegebenen  Bereiches  ist 

d.  h.  kleiner  als  eine  von  z  und  v  unabhängige  endliche  Größe. 
Spalten  wir  nun  von  der  zu  untersuchenden  Reihe  die  endliche 
Summe: 

>•  =  1 


ab,  so  bleibt  die  unendliche  Reihe: 


^  Für  den  allgemeinen  Fall  vgl  man  etwa  Weierstrass,  ges.  W.  Bd.  IL 
p.  189. 
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übrig.  Jedes  Glied  dieser  Reihe  entsteht  aus  dem  entsprechenden 
Glied  der  Reihe  (5)  durch  Multiplikation  mit  einem  Faktor  (7),  von 
dem  gezeigt  ist,  daB  er  für  alle  Glieder  unterhalb  einer  und  der- 
selben endlichen  Grenze  liegt.  Da  nun  die  Reihe  (5)  nach  Voraus- 
setzung unbedingt  konvergiert,  so  konvergiert  auch  die  Reihe  (9) 
unbedingt;  und  zwar  gleichmäßig,  da  der  genannte  Faktor  von  z 
unabhängig  ist  Fügen  wir  die  Anfangsglieder  (8)  wieder  hinzu,  so 
erhalten  wir  den  Satz: 

I.  Konvergiert  die  Reihe  (Ö),  so  konvergiert  die  Reihe: 


00 


10) 


unbedingt  und  gleichmäßig  in  jedem  im  Endlichen  gelegenen  Bereiche, 
der  keinen  der  Punkte  a^  enthält 

Ist  zweitens  A  >  n,  so  gehen  die  Glieder  der  Reihe: 


11) 


00 


aus  den  entsprechenden  GUedem  der  Reihe  (10)  durch  Multiplikation 
mit  den  Faktoren 

12)  (r-a^)-^  +  « 

hervor.  Werden  um  die  Punkte  Oy  kleine  Kreise  vom  Radius  p 
beschrieben  und  wird  z  auf  einen  Bereich  beschränkt,  außerhalb 
dessen  alle  diese  Kreise  liegen,  so  ist  jeder  der  Faktoren  (12)  für 
alle  Punkte  z  dieses  Bereiches  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
als  die  von  z  und  v  unabhängige  endliche  Größe: 

Da  nun  die  Reihe  (10)  unbedingt  konvergiert,  so  folgt: 

n.  Konvergiert  die  Reihe  (ö),  so  konvergiert  die  Reihe  (li)  auch 
für  A  >  n  unbedingt  und  gleichmäßig  in  jedem  im  Endlichen  gelegenen 
BereichCj  der  keinen  der  Punkte  a^   enthalt 

Ist  aber  drittens  A  <  w,  also  —  X  +  n  positiv,  so  können  wir  so 
nicht  schließen;  denn  dann  ist  ,-r  — a„|-^  +  '»  nicht  kleiner,  sondern 
größer  als  ()-^+".  Wir  können  aber  in  diesem  Falle  folgender- 
maßen verfahren.  Durch  gliedweise  Integration  zwischen  zwei  be- 
liebigen Grenzen  z^,  z  auf  beliebigem  Wege  innerhalb  des  Bereiches 
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gleichmäßiger  Konvergenz  —  die  nach  §  28,  IV  erlaubt  ist  —  er- 
halten wir  aus  der  Reihe  (10)  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe: 

deren  einzelner  Term  fllr  z  =  Oy  unendlich  wird  wie  (z  —  0^)-"  +  ^, 
die  also  fttr  A  =  n  —  1  die  Aufgabe  löst  Auf  diese  Reihe  können 
wir,  wenn  n  >  2  ist,  denselben  Schluß  noch  einmal  anwenden,  und 
so  fortfahren,  bis  wir  die  Exponenten  im  Nenner  auf  A  herabgedrückt 
haben.  Wir  wollen  das  Resultat  nur  unter  der  vereinfachenden 
Voraussetzung  explizite  hinschreiben,  daß  der  Nullpunkt  nicht  zu 
den  ax  gehört;  dann  dürfen  wir  Zq  =  {)  setzen  und  erhalten  so  den 
Satz: 

TTT-  Konvergiert  die  Reihe  (5)  und  ist  A  <  n,  so  konvergiert  auch 
die  Seihe: 

^f       1 l_-fi  4.  A.  _5_  4.  ii^fJ"  ^)  ** 

14)  '   •'=-^ 


•••(5:?)|^;]l 


unbedingt  und  gleichmäßig  in  jedem  im  Endlichen  gelegenen  Bereiche^ 
der  keinen  der  Punkte  a^  in  seinem  Innern  enthält;  vorausgesetzt,  daß 
der  ganze  unter  dem  Summenzeichen  stehende  Ausdruck  als  ein  Glied 
der  Reihe  betrachtet  und  nicht  auseinander  gerissen  wird* 

Man  kann  das  Bildungsgesetz  der  Reihe  (14)  übrigens  auch  so 
aussprechen:  es  muß  zu  (r  — a^)-^  eine  solche  rationale  ganze 
Funktion  von  z  addiert  werden,  daß  jedes  GUed  der  Reihe  im  Null- 
punkt von  der  Ordnung  (n  —  X)  Null  wird. 

Aus  dem  allgemeinen  Satze  von  §  50  folgt  dann,  daß  jede  der 
Reihen  (10),  (11),  (14)  eine  im  Bereiche  ihrer  gleichmäßigen  Kon- 
vergenz reguläre  Funktion  von  z  vorstellt.  Dir  Verhalten  in  einem 
der  Punkte  a^  ergiebt  sich,  wenn  man  das  auf  diesen  Punkt  sich 
beziehende  Glied  aus  der  Reihe  herausnimmt;  die  übrig  bleibende 
Reihe  konvergiert  auch  in  der  Umgebung  von  a^  gleichmäßig,  ist 
also  dort  regulär,  und  die  Funktion  hat  also  wirklich  in  z  =  o^  einen 
Pol  der  vorgeschriebenen  Art. 

IV.  Die  allgemeinste  Fujiktion,  welche  in  allen  diesen  Punkten  Pole 
der  vorgeschriebenen  Art  hat,  tcird  erhalten,  indem  man  zu  der  Reihern 
summe  noch  die  allgemeinste  ganze  transcendente  Funktion  addiert 
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Handelt  es  sich  darum,  eine  vortjelegte  Funktion  in  eine  Partial- 
bruchreihe  der  hier  betrachteten  Art  zu  entwickeln,  so  bietet  die 
Bestimmung  dieser  komplementären  ganzen  Funktion  eine  gewisse 
Schwierigkeit,  die  in  geeigneten  Fällen  durch  das  folgende,  schon 
von  Cauchy  angegebene  Verfahren  überwunden  werden  kann. 

Man  nehme  eine  unendliche  Folge  von  geschlossenen  Linien 
Cy  (v  =  1,  2,  3  .  . .)  an,  von  der  Beschaffenheit,  daß  jedesmal  der 
Punkt  Oy  innerhalb  6V,  dagegen  außerhalb  C,,_i  liegt.  Beschreibt 
man  dann  um  a^,  a^  ,  .  .  a^  kleine  Kreise,  so  kann  man  auf  den 
Bereich  zwischen  C^  und  diesen  Kreisen  den  Satz  von  §  36,  II  an- 
wenden; man  erhält  so: 

15)  Aa=i^/;(?)  +  ^/^^; 

die  Aufgabe  ist  also  gelöst,  wenn  es  bei  irgend  einer  geeigneten 
Wahl  der  Kurven  C^  gelingt,  den  Grenzwert  zu  bestimmen,  gegen 
welchen  das  rechts  stehende  Integral  für  lim  A  =  oo  konvergiert^ 
In  den  einzelnen  Fällen  der  Anwendung  läßt  sich  diese  Methode 
noch  mannigfach  modifizieren;  man  kann  z.  B.  in  jede  der  Kurven 
Cy  statt  einen,  zwei  Pole  mehr  aufnehmen  als  in  die  vorhergehende. 
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Wir  kehren  nunmehr  mit  den  inzwischen  gewonnenen  Hilfs- 
mitteln zu  der  §  42  abgebrochenen  Untersuchung  einfach  periodischer 
Funktionen  zurück.  Der  Satz  des  letzten  Paragraphen  giebt  uns 
ein  Mittel,  solche  Funktionen  a  priori  zu  bilden. 

Indem  wir,  wenn  erforderlich,  c  z  statt  z  als  Argument  einführen, 
können  wir  erreichen,  daß  1  primitive  Periode  wird.  Wir  versuchen 
nun  eine  Funktion  mit  dieser  Periode  zu  bilden,  welche  im  Null- 
punkte einen  Pol  hat;  dann  muß  sie  noth wendig  auch  in  allen  den- 
jenigen Punkten  Pole  haben,  die  aus  dem  Nullpunkt  durch  Addition 
und  Subtraktion  von  Perioden  hervorgehen;  also  in  den  Punkten 

z  =  1,  2,  3  ...  in  inf.;     z  =  —  1,  —  2,  —  3  ...  in  inf. 

Nun  bilden  wir  zunächst  einmal  überhaupt  eine  Funktion,   welche 
diese  Punkte  (und  keine  andern)  zu  Polen  hat;   um  die  Sätze  des 


*  Wegen  weiterer  Ausführungen  vgl.  man  etwa  E.  Picabd,  Trait6  d'analTBe, 
T.  II  (Parie  1898),  chap.  IV,  No.  6  flF. 
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▼Öligen  Paragraphen  anwenden  zu  können,  müssen  wir  fragen,  ob 
die  Reihe: 

OD 

filr  irgend  einen  Wert  von  n  konvergiert  Aus  den  Elementen  ist 
bekannt,  daß  das  zwar  nicht  für  n  =  1 ,  wohl  aber  für  n  =  2  der 
Fall  ist     Es  ist  also  nach  §  51,  (10)  zunächst: 


1)  fi  w  = 


+  30 


M=—  OC 


eine  Funktion,  welche  alle  die  genannten  Punkte  zu  zweifachen 
Polen  hat  Wollen  wir  aus  ihr  nach  §  51,  (13)  eine  andere  bilden, 
für  welche  diese  Punkte  nur  einfache  Pole  sind,  so  müssen  wir  be- 
achten, daß  die  dort  gemachte  Voraussetzung,  der  Nullpunkt  sei 
nicht  unter  den  Punkten  Oy,  hier  nicht  zutrifft.  Wollen  wir  also 
jenen  Satz  hier  anwenden,  so  müssen  wir  ihn  nicht  auf  f\  {z)  selbst, 
sondern  auf /J  (z)  —  z-'-  anwenden;  wir  erhalten  so  eine  Funktion: 


y  z=  —  -Xi 


(Der  Accent  am  Summenzeichen  soll  hier  und  im  folgenden  an- 
deuten, daß  der  Wert  v  =  0  aus  den  Werten,  über  welche  summiert 
wird,  auszulassen  ist.) 

Von  diesen  beiden  so  konstruierten  Funktionen  können  wir  nun 
folgendermaßen  zeigen,  daß  sie  wirklich  1  zur  Periode  haben.  Von 
der  ersten  folgt  es  direkt  aus  der  Darstellung  (1).  Denn  ersetzen 
wir  in  dieser  z  durch  z  +  1,  so  erhalten  wir,  ausführlich  geschrieben: 


—  X 


j^'  ix  +  i-  yy  ^  (i  +  w  ^  ^  {X  +  1  -  yy 

Ersetzen  wir  hier  den  Summationsbuchstaben  v  durch  a  +  1,  so  er- 
halten wir: 


+  .\.+     y  ' 


^  (r  -  uy  ^  (X  +  ly  ^  ^  {X  "  fiy ' 

./i  =  0  /t=-2 


und  das  ist  wieder  die  ursprüngliche  Reihe,  nur  daß  das  Glied  r-^ 
mit  der  ersten  Summe  vereinigt  und  das  Glied  [z  +  1)~-  aus  der 
zweiten  Summe  herausgehoben  ist    f]s  ist  also  in  der  That: 

3)  /;(-  +  !) =/;(•). 

BüSKHABOT,  Funktionen.    I.  10 


f 

^^^^ 

^ 

Für  die  Funktion  f^{z)  können  wir  niclit  denselben   SchluU 
machen,  weil  wir  die  Klammern  in  (2)  nicht  auflösen  dttrlen;  aber  da 

4)  /;(-)- -^                      ■ 

ist,  so  folgt  aus  Gleichnng  (3)  durch  unbeBtimmte  Integration;        H 

5)  /;(=  +  i)=/;w  +  c.                     ^ 

Dabei    bedeutet    C  eine    Integrationskonstante,    die   wir   bestimmen 
können,  sobald  wir  fiir  irgend  einen  besonderen  Wert  z  die  Weite 
beider  Seiten  kenneu.    Wir  können  auch  einen  Wert  von  ;  benutzen, 
fiir  den   beide  Seiten   unendlich  werden;  wir  müssen  dazu  die  An- 
fangsglieder  der   für   die    Ümgebuug   dieses   Wertes   gültigen    Ent- 
wicklungen vergleichen,     So  erliält  man  z.  B.  für  die  Dnigebung  von 
2  =  0: 

also:                                                                                                            S 
—.6)                               /i(^}=}-=2-^+...;                ^M 

^H             ./i-.+  V       ii.+  ;      (,:„.  +  -.    («4=0;  1) 
^^^^m    and  folglich: 

^^^H     Yergleichung  der  Koeffizienten  von  z"  giebt: 

ersetzt   man    in   der   zweiten   Summe   v  durch    1  — /i,   so    geht    sie 
über  in:                                                                                                         _ 

Die  beiden  Summen  sind  abo  einander  gleich,   und    zwar   ist  jede 
=  -  I;  denn  es  ist: 
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^'  'iiur^) "  (^ ""  y)  +  ('2  ■"  y)  +  •••  +  (m  - 1  "■  J  "  ^  ""  m  • 

Es  folgt  also  C=:0,  d.  h.: 

L  Nicht  nur  f^  (z),  sondern  auch  f\  (r)  ist  eine  periodische  Funktion 
von  z  mit  der  Periode  1. 

Wir  fragen,  in  welcher  Beziehung  diese  Funktionen  zu  den  in 
den  Paragraphen  40 — 42  untersuchten  periodischen  Funktionen 
stehen;  zur  Beantwortung  dieser  Frage  bedienen  wir  uns  der  zu 
Ende  des  vorigen  Paragraphen  erwähnten  ÜAUCHYschen  Methode. 
Zunächst  bemerken  wir,  daß  wir  in  Gleichung  (2)  je  zwei  Glieder 
mit  gleichen  und  entgegengesetzten  Werten  von  v  zusammennehmen 
dürfen;  sie  lautet  dann: 

y  =  l 

(wobei  wieder  zu  beachten  ist,  daß  die  Klammer  nicht  aufgelöst 
werden  darf).  Definieren  wir  dann  wie  für  reelle  Variable  die 
Funktion  Cotangens  durch: 

ft\  X  cos  X 

9)  cotz  =  ". — , 

*  sin  * 

80  folgt  aus  den  Resultaten  von  §  41,  daß  die  Funktion  ;r  cot  (7^2:) 
dieselben  (einfachen)  Pole  und  dieselben  Residuen  hat,  wie  f^iz)' 
Nehmen  wir  nun  als  Linie  Cj.  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  die 
Gleichungen  haben: 

o:  =  ±  — - —    und    y^±n, 

so  liegen  im  Innern  desselben  die  Pole: 

0,     ±1,     ±2...±Ä; 
wir  erhalten  also: 

Nun  ist: 

11)  J'L^^^dz^O 

da  cot  eine  ungerade  Funktion  und  die  Linie  C^  zum  Nullpunkt 
symmetrisch  ist;  also  können  wir  das  in  (10)  auftretende  Litegral 
auch  durch 

10* 
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y.  Tcot  (n  %)  j 


z 

ersetzen.     Um  dieses  Integral  abzuschätzen,  gehen  wir  aus  von  der 
Gleichung 


l^u    .       -2 


'  I  \       /i  g*2«y  _^  ^-2.Ty  _  2co8  2  7ra;  ' 

aus  ihr  folgt,  daß  auf  den  beiden  vertikalen  Seiten  des  Rechtecks 


13)  icot(;Tz)   =  \f^-   -^-- 


^1, 


auf  den  beiden  horizontalen: 

1  +  tf-^--^»?! 


14)  !cot(;rz)i<   ?--t.^- — 


d.  i. 


1  -e-2-'' 


ist  Es  ist  also  auf  sämtlichen  Linien  Cy  durchweg  \  cot  nz\  <^  .1/, 
wo  M  eine  von  v  unabhängige  Größe  bedeutet  Bezeichnet  man 
noch  mit  r^  und  p^  die  kürzesten  Abstände  der  Punkte  0  und  f 
von  Cj^,  mit  S^  die  Länge  von  C^,  so  folgt: 

-  -V  I    Tcot  {nx)dx'  ^^M,  Sk 

^^^  J  ~x(r-  0 " '  -  >r^7  • 

<^* 

Mit  wachsendem  ?;  nimmt  ^  a^;  es  steht  also  noch  frei,  t;  mit  v 
ins  Unendliche  wachsen  zu  lassen.  Dadurch  kann  man  erreichen, 
daß  Sj^  =  8  Tj^  wird  und  p^  (bei  gegebenem  c^)  mit  k  ins  Unendliche 
wächst.    Dann  wird  der  lim  des  Integrals  =  0  und  es  folgt  aus  (10): 

k—  ao 

16)  f2{z)  =  ;rcot>Tr 

und  daraus  weiter: 

n.  Die  durch  unsere  Partialbruchzerlegungen  dargestellten  Funktionen 
sind  also  rationale  Funktionen  von  costcz  und  sinnz. 

Setzen  wir  in  Gleichung  (16),  bezw.  (2)  für  z  erst  a  +  z,  dann 
a,  und  subtrahieren  die  Resultate  von  einander,  so  erhalten  wir  noch 
die  gelegentlich  zu  benutzende  Formel: 

18)  ;T[cot;r(a  +  z)  -  cot;r  a]  =  ^,  (r+^i  ^cT^)  ' 


r=  — oe 
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§  53.    Allgemeine  Sätze  Ober  einfach  periodrsche  Funktionen. 

Wir  wollen  noch  einen  allgemeinen  Satz  über  einfach  perio- 
dische Funktionen  ableiten,  von  dem  Satz  IE  des  vorigen  Para- 
graphen ein  specieller  Fall  ist.  Wir  nehmen  wieder  an,  es  sei  durch 
Multiplikation  des  Arguments  mit  einer  Eonstanten  erreicht,  daß 
1  primitive  Periode  ist,   daß  wir  also  einen  Periodenstreifen  durch 

die  Linien  x  =  —  —  und  x  =  +  —  begrenzen  können,  und  wollen 

uns  mit  einfach  periodischen  Funktionen  f{z)  beschäftigen,  welche 
folgende  Eigenschaften  haben: 

1.  f{z)  sei  im  Endlichen,  bis  auf  Pole,  überall  regulär. 

2.  Wenn  z  =  x  +  y  i,  ohne  den  Periodenstreifen  zu  verlassen^ 
nach  der  Seite  der  positiven  y  ins  Unendliche  geht,  soll  mindestens 
einer  der  beiden  Grenzwerte  lim  f{z)  oder  lim  llf{z)  existieren. 

y=+QO  y=+oo 

3.  Wenn  z  =  x  +  i/i  ebenso  nach  Seite  der  negativen  y  ins 
Unendliche  geht,  soll  analoges  stattfinden;  doch  wird  nicht  voraus- 
gesetzt, daß  lim  f{z)  =  lim  f{z)  sei. 

Setzen  wir: 

1)  ;'  =  e-'-«, 

80  wird  dadurch  (vgL  §  42)]der  Parallelstreifen  der  z-Ebene  konform 
abgebildet  auf  die  längs  eines  Meridians  aufgeschnittene  f-Kugel 
(abgesehen  von  den  Umgebungen  der  Punkte  J  =  0,  cT  =  oo).  Die 
Funktion  f{z)  geht  dadurch  über  in  eine  Funktion  (f{C),  welche 
folgende  Eigenschaften  hat: 

1.  Da  f{z)  periodisch  ist,  ist  (p{^)  eindeutig;  seine  Werte  (und 
ebenso  die  seiner  Ableitung)  auf  der  einen  Seite  des  Schnittes 
schließen  sich  stetig  an  die  auf  der  andern  Seite  vorhandenen  an. 

2.  Da  f{z)  im  Endlichen  bis  auf  Pole  überall  regulär,  ist  y)(J) 
auf  der  ganzen  Kugel,  von  cT  =  0  und  f  =  oo  abgesehen,  bis  auf 
Pole  regulär. 

3.  Läßt  man  J  auf  irgend  einem  Wege  gegen  Null  konvergieren, 
so  wird  der  entsprechende  Weg  von  z  nach  Seite  der  positiven  y 
ins  Unendliche  gehen;  und  wenn  der  Weg  von  ^  den  Nullpunkt 
nicht  unendlich  oft  umwindet,  wird  der  von  r,  nachdem  er  vielleicht 
zuerst  eine  endliche  Anzahl  Periodenstreifen  durchsetzt  hat,  schließ- 
lich einen  von  ihnen  nicht  mehr  verlassen.  Aus  Voraussetzung  (2) 
folgt  dann,  daß  mindestens  einer  der  beiden  Grenzwerte: 

2)  Um  cpi-),      lim     ^ 

c=o  f=o  »(?) 


150     Eindeutige  analytische  I^tnktionen  einer  complexen  Veränderlichen. 


(für  jede  solche  Art  der  Annähenmg  von  f  an  Null)  existiert,  daß 
also  (§  48,  I  bezw.  m)  (p{i^)  im  Nnllpunkt  entweder  regulär  ist 
oder  einen  Pol  hat  Aber  auch  wenn  der  Weg  f  den  Nullpunkt 
unendlich  oft  umkreist,  der  von  z  also  unendlich  viele  Perioden- 
streifen durchsetzt,  gelangt  man  zu  demselben  Resultat;  denn  da 
f\z)  als  periodisch  vorausgesetzt  war,  können  wir  alle  Stücke  des 
Weges  von  z,  die  in  andern  Streifen  als  dem  ersten  liegen,  in  diesen 
übertragen. 

4.  Analog  folgt  aus  der  Voraussetzung  (3),  daß  (f[t)  im  Un- 
endlichen entweder  regulär  ist  oder  einen  Pol  hat 

Es  ist  also  €p{^)  auf  der  ganzen  Kugel  bis  auf  Pole  regulär 
und  folglich  nach  §  44,  V  eine  rationale  Funktion  von  ^;  d.  h.  wir 
haben  den  Satz: 

I.  Jede  periodische  Funktion  ^  die  den  Voraussetzungen  (1) — (3) 
genügt^  ist  eine  rationcde  Punktion  der  Exponenäalfuhktion  e^  •'»»«. 

Aus  diesem  Satze  ergeben  sich  eine  Reihe  weiterer.  Sei  f\z) 
eine  solche  Funktion;  dann  kann  man  aus  den  nach  Satz  I  ge- 
bildeten Ausdrücken  von  f{zy),  fiz^),  f{z^  +  z^  mit  Hilfe  der 
Gleichung  §  40,  (1 1)  die  Exponentialfunktionen  eliminieren  und  be- 
hält eine  algebraische  Gleichung  z^vischen  f(z^  +  z^),  f{z^j  f{z^)  übrig, 
mit  von  Zj  und  z^  unabhängigen  Koeffizienten.  Eine  solche  Gleichung 
nennt  man  ein  algebraisches  Additionstheorem;  man  hat  daher  den 
Satz: 

IL  Jede  Funktion  der  genannten  Art  besitzt  ein  algebraisches 
Additionstheorem, 

Hat  man  femer  zwei  solche  Funktionen,  so  kann  man  die  Ex- 
ponentialfunktion eliminieren  und  findet: 

III.  Ztcischen  je  zwei  solchen  Funktionen  besteht  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  z  unabhängigen  Koeffizienten. 

Insbesondere  gilt  das  von  einer  solchen  Funktion  und  ihrer 
ersten  Ableitung;  wir  können  daher  auch  sagen: 

IV.  Jede  solche  Funktion  genügt  einer  algebraischen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung,  in  der  die  uncAhängige  Variable  explizite 
nicht  vorkommt  — 

oder  anders  ausgedrückt: 

IVa.  Jede  solche  Funktion  ist  die  Umkehrung  des  Integrals  einer 
algebraischen  Funktion. 

Die  für  reelle  Werte  von  u  imd  z  bekannten  Gleichungen 


z 


^)  "=/t^"    ^  =  tg«; 


0 
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4\  r      ax 

4)  M  =  I  - z^ — : ,         r  =  sm  M 

J  y  1  -  jt* 

0 

geben  Beispiele  für  diese  Formulierung. 

Satz  m  macht  uns  mit  einer  Klasse  von  algebraischen 
Gleichungen  zwischen  zwei  Yariabehi  Zy  s  bekannt,  die  dadurch 
identisch  erfüllt  werden  können  ^  daß  man  z  und  s  eindeutigen  ein- 
fach periodischen  Funktionen  einer  HiKsvariabeln  u  (einer  „uniformi- 
sirenden  Variabein",  wie  man  wohl  sagt)  gleichsetzt;  so  z.  B.  die 
Gleichung: 

5)  ^2  ^  z»  -  1  =  0 
durch: 

6)  ^=sinM,       r  =  cos?/. 

Man  beachte  aber,  daß  das  (wegen  Satz  I)  keine  andern  Gleichungen 
sind,  als  diejenigen,  die  auch  schon  dadurch  identisch  erfüllt  werden 
können,  daß  man  z  und  s  rationalen  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln 
gleichsetzt,  wie  z.  B.  GIchg.  (5)  durch: 


7) 


2t  \-  t 


i 


l  +  t*'  1  4-  /* 


Den  Beweis,  daß  nicht  jede  algebraische  Gleichung  zwischen  zwei 
Variabein  diese  Eigenschaft  hat,  können  wir  hier  nicht  fuhren;  wir 
brechen  vielmehr  hier  die  Untersuchung  einwertiger  Funktionen 
einer  complexen  Variabein  ab  und  wenden  uns  der  Untersuchung 
mehrwertiger  Funktionen  zu. 


FÜNFTER  ABSCHNITT. 


Mehrwertige    analytische   Funktionen   einer   complexen 

Veränderlichen. 

§  54.   Vorbereitende  Untersuchung  der  Änderung  des  Arcus  einer 

stetig  veränderlichen  complexen  Grösse. 

üevor  wir  uns  zur  Untersuchung  mehrwertiger  Funktionen  einer 
complexen  Variabein  wenden,  müssen  wir  die  bereits  §  4  in  Aus- 
sicht gestellte  nähere  Untersuchung  einer  Größe  vornehmen,  welche 
zwar  ebenfalls  mehrwertig  von  einer  complexen  Veränderlichen  ab- 
hängt, aber  den  CAUCHT-RiEMANNSchen  Differentialgleichungen  nicht 
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genügt:  nämlich  ihres  Arcus.  Wir  haben  dort  gesehen,  daß  zu 
jeder  complexen  Größe: 

1)  z  =  X  +  17/  =  r  (cos  (f  +  1  sin  cp) 

unendlich  viele  Werte  des  Arcus  tp  gehören,  die  alle  aus  irgend 
einem  von  ihnen  durch  Addition  und  Subtraktion  beliebiger  ganz- 
zahliger Vielfacher  von  2  n  hervorgehen.  Unter  allen  diesen  unend- 
lich vielen  Werten  wollen  wir  jetzt  einen  durch  die  folgende  will- 
kürliche Festsetzung  herausheben: 

I.  Unter  dem  Hauptwert  des  Arcus  einer  complexen  Größe  ver- 
stehen wir  denjenigen   Wert  desselben,  der  den  Bedingu7igen: 

2)  —  ;r  <  9?  ^  ;r 
genügt 

Vor  allem  ist  nun  wesentlich,  daß  wir  uns  darüber  klar  werden, 
daß  dieser  Hauptwert  zwar  im  allgemeinen,  aber  nicht  ausnahmslos 
eine  stetige  Funktion  der  reellen  Variabein  x,  y  ist  Sei  nämlich 
(xj,  y^)  ein  Punkt,  (p^  der  zugehörige  Hauptwert  des  Arcus;  {x^  +  |, 
Vi  +  v)  sei  ein  benachbarter  Punkt.     Wird  dann: 

3)  ^  +  ^  -^  \^»  +  ?)  =  ü-±  ?  (cos  &  +  i  sin  {h) 

gesetzt  und  unter  &  der  Hauptwert  des  Arcus  der  links  stehenden 
Größe  verstanden,  so  wird  xf^  mit  |  und  ri  verschwinden.  Ein  Wert 
des  Arcus  von  Xj  +  |  +  i{y^  +  n])  ist  dann  (f^  =  tp^  +  i?*.  Ist  nun 
^j  nicht  =  TT,  so  wird  {f  so  klein  angenommen  werden  können,  daß 
auch  qcg  ^oeli  der  Ungleichung  (2)  genügt;  dann  ist  y^  Hauptwert 
und  die  Hauptwerte  (jTj  und  (p^  sind  nur  unendlich  wenig  verschieden, 
m.  a.  W.: 

n.  Der  Hauptwert  des  Arcus  einer  complexen  Zahl  ist  eine  stetige 
Funktion  ihrer  Komponenten  in  jedem  Bereiche  der  Ebene,  der  von  der 
Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  nicht  getroffen  wird, 

Ist  aber  ip^  =  n,  so  wird  (p^  +  0-  zwar  für  unendlich  kleine 
negative  &  noch  der  Ungleichung  (2)  genügen,  also  Hauptwert  sein; 
für  unendUch  kleine  positive  &  wird  aber  nicht  (p^  +  &  Hauptwert 
sein,  sondern  (p^  +  &  —  27t  =  —  ;r  +  i^.  Also  ist  Satz  II  durch 
folgenden  Zusatz  zu  ergänzen: 

in.  Längs  der  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  ist  die  Stetig^ 
keit  des  Hauptwerts  des  Arcus  insofern  unterbrochen ,  als  der  Wert 
desselben  in  einem  Punkte  dieser  Halbaxe  zwar  übereinstimmt  mit  dem 
Limes  der  in  benachbarten  Punkten  der  „oberen**  Halbebene  vorhandenen 
Werte,  aber  um  2n  grÖßei*  ist  als  der  Limes  der  in  benachbarten 
Punkten  der  „unteren**  Halbebene  vorhandenen  Werte, 
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Eb  sohlieBen  sich  vielmehr  diese  letzteren  Werte  stetig  an  die- 
jesigeti  Werte  des  Arcus  für  die  negativ  reellen  Zahlen  an.  welche 
=  —  ;7,  also  um  2n  kleiner  als  der  Haiiptwert   +  n  sind. 

Was  in  den  Sätzen  II  und  ITI  vom  Hanptwert  ausgesagt  ist, 
Gberträgt  sich  sofort  auf  die  übrigen  Werte  des  Arcus.  Nennen 
wir  denjenigen  Wert,  der  um  2*t  größer  ist  als  der  Hauplwert. 
den  Wert  k"'  Ordnung  (so  daß  der  Hauptwert  als  Wert  uullter 
"Ordnung  zählt),  so  können  wir  sagen: 

IV.  Der  IFeTt  hier  Ordnung  lins  Arcus  einer  complexen  Zahl  ist 
außerkalb  der  Halbiixe  der  negatio  reellen  Zahlen  eine  stetige  Funktion 
ilirer  Komponenten;  aber  seine  llerte  in  der  unteren  Halbebene  srhlirßen 
länge  dieser  Ualbaze  sich  stetig  tni  die  llerte  (k  —  l)'""  Ordnung  auf 
dertelben  an. 

Wir  fügen  hinzu: 

T.  An  andern  Stellen  als  längs  dieser  Halbaxe  kann  kein  stetiger 
t'bergang  von  dem  Wert  k"'  Ordnung  zu  dem  einer  andern,  etwa  der 
/tta  Ordnung  »tattfinelen. 

Dean  wenn  der  Wert  A"'  Ordnung  in  z^  von  dem  Wert  A"'' 
Ordnung  in  dem  unendlich  henachharten  Punkt  r,  unendlich  wenig 
Terschieden  ist,  kann  er  nicht  gleichzeitig  von  dem  um  die  endliche 
Größe  {il  —  k).2n  verschiedenen  Wert  /'"'  Ordnung  iu  z^  unendlich 
venig  verschieden  sein. 

(Für  s  =  0  sind  alle  Werte  des  Arcus  durchaus  rmhestimmt; 
der  Nullpunkt  gehört  nicht  zum  Definitionabereich  der  Funktion 
Areas.) 

Wir  sehen  aus  dem  allen  —  und  das  ist  das  wesentlichste 
Resultat  dieser  Untersuchung  —  : 

VI.  Es  ist  nicht  anders  mö'tflich,  den  Arcus  zu  einer  stetigen 
Jf'unktion  des  Ortes  in  der  Ebene  zv  machen,  ah  wenn  man  auf  dt« 
Eindeutigkeit  Verücht  leistet  und  seine  sämtlichen  iFerte  zu  einer  un- 
endlich melicertigen  Funktion   znsammenfafit. 

Sind  zwei  Punkte  z„,  z,  der  Kbeue  durch  eine  gegebene  Linie 
terbunden,  so  können  wir  uns  die  Aufgabe  stellen; 

Irgend  einer  der  zu  z^  gehörenden  llerte  des  Arcus  ist  nor- 
geschrieben;  man  soll  denjenigen  zu  z^  gehiirenden  ff'ert  desselben  be- 
stimmen, der  erhalten  wird,  icenn  man  einen  veränderlichen  Punkt  z 
die  vorgeschriebene  Linie  durchlaufen  und  seinen  Arcus,  mit  dem  vor- 
gesehriebenen  Anfangsu-ert  beginnend,  sich  dabei  stetig  ändern  läßt. 

Die  hisherigeu  Entwicklungen  gehen  eine  Lösung  dieser  Auf- 
gabe, die  sich  am  einfachsten  ausspricht,  wenn  man  der  Hiilbaxe 
der  negativ  reellen  Zahlen   einen  bestimmten   Richtungssinn   von  0 
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nach  —  CO  zuschreibt,  sodaß  die  obere  Halbebene  (in  der  der 
Koeffizient  von  i  positiv  ist)  als  rechts  j  die  untere  als  links  von  ihr 
gelegen  bezeichnet  werden  kann.     Wir  können  dann  sagen: 

Vn.  Solange  der  vorgeschriebene  Weg  die  Halbaxe  der  negativ 
reellen  Zahlen  nicht  überschreitet ^  hat  man  immer  bei  dem  Wert  der^ 
selben  Ordnung  zu  bleiben;  sobald  aber  eine  solche  Überschreitung  statt- 
findet, hat  man  zur  nächst  höheren  oder  zur  nächst  niederen  Ordnung 
überzugehen^  je  nachdem  die  Überschreitung  von  rechts  nach  links  oder 
von  links  nach  rechts  geschieht 

Besondere  Beachtung  verdient  der  specielle  Fall  dieses  Satzes, 
in  welchem  z^  mit  z^  zusammenfällt;  wir  sprechen  ihn  in  folgender 
Form  aus: 

Viil.  Durchläuft  z  einen  geschlossenen  Weg  und  ändert  sich  sein 
Arcus  dabei  stetig,  so  ist  er  nach  beendigter  Durchlaufung  um  (p  —  q)2  :t 
größer  als  vorher,  trenn  der  Weg  die  Halbaxe  der  negativ  reellen 
Zahlen  pmal  von  rechts  nach  links,  qmal  von  links  nach  rechts  über^ 
schreitet. 

Diese  Formulierung  ist  nun  insofern  noch  nicht  in  jeder  Hin- 
sicht zweckentsprechend,  als  sie  noch  die  Beziehung  auf  die  Halb- 
axe der  negativ  reellen  Zahlen  enthält,  die  mit  der  Aufgabe  an  und 
für  sich  gar  nichts  zu  thun  hat  und  nur  durch  unsere  willkürliche 
Definition  des  Hauptwerts  hereingekommen  ist  Wir  können  uns 
aber  durch  einen  geometrischen  Hilfssatz  von  dieser  Beziehung  frei 

machen.  Seien  nämlich  vom  Nullpunkt  aus 
zwei  sich  nicht  schneidende  Linien  L^ ,  L^ 
ins  Unendliche  gezogen,  so  begrenzen  sie 
zusammen  ein  Flächenstück  vollständig; 
die  eine,  in  der  Figur  Zj,  läßt  es  links, 
die  andere,  L^,  rechts.  Eine  geschlossene 
p.     2-  Linie  F,  der  ein  bestimmter  Sinn  beigelegt 

ist,  überschreite  L^  in  p^  Punkten  A  von 
rechts  nach  links,  in  q^  Punkten  £  von  links  nach  rechts;  Z^  in 
/?3  Punkten  D  von  rechts  nach  links,  in  q^  Punkten  C  von  links  nach 
rechts.  In  den  Punkten  A  und  C  tritt  sie  in  das  begrenzte  Gebiet 
ein,  in  den  Punkten  JB  und  D  aus.  Sie  muß  aber  ebenso  oft  aus 
dem  Bereiche  aus-,  als  in  ihn  eintreten;  also  muß: 

oder:    Pi  -  g^  =  p^  ~  72 
sein;  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 
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1&& 


•  alle  t 


DL  Die  m   Satz   HU  auftretende  Zahl  p  -q  hat  für 
A'ul^unkt  ing   Vnendliche  laufenden  Linien  deriselben    Wert. 

(Die  heim  Beweist?  Jes  Satzes  gemachte  Einscbränkung,  daß 
»icli  X,  und  Zj  aiciit  scIineideD  aollen,  läßt  sieb  naclitr&glich  be- 
seitigen. Man  kann  zunächst  den  Satz  ganz  ebenso  für  zwei  Linien 
Z,  und  Lj  beweisen,  die  vom  Nullpunkt  au  erst  ein  Stück  zusammen- 
ffdlea,  dann  auseinaudertreten ;  liierauf  kann  man  zn  zwei  sich 
schneidenden  Linien  i,  und  L^  eiue  dritte  angeben,  die  mit  jeder 
von  beiden  mindestens  einen  Schnittpunkt  weniger  hat,  als  diese 
unter  sich.) 

X.  ffVr  nennen  diese  Anzahl  die  Anzahl  der  ö  iadungen  des  Weges 
r  um  den  A'ullpun/it, 

Damit  können  wir  den  Satz  VIII   folgendennaüen   formulieren: 

XI.  Durchläuft  z  einen  i/eichloni'ejien  lleff,  und  ändert  sich  sein 
Arcus  dabei  itetig,  so  ist  er  nach  beendigter  Durchlaufnng  um  soviel- 
mai  2  a  gröfSer  als  vorher,  als  die  Anzahl  der  Windungen  dee  Weges 
um  den  Nullpunkt  betrügt. 

Von  dem  in  den  Sätzen  VllI — XI  behandelten  Specialfall 
kdonen  wir  leicht  zum  allgeuieinen  Fall  des  Satzes  VII  wieder  auf- 
steigen; denn  wir  können  jeden  beliebigen  Weg 
i„  a  r, ,  der  von  einem  Punkte  r„  nach  einem  andern 
^j  fuhrt,  ersetzen  durch; 

1.  einen  bestimmten  Weg  z^ßz^,  z,  B.  einen 
Bolchen,  der  die  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen 
nicht  trifft; 

2.  den  geschlossenen  Weg  z^ßz„aI^,  der  aus 
(lern  in  entgegegengesetzter  Eichtung  durchlaufenen 
Weg  (1)  und  dem  gegebenen  Weg  Zf,uz^  besteht  Diese  Bemerkung 
hat  übrigens  allgemeine  Gültigkeit  und  bezieht  sich  nicht  bloß  auf 
die  Untersuchung  des  Ai-cua;  wir  können  sie  etwa  folgendermaßen 
fermaliereu: 

XII.  Wir  sind  im  stände  die  Wertänderung  anzugeben,  weicht 
eine  mehrwertü/e  Funktion  eine»  Punktes  erfährt,  wenn  dieser  l'unkt 
einen  beliebigen  Weg  von  z^  nach  z^  durchläuft  und  sie  sich  stetig 
daiei  ändert  —  sobald  wir  die  Wei-tamlerunif  der  Funktion  für  einen 
bestimmten  Weg  von  z^  nach  ;,  und  für  einen  beliebigen  ge- 
tehlotsenen    II  eg  kennen. 

g  55.    Die  RiEMANN'sche  Fläche  des  Arcus. 

Wir  können  uns  von  den  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen 
Twbältmssen   ein  anschauUches   geometrisches  Bild  machen,   wenn 


Fig.  26. 
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wir  die  Werte  des  Arcus  in  jedem  Punkte  der  (r  +  iy)-Kbeue  senk- 
recht zu  dieser  Ebene  als  Ordinalen  auftragen;  die  Endpunkte  dieser 
Ordiuaten  werden  eine  bestimmte  Fläche  erfüllen.  Wir  nemiL-u  die 
3.  Koordinate  in  einem  Eaumkoordiiiatensystem,  von  dem  zwei  Axeu 
mit  unserer  jt-  und  y-Axe  zusammeufallen,  f;  dann  können  wir  die 
Koordinaten  der  Punkte  dieser  Fläche  folgendermaßen  dnrcli  zwei 
Parameter  ausdrucken; 

I )  X  =  r  009  ly ,     1/  =  rsiaef,     t=if- 

Das  sind  die  Gleichungen  einer  in  der  aoalj-tischen  Geometrie  wohl- 
bekannten Fläche,  die  mau  geu-tihHÜche  gerade  Schraitbenfiäche  nennt; 
man  hat  nur  zu  beachten,  daß  die  Gleichungen  (1)  hier  in  einer 
Hinsicht  etwas  anders  zu  verstehen  sind  als  dort.  Dort  werden  r  und 
rp  als  unbeschränkt  reell  veränderlich  angesehen;  che  Schrauben- 
iläche  enthält  jede  der  geraden  Linien  ganz,  deren  Gleichungen  aus 
den  Gleichungen  (1)  hervorgehen,  wenn  man  in  ihnen  dem  ff  je 
einen  bestimmten  Wert  giebt  und  nur  noch  r  als  veränderlich  an- 
sieht. Bei  uns  ist  r  ganz  wesentlich  auf  positive  Werte  beschränkt; 
unsere  Fläche  enthält  von  jeder  dieser  Geraden  nur  den  einen  der 
beiden  Strahlen,  in  welche  sie  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  der 
^-Axe  zerlegt  wird.  Wir  wollen  den  Namen  „Schraubentlache" 
doch  auch  für  unsere  Fläche  beibehalten. 

Auf  dieser  Fläche  ist  nun  der  Arcus  tf  in  der  That  eine 
viertige  Funktion  de»  Orte»,  insofern  jedem  ilirer  Punkte  eiu  und  nur 
I  ein  Wert  von  tf  zugehört.  Audi  entspricht  einem  stetigen  Fort- 
'  schreiten  auf  der  Fläche  eine  stetige  Änderung  des  Arcus.  Will 
man  also  die  Frage  beantworten,  mit  welchem  Endwert  des  Arcus 
man  in  z^  anlangt,  wenn  man  mit  einem  bestimmten  Aufangawert 
ffiy  von  i„  ausgehend  eine  bestimmte  Kurve  verfolgt  und  dabei  den 
Arcus  sich  stetig  ändern  laßt,  so  brauclit  man  nur  über  der  Kurve 
einen  geraden  Cjlinder  zu  errichten  und  diesen  mit  der  Fläche  zum 
Schnitt  zu  bringen.  Geht  die  Kurve  de^  i-Ehene  nicht  durch  deren 
Nullpunkt  und  hat  sie  keinen  Doppelpunkt,  so  zerfällt  die  Schnitt- 
kurve des  Cjlinders  mit  der  Fläche  in  getrennte  Stücke,  die  keinen 
Punkt  gemeinsam  haben,  sondern  überall  durch  senkrechte  Abstände 
von  je  2  ST  von  einander  getrennt  sind.  Verfolgen  wir  also  den  von 
l  (*ii'  yo'  ^1  =  ¥'o)  ausgehenden  Kurvenzweig  auf  der  Fläche,  so  werden 
wir  nie  in  Versuchung  kommen  auf  einen  andern  Kurvenzweig  über- 
zutreten, wenn  wir  uns  nur  die  Forderung  vor  Augen  halten,  daß 
das  Fortschreiten  längs  der  Kurve  »lelii/  (nicht  sprungweise)  ge- 
schehen soll.    Wir  werden  also  schließlich  in  einem  ganz  bestimmten 
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der  über  2,  gelegenen  Fläclienpunkte  anlangen;  seine  Ordinate  stellt 
OBä  den  gesuchten  Endwert  des  Arcus  vor,  —  Schneidet  die  ge- 
gebene Karre  der  ;-Ehene  sich  seliist,  so  werden  <lie  Stücke  der 
Schnittkurve  des  Cylinders  mit  der  Fläche  sich  gegenseitig  dnrcb- 
schoeiden;  aber  aucb  dann  wird  kein  Zweifel  darüber  sein  können, 
traf  nrelchem  man  fortzuschreiten  hat,  wenn  man  nur  beachtet,  wie 
Ha  einzelnen  Tom  Schnittpunkte  ausgehenden  Kurvenzweige  auf  der 
Fläche  den  einzelnen  Zweigen  in  der  Ebene  entsprechen. 

Wir  entwickeln  nun  diese  Vorstellungsweise  noch  einen  Schritt 
■eiter.  Schon  im  II.  Abschnitt  haben  wir  als  Träger  der  complexen 
Variabein  neben  der  Ebene  die  Kugel  eingeführt;  wir  können  ebenso 
gut  unsere  Schraubenfläche  benutzen.  Wir  brauchen  dazu  nur  jedem 
Pnnkte  der  SchraubenHäche  denselben  complexen  Wert  z  zuzuordnen, 
wie  seiner  senkrechten  Projektion  auf  die  j^-Ebene  —  sodaß  also 
liier  jeder  complexe  Wert  z  nicht  wie  iu  den  früheren  Beispielen 
einem  beBtimuiteu  Punkt  der  Fläche,  sondern  unendlich  vielen  (senk- 
recht übereinanderliegenden)  zugeordnet  ist.  Wir  können  dann  jede 
Punktion  von  x  und  y,  sei  sie  nun  ein-  oder  mehrdeutig,  auch  als 
Funktion  des  Ortes  auf  der  Schraubenfläche  betrachten,  indem  wir 
die  jsn  je  einem  bestimmten  z  gehörenden  Funktionswerte  irgendwie 
mf  die  zu  demselben  z  gehörenden  Punkte  der  Fläche  Terteilen, 
Diis  Resultat  der  vorhergehenden  Entwicklungen  kann  dann  so  aus- 
gesprochen werden: 

I.  Betrachtet  man  den  Arcus  von  z  nls  Puntition  iles  Ortes  auf 
ikhrauhenfiäche ,  so  kann  (liege  Funktion  dadurch  zu  einer 
igleiehzeitiff  eindeutir/en  uiul  »tetit/en  ;/emackt  werden,  daß  man  /'est- 
tetzl,  jedem  Punkte  der  Fläche  solle  derjenige  ff'ert  des  Arcus  zu- 
fevieten  werden,  der  seiner  Ordinate  gleich  ist. 

Endlich  der  letzte  Schritt:  In  den  Formeln  (1)  ist  die  Gang- 
fa&he  unserer  äciiraubenfläche  =2t  angenommen.  Ihre  GröBe  ist 
■ber  offenbar  ganz  nebensächlich;  wir  können  sie  abnehmen  lassen, 
indem  wir  die  Ordinalen  aller  Pimkte  der  Fläche  in  gleichem  Ver- 
Ifiltnis  verkleinern.  Wir  können  sie  schließlich  unendlich  kleiu 
irerden  lassen;  dann  besteht  die  ganze  Fläche  aus  ebenen  Blättern, 
£e  in  anendlicher  Anzahl  unendhch  dicht  übereinander  liegen  und 
den  Nnllpnnkt  herum  in  derselben  Weise  unter  sich  zusammen- 
hängen, wie  die  Blatter  der  zuerst  betrachteten  Schrauheniiäche. 
n.  Eine  solche  Fläche,  die  aus  einer  Anzahl  unter  sich  in  fie- 
'eise  zusammenhängender  ebener  Blätter  besteht,  nennen  trir 
BiKMAXAsche  Fläche.  Die  hier  vorliegende  ist  unendlich 
Ütihtättrig  über  der  ganzen  z-Ebsne  ausgebreitet.     Um  den  Nullpunkt 
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hemm  hängen  alle  ihre  Blätter  zui^aiuiiieD;  wir  sagen:  der  Nullpunkt 
ist  für  unsere  Fläche  ein  Verzweigungxjmnkt  unendlich  hoher  Ordntatfj. 
Über  jedem  ändern  Punkt  der  r-Ebene  (auch  über  den  Punkten  der 
Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen}  verlaufen  die  Blätter  der  Fläche 
getrennt,  sind  einfach  übereiniinder  geacbichtet. 

Wir   können    ans    dieselbe  Fläche  auch  noch   auf  eine  andere 

Art  verschaffen,  nämlich  durch  folgendes  Verfahren:  Wir  schneid«! 

die  j-Bbene  längs   der  Halhaxe   der   negativ   reellen  Zahlen  von  (J 

■  nach   —  CO  auf.      Solcher  aufgeschnittener  Exemplare  der  z-Ebeae 

■denken     wii*     uns    unendlich    viele     und    unterscheiden    sie    dur<^ 

■«inen  Indes    k,   der   alle   gannKahhgen  Werte  von    —  oo   bis   +  at> 

'  durchläuft.     Wir  schichten  sie  alle  übereinander,  sodaB  immer  dafli 

(*  +  l)te  Blatt  über  dem  Aten  liegt.    Endlich  verbinden  wir  immer 

das  rechte  Ufer  des  Einschnitts  im  Aten  Blatt  mit  dem  linken  Ufer 

des  Einschnitts  im  (A  +  l)ten  Blatt. 

ni.  Auf  dieier  in  der  einen  oder  andern  Art  konstruiertes 
Fläclw  —  das  ist  das  schlieBüche  Resultat  dieser  Überlegungen  — 
kännen  nun  die  Werte  des  Arcus  ah  eindeutige  und  stetige  Funhtitm 
des  Orlea  ausgebreitet  werden. 

Mit  solchen  „ßtBMANNSchen  Flächen"  werden  vrir  im  folgendes 
sehr   häufig   operieren,    um    uns   den  Zusammenhang   zwischen  den 
verBchiedenen  Werten   einer  mehrdeutigen  EVnktion  vor  Augen   zu 
tühren.     Meist    wird  es  uns  dabei   zweckmäßig  tTScheinen,    uns  die 
Fläche  nicht  Über  der  Ebene,  sundem  über  der  Kugel  ausgebreitet 
zn  denken,  indem  wir  die  Ebene  samt  der  über  ihr  ausgebreiteten 
Fläche  stereograpliisch  (§  13}  auf  die  Kugel  projizieren.      Im   vor- 
liegenden Fall  hat  das  kaum  ^iutKen;   wollen  wir  es  doch  thnn,  so 
müssen  wir  beachten,   daß  der  Halhaxe  der  negativ  reellen  Zahlen 
auf  der  Kugel  ein  Halbmeridian   entspricht,   der  die  Punkte  0  und 
O  verbindet.     Man  sieht,   daß  die  Blätter  um  den  letzteren  herum 
ebenso  zusammenhängen,  wie  um  den  ersteren;  nur  sind,  wenn  man 
die  um  O  laufenden  Schraubenwindungen  „rechtsgewunden"  nennt.' 
I  die  um  G  herumlaufenden  „linksge wunden"  zu  nennen.     Denn  eine 
^Idnie  auf  der  Kugel,  welche  den  Nullpunkt  in  positivem  Sinne  um- 
I  kreist,  d.  h.  so,  daß  er  stets  zur  linken  Seite  ihrer  Fortschreitungs- 
Irichtung   liegt,   hat   gleichzeitig    deu    Unendlichkeitspuukt    zu    ihrer 
^'Hechten,  umkreist  ihn  also  in  negativem  Sinne. 

Eine  Bemerkung  ist  noch  ertbrderlich,  um  Mißverständnisse 
Tormeiden,   die   sonst   nahe    liegen  könnten.      Wir  haben  im  LanfS" 
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dieses  Paragraphen  öfters  von  „Blättern^  der  Fläche  gesprochen; 
das  knüpft  zunächst  an  die  Art  an,  wie  wir  sie  aus  der  längs  der 
Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  zerschnittenen  Ebene  aufbauten, 
also  an  die  willkürlich  festgesetzte  Definition  des  Hauptwerts  des 
Arcus.  An  der  fertigen  Fläche  ist  von  Fugen  zwischen  den  Blättern 
nichts  mehr  zu  sehen;  wir  können  sie,  wenn  wir  wollen,  durch  einen 
ganz  beliebigen  von  0  nach  oo  laufenden,  durch  alle  Schichten  ge- 
fiihrten  Schnitt  in  Blätter  zerlegen.  Dabei  ist  zu  beachten:  zwei 
über  demselben  Punkt  der  Ebene  gelegene  Punkte,  die  bei  einer 
solchen  Zerschneidung  in  verschiedenen  Blättern  liegen,  liegen  bei 
jeder  in  verschiedenen  Blättern.  Sind  aber  zwei  Punkte  gegeben, 
die  über  verschiedenen  Punkten  der  Ebene  liegen,  so  kann  man  den 
Schnitt  nach  Willkür  so  führen,  daß  sie  in  dasselbe,  oder  so,  daß 
sie  in  verschiedene  Blätter  der  Fläche  zu  liegen  kommen.  I)ie  Aus- 
dnckstoeise:  „zwei  Punkte  desselben  Blattes^^  hat  daher  immer  nur 
rückiichtlich  einer  vorher  fest  gexcählteji  Zerschneidunp  eine  bestimmte 
Bedeutung. 


§  56.    Der  Logarithmus. 
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ist  innerhalb  jedes  einfach  zusammenhängenden  Bereichs,  der  den 
Elinheitspunkt,  aber  weder  den  Null-  noch  den  Unendlichkeitspunkt 
in  seinem  Innern  enthält,  nach  §  35  eine  in  diesem  Bereiche  reguläre 
Funktion  der  oberen  Grenze  —  vorausgesetzt,  daß  auch  der  In- 
tegrationsweg ganz  in  dem  Bereiche  verläuft.  (Den  Nullpunkt  und 
den  Unendlichkeitspunkt  müssen  wir  dabei  ausschließen,  weil  die  zu 
integrierende  Funktion  im  ersten  einen  Pol  hat,  im  zweiten  sich  zwar 
regulär  verhält,  aber  nicht  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  Null 
wird  (vgl  §  45,  lY). 

Ist  z  positiv  reell  und  wird  als  Integrationsweg  die  Axe  der 
positiv  reellen  Zahlen  vorgeschrieben,  so  ist  der  Wert  des  Integrals  (1) 
bekanntlich  gleich  dem  natürlichen  Logarithmus  von  r.  Wir  wollen 
diesen  Namen  und  das  zugehörige  Funktionszeichen  auch  liir  den 
Fall  eines  complexen  z  beibehalten;  wir  definieren  demgemäß: 

L  unter  dem  natürlichen  Logarithmus  einer  complexen  Große  z, 
log  Zj  verstehen  wir  irgend  einen  der   Werte  j   welche  das  Integral  (1) 
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anzunehmen  im  stände  ist,  wenn  der  Integrationsweg  willkürlich  ge^ 
lassen  wird. 

Wir  können  die  Bestimmung  dieser  Werte  auf  die  aus  der 
elementaren  Analysis  bekannten  Funktionen  reeller  Variabler  zurück- 
fuhren, wenn  wir  uns  der  in  §  4  gelehrten  Darstellung  der  com- 
plexen Größen  durch  absoluten  Betrag  und  Arcus  bedienen.  Zu 
diesem  Zwecke  werde: 

2)  z  =  r  (cos  (p  +  i  sin  (f), 

3)  C  =  Q  (cos  ip  +  i  sin  \p) 

gesetzt.  Um  zunächst  den  einfachsten  Fall  zu  behandeln,  nehmen 
wir  erst  an,   der  vorgeschriebene  Integrationsweg  bestehe  aus  dem 

Stück   der   Axe   der   reellen 
Zahlen  von  1  bis  I  z  i  und  aus 
"N*^  einem    die   Punkte   !  z  \    und 

o\ — )  "^  < > z   verbindenden    Kreisbogen, 

dessen  Mittelpunkt  im  Null- 
it« punkt  Uegt  (Fig.  27).  Auf  dem 
Fig.  27a.  Fig.  27b.  ersten  Teil  dieses  Weges  ist 
i^f  =  0,  C*  (^  *fC  =  ^Qf  ^^^  9  durchläuft  die  Werte  von  1  bis  r  . 
Dieser  Teil  liefert  also  zu  dem  Integral  (1)  einen  Beitrag,  der  gleich 
ist  dem  auf  reellem  Wege  zwischen  den  reellen  Grenzen  zu  nehmenden 
Integral: 

4)  /'^/  =  Log:.,; 

1 

unter  Log  i  z ,  ist  hier  der  in  den  Elementen  definierte  reelle  natür- 
liche Logarithmus  der  reellen  positiven  Zahl  |  z  I  zu  verstehen.  Auf 
dem  zweiten  Teil  des  Integrationsweges  ist  q  constant  =  \z\,  also: 

5)  d^=  \z\{—  sim//  +  icos'i^f)dxp  =  i^dxp, 

und  1/;  durchläuft  die  reellen  Werte  von  0  bis  cp.  Dieser  zweite 
Teil  liefert  also  zu  dem  Integral  einen  Beitrag  gleich  i  X  dem  auf 
reellem  Wege  zu  nehmenden  Integral: 

0 

Für  (f  ist  dabei,  wie  eben  aus  der  Definition  durch  das  Integral 
hervorgeht,  derjenige  Wert  des  Arcus  von  z  zu  nehmen,  welcher 
nach  §  54  erhalten  wird,  wenn  man  z,  von  z  ausgehend,  den  vor- 
geschriebenen Kreisbogen  durchlaufen  und  dabei  den  Arcus  von  0 
ausgehend  sich  stetig  ändern  läßt     Es  kann  also  hier  jeder  Wert 
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dieses  Arcus  auftreten,  wenn  man   zuläßt,  daß  der  vorgeschriebene 
Kreisbogen  mehr  als  die  ganze  Peripherie  umfaßt. 

Das  fiir  diese  specielle  Art  von  Integrationswegen  gefundene 
Resultat  gilt  nun  ganz  allgemein.  Denn  jeder  beliebige  vor- 
geschriebene  Integrationsweg  von  1  nach  z  läßt  sich  ohne  Über- 
schreitung des  Null-  oder  des  Unendlichkeitspunkts  so  deformieren, 
daß  er  sich  auf  einen  Weg  der  betrachteten  Art  reduziert.  Damit 
ergiebt  sich  aus  §  35,  VI,  daß  die  gefundenen  Werte  bereits  die 
Gesamtheit  der  durch  die  Definition  (I)  gegebenen  Werte  von  log  z 
vorstellen;  und  wir  können  das  Resultat  der  üntei^sucliung  vollständig 
so  aussprechen: 

II.    Die    Gesamtheit    der    Uerte    des    Lotjarithmus    der    complexen 
Größe  z  =  r«"'    wird  durch  die  Formel: 
7)  log  z  =  Log  r  -\-  i(f 

gegeben,  tcenn  in  ihr  unter  Log  r  der  reelle  Logarithmus  des  absoluten 
Betrags  von  r,   unter  (f  ein  beliebiger  If  ert  ihres  Arcus  vers fanden  wird, 

in.  Der  Logarithmus  einer  comple.ren  J  ariabeln,  wie  er  durch  (/) 
definiert  ht,  ist  also  eine  unendlich  vieldeutige  Funktion,  deren  sämt- 
liche leerte  aus  irgend  einem  von  ihnen  durch  Addition  beliebiger  ganz- 
zahliger  Vielfacher  der  konstanten   (iröße  2  t  i  hervorgehen, 

IV.  Nimmt  man  den  Hauptwert  des  Arcus,  so  erhält  man  einen 
bestimmten  ^^Zweig^^  dieser  unendlich  vieldeutigen  Fiinktion;  man  nennt 
ihn   Haupticert  des  Logarithmus, 

Eine  positiv  reelle  Größe  kann  als  specieller  Wert  einer  com- 
plexen Variabein  angesehen  werden.  Als  solche  hat  sie  dann  auch 
unendlich  viele  Logarithmen  in  dem  hier  definierten  Sinne;  von 
ihnen  ist  der  Hauptwert  identisch  mit  ihrem  in  den  Elementen 
definierten  reellen  Logarithmus,  die  andern  haben  imaginäre  Be- 
standteile, die  gerade  Vielfache  von  :ii  sind.  —  Die  imaginären 
Bestandteile  der  Logarithmen  negativ  reeller  Größen  sind  ungerade 
Vielfache  von  t  i, 

V.  //?//  man  den  Logarithmus  zu  einer  eindeutigen  Funktion  des 
Ortes  machen,  so  muß  man  seiner  Betrachtung  die  im  vorigen  Para- 
graphen eingeführte   üiEMANssche  Fläche  zu   Grunde  legen. 

Wir  müssen  nunmehr  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  so  defi- 
nierten Funktion  Logarithmus  kennen  lernen.  Zunächst:  Jeder  ihrer 
Zweige  ist  (nach  g  35,  IV)  in  jedem  ganz  im  Endlichen  liegenden, 
einfach  zusammenhängenden,  den  Nullpunkt  nicht  in  seinem  Innern 
enthaltenden  Gehiete  regulär,  kann  also  in  der  Umgehung  jedes  von 
0  und  00  verschiedenen  Wertes  nach  der  TAYLoRsclien  Reihe  ent- 
wickelt werden.    Die  Koeffizienten  dieser  Entwicklungen  lassen  sich 
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durch  successive  Diflferentiation  aus  der  Definitionsgleichung  (1)  be- 
stimmen; man  findet  nämlich  wie  fiir  reelle  z: 


Besonders  bemerkenswert  ist 

VL  die  EjUwichlung  des  Haupticerts  nach  Potenzen  von  z  —  1: 

9)  logz  =  .  -  1  -  ^^  +  ^:^^  _  (^J^  +  -  +  ... 

Der  elementare  Logarithmus  einer  positiven  reellen   Zahl  hat 
femer  die  fundamentale  Eigenschaft,  daß: 

10)  log  (Zj  z^)  =  log  Zj  +  log  z^ 

ist.  Um  zu  untersuchen,  ob  und  in  welchem  Sinne  diese  Eigen- 
schaft auch  für  die  hier  mit  dem  Namen  Logarithmus  bezeichnete 
unendlich  vieldeutige  Funktion  complexen  Arguments  bestehen  bleibt, 
gehen  wir  davon  aus,  daß  jeder  vorgeschriebene  Weg  von  1  nach 
Zj  Zj  so  deformiert  werden  kann,  daß  er  durch  den  Punkt  Zj  hin- 
dufchführt,  ohne  daß  dabei  der  Wert  des  Integrals 

11)  /t=  log  (^1^2) 

1 

sich  ändert.  Wir  können  also  jeden  Wert  dieses  Integrals  auch  in 
Gestalt  der  Summe: 

schreiben,  wenn  wir  die  beiden  Integrationswege  passend  wählen. 
Der  erste  Summand  dieser  Summe  ist  ein  Wert  von  logz^;  in  den 
zweiten  fllhren  wir  durch  die  Substitution: 

13)  <  =  ^\  V 

eine  neue  Integrationsvariable  ri  ein.  Wir  haben  diese  Substitution 
in  §  9  eingehend  untersucht;  sie  ist  in  der  ganzen  Ebene  umkehr- 
bar eindeutig.  Dem  vorher  in  der  i^- Ebene  festgelegten  Weg  von 
Zj  nach  Zj  z^  entspricht  also  in  der  i;/-Ebene  Punkt  für  Punkt  ein 
ganz  bestimmter  Weg  voniy  =  1  nach  rj  =1  z^^  sodaß  wir  den  zweiten 
Summanden  von  (12)  ersetzen  dürfen  durch: 


—  =  einem  Wert  von  log  z,. 

1 


§  56.     Der  Logarithmus,  163 


Damit  ist  die  Gültigkeit  von  (10)  für  complexe  Argumente  zunächst 
in  dem  Sinne  bewiesen:  wenn  irgend  ein  Wert  der  linken  Seite  ge- 
geben ist,  können  wir  die  Werte  der  Logarithmen  auf  der  rechten 
Seite  stets  so  wählen,  daß  die  Gleichung  zu  stände  kommt  Wir 
können  sogar  den  Wert  des  einen  der  beiden  Logarithmen  rechts 
noch  ganz  willkürlich  wählen  und  den  andern  dann  immer  noch  so 
dazu  bestimmen,  daß  die  Gleichung  richtig  bleibt.  Denn  wenn  ein 
Weg  von  1  nach  z^  z^  und  einer  von  1  nach  z^  vorgeschrieben, 
sind,  kann  man  immer  noch  einen  Weg  von  z^  nach  z^  dazu  so 
angeben,  daß  alle  drei  Wege  zusammen  eine  geschlossene  Kurve 
bilden,  die  den  Nullpunkt  nullmal  umwindet  (§  54,  X). 

umgekehrt  ist  aber  auch  jeder  Wert  der  rechten  Seite  von 
(10)  gleich  einem  Werte  der  linken  Seite.  Denn  wenn  zwei  will- 
kürliche Wege  von  1  nach  z^  und  von  1  nach  z^  gegeben  sind, 
können  wir  dem  letzteren  durch  die  Substitution  (13)  einen  be- 
stimmten Weg  von  Zj  nach  z^  z^  zuordnen  und  diesen  mit  dem 
ersteren  zu  einem  Weg  von  1  nach  Zj  z^  zusammenfassen.  Wir 
können  deshalb  sagen: 

VII.  Die  Gleichung  (10)  besteht  für  complexe  Argumente  z  in 
dem  Sinne  j  das  jeder  Wert  der  rechten  Seite  einem  Wert  der  linken 
Seite  gleich  ist  und  umgekehrt^  daß  also  die  Gesamtheit  der  Werte 
beider  Seiten  übereinstimmt 

Wir  Tiätten  diesen  Satz,  sobald  einmal  die  Gleichheit  irgend 
welcher  Werte  beider  Seiten  festgestellt  ist,  auch  daraus  ableiten 
können,  daß  beide  Seiten  den  gleichen  Grad  von  Vieldeutigkeit 
besitzen,  indem  beiderseits  der  Übergang  von  einem  Werte  zu  be- 
liebigen andern  durch  Addition  irgend  welcher  ganzzahligen  Viel- 
fachen von  2  7t  i  geschieht.  Das  eingeschlagene  Verfahren  zeigt 
darüber  hinaus  noch,  tcie  man,  wenn  zwei  Integrationswege  gegeben 
sind,  den  dritten  zu  wählen  hat,   damit  die  Gleichung  richtig  wird. 

Bei  andern  Gleichungen  zwischen  mehrwertigen  Funktionen 
können  die  Dinge  ganz  anders  liegen.  Setzen  wir  z.  B.  in  Glchg. 
(10)  Zj  =3  Zg  =  z,  so  können  wir  noch  vorschreiben,  daß  auch  die 
beiden  Wege  auf  der  rechten  Seite  zusammenfallen  sollen,  und  es 
geht  dann  aus  dem  ersten  Beweise  von  Satz  VII  hervor,  daß  in  der 
entstehenden  Gleichung: 

1 1)  log  {z*)  =  2  log  z 

jeder  Wert  der  rechten  Seite  einem  Werte  der  linken  Seite  gleich 
ist     Schreiben  wir  aber  den  Weg  von   1   nach  z*  und  einen  der 

11* 
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Wege  von  t  nach  z  vor,  so  können  wir  nicht  schließen,  daß  der 
nach  der  vorhin  gegebenen  Regel  zu  bestimmende  zweite  Weg  von 
1  nach  z  mit  dem  ersten  zusammenfalle^  bezw.  sich  ohne  Über- 
schreitung des  Nullpunkts  auf  ihn  reduzieren  lasse.  Die  zweite 
Methode  giebt  hier  Auskunft:  man  sieht,  daß  die  linke  Seite  von 
(11)  bis  auf  ganzzahlige  Vielfache  von  2.ti,  die  rechte  nur  bis  auf 
solche  Vielfache  von  4>ti  unbestimmt  ist.     Wir  finden  somit: 

VIII.  In  Gleichung  (11)  ist  zwar  jeder  Wert  der  rechten  Seite 
einem  Wert  der  linken  Seite  gleich,  aber  die  linke  Seite  kann  außerdem 
noch  die   9ferte  von  2  log  z  +  2  :ii  haben. 

Übrigens  sei  noch  ausdrücklich  hervorgehoben:  Wollte  man  in 
den  Gleichungen  (10)  und  (11)  für  alle  Logarithmen  ihre  Haupt- 
werte setzen,  so  würde  man  nicht  in  allen  Fällen  richtige  Resultate 

erhalten,  wie  einfache  Beispiele  zeigen.      (Man  setze  etwa  z  =  e  ^  .) 


§  57.    Die  durch  den  Logarithmus  vermittelte  leonforme  Abbildung. 

Wir   wenden    uns   nunmehr   zur  Untersuchung   der    durch    die 
Funktion: 

1)  tv  =  logr 

vermittelten  konformen  Abbildung  der  z- Ebene  auf  die  i/?-Ebene; 
dabei  fassen  wir  zunächst  den  Hauptwert  ins  Auge.  Aus  d^r  Theorie 
des  reellen  Logarithmus  einer  reellen  positiven  Zahl  \z\  ist  bekannt, 
daß  er  beständig  wachsend  alle  reellen  Zahlwerte  von  —  oo  bis 
+  00  durchläuft,  wenn  I  z ;  von  0  bis  od  wächst.  Femer  wächst  rp 
beständig  von  —  :;r  bis  +  tt,  wenn  z  einen  Kreis  um  den  Nullpunkt, 
von  seinem  Schnittpunkt  mit  der  negativen  x-Axe  ausgehend  und 
dahin  zurückkehrend,  in  positivem  Sinne  beschreibt.  Da  nun  ein 
Kreis  um  den  Nullpunkt  und  ein  vom  Nullpunkt  ausgehender  Eadius 
Vektor  sich  nur  in  einem  Punkte  schneiden,  so  folgt: 
I.  Der  Hauptwert: 

2)  7c  =  u  +  iv 

des  Logarithmus  nimmt  jeden  endlichen  complexen   Wert,    dessen    ima' 
ginärer  Bestandteil  v  den   Ungleichungen: 

3)  -  ;r  <  17  ^  .T 

genügt j  in  einem  und  nur  in  einem  Funkt  der  Ebene  an. 

Das  heißt  aber,  geometrisch  ausgedrückt: 

n.    Durch    den  Ilauptivert  des  Logarithmus  wird  die   längs   der 
Halbaxe   der   negativ   reellen  Zahlen  aufgeschnittene  z- Ebene   konform 
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abgebildet  auf  den  von  den  Geraden  v  =  —  ;r  und  v  =^  +  n  begrenzten 
Parallelstreifen  der  w-Ebene, 

Den  vom  Nullpunkt  ausgebenden  Halbstrahlen  der  r- Ebene 
entsprechen  dabei  die  Parallelen  zur  M-Axe,  den  zum  Nullpunkt 
konzentrischen  Kreisen  der  z-Ebene  die  Parallelen  zur  t7-Axe. 

Geht  man  vom  Hauptwert  des  Logarithmus  zu  seinen  übrigen 
Werten  über,  so  findet  man: 

HL  Der  kte  Wert  des  Logarithmus  bildet  die  längs  der  Halbaxe 
der  negativ  reellen  Zahlen  aufgeschnittene  z- Ebene  auf  den  von  den 
Parallelen : 

V  =  {2k-l)7t,       V=^{2k+l)7T 

begrenzten  Streifen  der  w-Ebene  ab. 

Die  Bilder  der  r- Ebene,  welche  vermittelst  der  verschiedenen 
Zweige  der  Funktion  Logarithmus  in  der  wj-Ebene  entworfen  werden, 
legen  sich  demnach  in  dieser  glatt  nebeneinander  und  bedecken 
schließlich  die  ganze  z-Ebene  einfach  und  lückenlos.     Daraus  folgt: 

IV.  Es  giebt  stets  einen  und  nur  einen  (endlichen  und  von  Null 
verschiedenen)  fi'ert  z,  für  welchen  einer  der  Werte  von  log  z  gleich 
einer  beliebig  vorgegebenen  endlichen  complexen  Große  w  ist 

Stellen  wir  uns  also  das  Problem :  ,jden  Logarithmus  umzukehren^', 
d.  h.  betrachten  wir  z  als  Funktion  von  w,  so  sehen  wir,  daß  diese 
Funktion  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  ist.  Sie  ist  ferner  in  der 
ganzen  Ebene  steäg,  wie  aus  der  Definition  des  Logarithmus  durch 
ein  bestimmtes  Integral  folgt;  auch  an  den  Grenzen  der  Streifen 
ist  die  Stetigkeit  nicht  unterbrochen,  wie  aus  den  Entwicklungen 
der  §§  54,  55  über  den  stetigen  Zusammenhang  zwischen  den  ver- 
schiedenen Zweigen  des  Logarithmus  (bezw.  Arcus)  hervorgeht.  End- 
lich hat  sie  auch  eine  in  der  ganzen  Ebene  stetige  erste  Ableitung: 

^v  dx       ^    dw 

'  dw  dx 

es  ist  nämlich  z  für  alle  endlichen  ^Werte  von  w  endlich  und  von 
0  verschieden.  Zufolge  der  Definition  einer  regulären  Funktion  und 
des  Satzes  §  38,  X  können  wir  daher  sagen: 

Y.  Die  Umkehrung  des  Logarithmus  ist  eine  in  der  ganzen  Ebene 
reguläre,  also  eine  ganze  transcendente  Funktion, 

Wenn  wir  das  erst  wissen,  können  wir  uns  zur  Bestimmung  der 
Koeffizienten  dieser  Reihe  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten bedienen,  indem  wir: 


n  =  U 


2  =  2^n«'" 
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in  die  Differentialgleichung  (4)  einsetzen.  Wir  erhalten  daraus  die 
Rekursionsformel  für  die  A^: 

A^  =  uAn^i; 

und  da  ^Q  =  1  sein  muß  (denn  z  =  l,  w  =  0  sind  ein  Paar  zu- 
sammengehöriger Werte),  so  gestattet  diese,  die  A^^  successive  zu 
berechnen.     Wir  erhalten  so: 

5)  r=  1  +2"'^,    m.  W.: 

VI.  Die  Umkekrung  des  Logarithmus  ist  die  uns  aus  §  40  be- 
kannte Exponentialfunktion  complexen  Arguments. 

Wir  hätten  dieses  Resultat  noch  auf  manche  andere  Art  er- 
halten können,  z.  B.  durch  Umkehrung  der  Reihe  §  56,  (9)  im  Sinne 
von  §  46,  X  oder  indem  wir  durch  eingehendere  Untersuchung  der 
durch  den  Logarithmus  vermittelten  konformen  Abbildung  zeigen^ 
daß  sie  gerade  die  Umkehrung  der  durch  die  Exponentialfunktion 
vermittelten  ist  Der  hier  eingeschlagene  Weg  ist  deswegen  von 
Wichtigkeit,  weil  man  auf  ihm  auch  in  komplizierteren  Fällen  zu 
der  Erkenntnis  gelangen  kann,  daß,  bezw.  ob  ein  vorgelegtes  Um- 
kehrproblem durch  eine  eindeutige  Funktion  gelöst  wird.  Zur  Ver- 
meidung von  Mißverständnissen  sei  noch  ausdrücklich  bemerkt:  zum 
Beweise  des  Satzes  V  würde  es  nicht  ausreichen  zu  zeigen,  daß  die 
Umkehrungsfunktion  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  ihres  De- 
finitionsbereichs regulär  ist;  es  ist  vielmehr  erforderUch,  daß  man 
sich  über  die  Gestalt  dieses  Definitionsbereichs  zunächst  eine  klare 
Vorstellung  verschafft,  was  eben  am  einfachsten  durch  Untersuchung 
der  konformen  Abbildung  geschieht.  • 


§  58.    Die  Quadratwurzel. 

Mit  Hilfe  der  Funktion  Logarithmus  gelingt  es  uns  nun  auch^ 
die  am  Ende  des  ersten  Abschnitts  zurückgeschobene  Frage  nach 
der  Bedeutung  der  Wurzeln  complexer  Größen,  d.  h.  der  Umkehrung 
der  in  §  18  imtersuchten  Funktion  z»,  zu  erledigen.  Es  würden 
dazu  zwar  schon  die  Sätze  III  und  IX  des  §  18  ausreichen;  man 
beachte  aber,  daß  wir  diese  Sätze  damals  nur  auf  Grund  der  Dar- 
stellung einer  complexen  Zahl  durch  absoluten  Betrag  und  Arcus 
gewonnen  haben,  die  mit  der  Bestimmung  ihres  Logarithmus  äqui- 
valent ist,  soweit  der  hier  wesentliche  Punkt  der  Vieldeutigkeit  in 
Betracht  kommt.     Man  kann  ja  freilich  jene  Sätze,  wenn  man  erst 
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den  Fündamentalsatz  der  Algebra  hat,  auch  rein  algebraisch  ableiten; 
aber  das  ist  yiel  umständlicher.^  Überhaupt  ist  eine  algebraische 
Funktion  nicht  notwendig  an  und  für  sich  einfacher  als  eine  trans- 
cendente.  In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  nun  die  Funktion 
„Quadratwurzel*'  mit  Hilfe  der  Funktion  Logarithmus,  bezw.  der 
Exponentialfanktion  untersuchen,  als  einfachstes  Beispiel  dafür,  wie 
man  in  die  Natur  einer  zwischen  zwei  Variabeln  bestehenden  al- 
gebraischen Abhängigkeit  dadurch  Einblick  erhält,  daß  man  sie  beide 
als  eindeutige  transcendente  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln  darstellt 

Wir  definieren  zunächst: 

I.   Uriter  der  Quadratwurzel  aus  einer  complexen  Große  z: 

1)  s  =  fz 

verstehen  wir  eine  complexe  Große  s,  die  der  Gleichung: 

2)  s^  =  z 
genügt. 

Bestimmen  wir  nun  eine  Hilfsgröße  ri  durch  die  Bedingung: 

3)  r  =  e^ij 

d.  h.  setzen  wir  iy  gleich  einem  der  Werte  der  uns  schon  bekannten 
Funktion  logz,  so  können  wir  folgendermaßen  auch  s  als  eindeutige 
Funktion  von  ri  ausdrücken.  Da  die  Gleichung  (2)  bestehen  soll, 
muß  auch  jeder  Wert  des  Logarithmus  der  einen  Seite  gleich  einem 
Wert  des  Logarithmus  der  andern  Seite  sein;  es  folgt  also: 

4)  f]  =  einem  der  Werte  von  log(Ä^. 

Diese  Werte  zerfallen  aber  (§  56,  Vlll)  in  zwei  Klassen:  die 
einen  sind  =  2  log  5,  die  andern  unterscheiden  sich  von  diesen  um 
ungerade  Vielfache  von  2  7ti,  Es  folgt  also,  daß  jeder  Wert  von 
log«  sich  entweder  in  der  Form: 

l  +  '2kni,  Ä  =  0,   ±1,   ±2... 

oder  in  der  Form: 

-|-+  2(2A  +  l)-2!r;,     Ä  =  0,  +1.  ±2... 
darstellen  lassen  muß.     Wir  können  beide  in  die  eine  Form: 

l+kni,  Ä  =  0,  ±1,  ±2 

zusammenfassen  und  erhalten  so  das  Resultat: 


*  Vgl.  z.  B.  H.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra,  Bd.  I  (Braunschweig  1895) 
p.  107. 
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IL  H^ird  der  gegebene  Wert  von  z  auf  die  Form  (3)  gebracht^ 
so  muß  jeder  zugehörige  Wert  von  s  unter  der  Form: 

5)  .  =  /^*" 

enthalten  seiji,  in  der  k  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet 

Umgekehrt  folgt  aus  den  Gleichungen  (11),  (12)  von  §  40: 

III.  Wie  auch  die  ganze  Zahl  k  in  (5)  gewählt  werden  mag. 
immer  liefert  diese  Formel  einen  Wert  von  s,  der  die  Gleichung  (2) 
erfüllt,  also  n.  Def  als  ein   Wert  von  ]/r  zu  bezeichnen  ist 

Wir  können  das  übrigens  auch  noch  anders  fassen.  Wir  haben 

oben    unter   i]   einen   bestimmten  der  Werte  von  logr  verstanden; 

alle  andern  sind  dann  ii  +  2hni.  Wir  erhalten  also  gerade  alle 
die  Werte  (5),  wenn  wir  in: 

ö)  5  =  e-=e- 

unter  ?;  nicht  mehr  einen  bestimmten,  sondern  einen  beliebigen  der 
Werte  von  log  z  verstehen.  Demnach  können  wir  die  Sätze  II  und 
m  auch  so  aussprechen: 

IV.  Wir  erhalten  alle  Paare  zusammengehörender  Werte  s,  z, 
welche  die  Gleichung  (2)  befriedigen,  wenn  wir: 

7)  5  =  e'i'^ ,     z  =  e^i 

setzen  und  i]  als  unabhängige   Variable  behandeln. 

V.  Nehmen  wir  für  log  z  in  (6)  den  Hauptwert ,  so  erhalten  wir 
einen  bestimmten  Wert  von  s;  wir  nennen  ihn  den  Hauptteert  der 
Quadraticurzel.  Er  ist  dadurch  charakterisiert,  daß  sein  Arcus  y.f  den 
Bedingungen : 

8)  --2<t/'^-, 

genügt,  m.  a.    //.,  daß  sein  reeller  Bestandteil  nicht  negativ  ist 

Da  wir  den  Logarithmus  als  eine  unendlich  vieldeutige  Funktion 
erkannt  haben,  so  könnte  es  nach  der  Darstellung  (6)  zunächst 
scheinen,  als  ob  auch  die  Quadratwurzel  unendlich  vieler  Werte 
fähig  wäre.  Aber  das  ist  nicht  der  Fall.  Alle  Werte  des  Loga- 
rithmus entstehen  nämlich  aus  dem  Hauptwert  durch  Addition  von 
2knij  wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Ist  diese  ganze 
Zahl  gerade,  so  erhält  man  aus  (6)  denselben  Wert  s  =^  s^^,  wie 
wenn  man  den  Hauptwert  des  Logarithmus  nimmt;  ist  sie  ungerade, 
so  erhält  man  s  =  s^^"^^  =  —  s^^.  Es  giebt  folglich  für  die  Quadrat- 
wurzel außer  dem  Hauptwert  nur  noch  einen  Nebenwert;  anders 
ausgedrückt: 
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Tl.  Zu  Jedem  (voi, 
Größe  z  gvhSren  zirei  i 
(2J  Genüge  leisten. 


t  und  00  vergchiedcnen)   Wert  der  complexen 
I  nur  zwei  If'erte  von  s,  welche  der  Gleiehumf 


§  59.    Die  RiEMANN'sche  Fläche  der  Quadratwurzel. 

Infolge  des  letalen  Satzes  bedai-f  es,  um  die  IJuadratwurzel  zu 
einer  eindentigen  Funktion  des  Ortes  aaf  einer  Fläche  zu  mat^hc'n, 
nicht  der  unendlich  viel  blättrigen  8chräubenfläche  de.s  Logarithmus, 
sondern  es  genügt  eine  zweiblättriffe  Fläche,  die  aus  ! 
jener  Schraube  besteht  (Fig.  28).  Dabei  ist  zu 
beachten,  daß  der  „zweite  Wert"  des  Logarithmus 
(im  Sinne  der  Definition  §  54,  IV)  wieder  den  i 
Hauptwert  der  Quadratwurzel  liefert.  Wo  j 
bei  der  Fläche  des  Logarithmus  das  zweite  Blatt 
in  das  dritte  überging,  muß  bei  der  Fläche  der 
Quadratwurzel  an  das  zweite  Blatt  wieder  das 
eiste  sich  auschlieBen,  wenn  anders  jedem  stetigen  Zusammenhang 
der  Funktions  werte  ein  stetiger  Zusammenhang  der  Fläch  enteile 
entsprechen  soll.  Das  kann  man  sich  aber  im  Räume  nicht  anders 
Torstellen,  als  in  der  Weise,  daß  man  die  Schhifikante  des  zrreileii 
Blattes  deit  unter  ihr  Hellenden  Fläckenteil 
durchdringen  läßt,  damit  sie  die  wieder 
anter  diesem  liegende  Anfaugskante  des 
ersten  Blattes  erreichen  und  sich  mit  ilir 
terächmeizeu  kann  (Fig.  29). 

Man  macht  sich  von  einer  solchen 
Fläche  am  leichtesten  ein  Bild,  wenn  man 
sie  allmähUch  entstehen  läßt.  Mau  denke 
äch  in  der  Ebene  einen  im  Nullpunkt  be- 
giuneuden  unbegrenzten  Radius,  der  von 
einer  bestimmten  Aul'angslage  (etwa  qs  =  —  ti)  aus  sich  in  positivem 
Sinne  um  den  Nullpunkt  dreht  und  durch  diese  seine  Bewegung  ein 
Fläcbeustiick  beschreibt.  Wenn  er  in  die  Anfangslage  zurückgelangt 
ist,  hat  die  erzeugte  Fläche  zwei  dicht  nebeneinander  liegende 
Runder.  Diese  sollen  aber  nun  nicht  miteinander  verschmelzen, 
sondern  der  vorschreiteude  Rand  soll  sich  über  den  festen  weg- 
schieben und  seine  drehende  Bewegung  im  seihen  Sinne  wie  bisher 
weiter  fortsetzen,  indem  er  dabei  das  fortwährend  sich  ausdehnende 
Flächenstück  hinter  sich  her  schleppt.  Wir  lassen  diesen  vor- 
Bchivitenden  Rand  noch  einen  zweiten  Umlauf  machen,   dann   aber 


Fig.  2!1- 


170    Mehrwertige  analyHsche  Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen. 


das  unter  ihm  liegende  Flächenstück  durchsetzen  und  sich  mit  dem 
noch  tiefer  liegenden  Anfangsrand  vereinigen. 

Fig.  30  stellt  einen  senkrecht  zur  Halhaxe  der  negativ  reellen 
Zahlen  geführten  Schnitt  durch  die  Fläche  dar;  sie  zeigt,  wie  längs 

derselben  der  linke  Teil  des  I.  Blattes  mit  dem 
rechten  des  EL,  der  rechte  des  I.  mit  dem  linken 


X 


des  n.  zusammenhängt. 


Der  Nullpunkt,  um  den  herum  die  beiden 
^'     '  Blätter    miteinander   zusammenhängen,    so   daß 

man  bei  seiner  Umkreisung  aus  einem  Blatt  in  das  andere  gelangt, 
heißt  ein  Verzweigungspunki  der  Fläche  (vgl.  §  55, 11)  und  zwar  ein 
einfacher,  oder  ein  solcher  von  der  ersten  Ordnung.  Ebenso  ist  der 
Punkt  CX5  einfacher  Verzweigungspunkt.  Die  Linie  längs  welcher 
die  beiden  Blätter  sich  durchsetzen,  heißt  Übergangslinie, 

Auf  dieser  Fläche  ist  nun  die  Quadratwurzel  eine  eindeutige  Funktion 
des  Ortes;  jedem  ihrer  Punkte  ist  nicht  nur  ein  bestimmter  Wert 
von  Zj  sondern  auch  ein  bestimmter  Wert  von  s  =  ]/r  zugewiesen. 
Dabei  ist  s  auch  eine  stetige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Fläche; 
durchläuft  ein  Punkt  einen  auf  der  Fläche  selbst  (nicht  etwa  bloß 
in  der  Projektion  auf  die  r-Ebene)  geschlossenen  Weg  in  stetigem 
Fortschreiten,  so  ändern  sich  auch  die  zugehörigen  Werte  der 
Quadratwurzel  stetig.  Umgekehrt  entspricht  auch  jedem  Wertepaar 
fz,  s),  das  der  Gleichung  §  58,  (2)  genügtj  nur  ein  Punkt  der  Fläche» 
Damit  das  ausnahmslos  gilt,  müssen  wir  noch  festsetzen:  der  Ver* 
Zweigungspunkt  zählt  nur  für  einen  Punkt  der  Fläche  ^  entsprechend 
dem  Wertepaar  (0,  0).  Jeder  andere  Punkt  der  Übergangslinie  dagegen 
repräsentiert  zwei  Punkte  der  Mäche,  von  denen  der  eine  dem  einen, 
der  andere  dem  anderen  der  sich  in  der  Übergangslinie  durch- 
setzenden Flächenteile  angehörte 

Es  ist  von  Wichtigkeit,  daß  man  sich  darüber  klar  ist,  was  an 
dieser  geometi'ischen  Darstellung  des  Zusammenhangs  der  Funktions- 
werte durch  die  RiEMAKNsche  Fläche  wesentUch  und  was  unwesent- 
lich ist.  Wesentlich  sind  die  Verzweigungspunkte  z  =  0  und  r  =  oo ; 
sie  ändern  hieße  von  der  Funktion  .?  =  ]/r  zu  einer  andern  Funktion 
übergehen,  nicht  bloß  dem  geometrischen  Bild  eine  andere  Gestalt 
erteilen.  Dagegen  ist  die  Gestalt  der  lT)ergang8linie  ganz  unwesent- 
lich; sie  muß  nur  die  Punkte  0  und  oo  verbinden.  Daß  sie  gerade 
mit  der  Axe  der  negativ  reellen  Zahlen  zusammenfällt,  ist  nur  eine 
Konsequenz  des  Willküraktes,  durch  den  wir  §  54,  I  den  Haupt- 
wert des  Arcus  und  damit  des  Logarithmus  definiert  haben.  Wir 
könnten  irgend  eine  andere  willkürliche  Festsetzung  treflFen,  um  ein 
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erstes  Blatt  unserer  Fläche  zu  definieren.  Geometrisch  wird  sich 
eine  solche  Festsetzung  immer  so  formulieren:  Man  ziehe  eine  be- 
stimmte,  sich  nicht  durchsetzende  Linie  von  0  nach  oo;  alsdann 
wähle  man  für  einen  bestimmten,  nicht  auf  dieser  Linie  liegenden 
Punkt  Zq  einen  der  beiden  zugehörigen  Werte  von  s,  s^j  und  nehme 
in  jedem  andern  Punkte  z^  denjenigen  Wert  von  s,  den  man  erhält, 
wenn  man  z  von  z^  aus  einen  die  Linie  nicht  schneidenden  Weg 
beschreiben  und  dabei  s  von  s^  aus  sich  stetig  ändern  läßt.  Nehmen 
wir  dann  zwei  solche  Blätter  und  verbinden  sie  längs  der  Ubergangs- 
linie  kreuzweise,  so  erhalten  wir  ebenfalls  eine  Fläche,  auf  der  Yz 
eine  eindeutige  und  stetige  Funktion  des  Ortes  ist 

Wollen  wir  dieser  Willkürlichkeit  der  UbergangsUnie  in  unserem 
geometrischen  Bilde  Rechnung  tragen,  so  müssen  wir  uns  die  Blätter 
in  der  Weise  gegeneinander  beweglich  denken ,  daß  die  Übergangslinie 
unbeschadet  des  Zusammenhangs  verschoben  werden  kann.  Freilich 
setzt  das  voraus,  daß  der  eine  Flächenteil  sich  teilweise  durch  den 
andern  hindurchschiebt,  ohne  daß  dieser  zerreißt;  aber  wir  haben 
auch  gar  nicht  nötig,  den  Blättern  die  Eigenschaft  der  Undurch- 
dringlichkeit beizulegen,  da  sie  ja  geometrische  und  nicht  physika- 
lische Gebilde  sind.  Überhaupt  ist  die  Übergangslinie  nur  ein  not- 
wendiges Übel;  es  findet  in  ihr  ebensowenig  ein  stetiger  Übergang 
von  einem  der  zu  demselben  Argument  werte  gehörenden  Funktions- 
werte zum  andern  statt,  wie  in  andern  Stellen  der  Fläche  (mit 
Ausnahme  der  Verzweigungspunkte).  Wir  wollen,  um  dem  Rechnung 
zu  tragen,  folgendes  festsetzen  —  und  zwar  ein-  für  allemal,  da 
uns  ähnliche  Verhältnisse  noch  öfter  begegnen  werden: 

Ztcischen  zwei  Flächenteilen,  die  sich  in  einer  Linie  durchsetzen, 
soll  längs  dieser  Linie  kein  Ziisammenhang  angenommen  werden;  ein 
Punkt j  der  sich  auf  einer  derartigen  Fläche  bewegt,  soll,  wenn  er  an 
eine  solche  Linie  kommt,  niemals  auf  den  ander jtFlächenteil  übergehen 
dürfen. 

(In  Fig.  30  bilden  die  linke  Hälfte  des  unteren  und  die  rechte 
des  oberen  „ Blattes ^^  den  einen,  die  rechte  Hälfte  des  unteren  und 
die  linke  des  oberen  den  andern  der  beiden  ,,  Flächenteile ^^,  von 
welchen  in  vorstehendem  Satze  die  Rede  ist.) 

§  60.    Zusammenhangsverhältnisse  dieser  Fläche. 

Man  begegnet  häufig  der  Aufgabe,  die  allgemeinen  Sätze  des 
IV.  Abschnitts  über  eindeutige  Funktionen  von  z  auf  solche  Funktionen 
zu  übertragen,  welche  auf  irgend  einer  andern  RiEMANNSchen  Fläche, 
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ala  der  Ebene,  bezw.  der  Kugel  eindeutige  Funklioneu  des  Ortes 
sind.  Nun  beruhten  jene  Sätze  auf  dem  fundameutalei]  CAUCUTscUen 
Integralsatz  von  §  36,  und  dieser  wieder  auf  der  Umformung  eines 
über  eine  geschlossene  Kurve  erstreckten  Integrals  in  ein  Dujipel- 
integral  über  die  von  der  Kurve  begrenzte  Fläche.  Sollen  daher 
jene  Sätze  auf  irgend  eine  andere  Fläche  übertragen  werden,  so 
wird  jedesmal  vor  allem  die  Vorfrage  entschieden  werden  müssen, 
oh  auch  auf  dieser  Fläche  jede  geschlossene  Kurve  für  sich  allein 
ein  Flächenstflck  vollständig  begrenzt;  ea  ist  das  nämlich,  wie  wir 
sehen  werden,  keineswegs  bei  allen   Flächen  der  Fall. 

Die  Frage  ist,  wie  mau  sieht,  eine  qualitative;  sie  hat  mit  6sbM 
Uaß Verhältnissen  der  däche    nichts    zu    thun,   sondern  ist  für  f 
Flächen  in  derselben  Weise  zu  beantworten,  die  durch  stetige  Um 
formung  (Biegung  und  Dehnung)  ohne  Zerreißung  ineinander    über» 
geführt   werden    können,      Sie    gebort   also    einem    Abschnitte   der  1 
Geometrie    an,    den    man   als  Analj/nis  situs   oder   Tojiologie   zu    he- 
zeichnen    ptlegt   und    der   überhaupt   von  den,ieoigen  Eigenschaften 
geometrischer  Gebilde   bandelt,    welche    allen   Gebilden    gemeinsam 
sind,    die  durch  Biegung  und  Dehnung  ohne  Zerreißung  ineinander 
übergeführt  werden  können.    Man  kann  in  ihr  noch  den  Unterschied 
machen,   ob  man  nur  solche  Umformungen  in  Betracht  ziehen  will, 
bei  welchen  die  Gebilde  auch  als  undurchdringlich  angesehen  werden, 
oder   oh    man   ihnen   die  Eigenschaft  der  Undurchdriughchkeit   ab- 
sprechen will.      Für   tinsere  Zwecke    ist  es  nach  den  Auseinander-  ■ 
setzungeu   des  vorigen  Paragraphen  durchaus  erforderlich,  daß  i 
uns  auf  den  zweiten  Standjiunkt  stellen.      Dann  können  vdt  nnsei 
Fläche  folgendermaßen  in  eine  Kugel  umformen:' 

Wir  beginnen   damit,   daß  wir  das  innere  Blatt  immer  ' 
durch   die    Übergangsünie  herausziehen    (Fig.  31.  a).      Das  könaei 
wir  solange  fortsetzen  bis  übei 

®r^      O^      r~^    ''"^P'  ^^^  ^^°^^  '""^'■^  kugel,! 
^-— -^       ^ — ■'^        ^—r^     förmige  Sack  herausgezogen  i8i;| 
es  erscheint  dann  an  der  Stel 
an  der  die  Übergaugslinie   si<A 
^befunden   hatte,   eine  scharfe  Kante  (b).      Diese  glätten  wir  ab  (•■ 
I  nnd  haben  schlieUlich  eine  Kugel  in  der  Hand  (rf). 

Wir  können  uns  diesen  Umfonnungsprozeß  übrigens  auch  nod 
^etwas   anders    zurechtlegen.     Wir   können    uns  zunächst  die  inuu 


'  Eine  groBc  Anzabl  von  Figuren 
proiesse  findet  man  \a  dem  Scluiflcheu  v 
DefonoKtion  zweiblAttriger  BiBiuKKHchei 


EUT  Erläuterung   solcher  Umformuii 
in  Fr.  Hophami:  Methodik  der  Sl 
Flächen,  Ualle  ISSS- 
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Kngel  mehr  und  mehr  abgeplattet  denken,  bis  sie  zuletzt  in  eine 
doppelt  bedeckte  ebene  Kreisscheibe  übergeht  Dann  können  wir 
uns  vorstellen,  daß  wir  die  beiden  Blätter  dieser  Scheibe  durch- 
einander durchschlagen,  so  daß  eine  Kugel  mit  einer  sackförmigen 
Einstülpung  entsteht  (Fig.  32,  b).  Lassen  wir 
diese  Einstülpung  sich  immer  mehr  abflachen, 
so  haben  wir  schließlich  ebenfalls  eine  Kugel. 

Übrigens  brauchen  wir  die  Frage  nach 
der  Möglichkeit  einer  stetigen  Umformung  einer 
Fläche  in  eine  andere  gar  nicht  in  erster 
Linie  zu  betonen.  Worauf  es  schließlich  ankommt,  damit  zwei 
Flächen  für  die  von  uns  vorz.unßhmenden  Untersuchungen  äquivalent 
sind,  das  ist  nur:  die  Flächen  müssen  sich  so  aufeinander  beziehen 
lassen,  daß  jedem  stetigen  Weg  auf  der  einen  ein  stetiger  Weg  auf 
der  andern  entspricht.  Denn  dann  wird  auch  jeder  geschlossenen 
Linie  der  einen,  die  einen  Flächenteil  vollständig  abgrenzt,  eine 
geschlossene  Linie  der  andern  von  derselben  Eigenschaft  entsprechen 
(sonst  würde  nämlich  einem  stetigen  Weg  auf  der  zweiten  Fläche, 
der  zwei  Punkte  auf  verschiedenen  Seiten  dieser  Linie  verbindet, 
kein  ebensolcher  Weg  auf  der  andern  Fläche  entsprechen  können, 
gegen  die  Voraussetzung).  Eine  solche  Zuordnung  zweier  Flächen 
zu  einander  wird  aber  auch  erreicht  sein,  wenn  der  folgende  Prozeß 
zum  Ziele  fühii. 

Man  zerschneide  die  vorgelegte  Fläche  in  irgend  welche  Stücke, 
trage  aber  vorher  dafür  Sorge,  daß  an  den  neu  entstehenden 
Rändern  vermerkt  wird,  in  welcher  Weise  sie  zusammengehören. 
Dann  deformiere  man  jedes  der  entstandenen  Stücke  für  sich,  ohne 
Zerreißung  und  ohne  Verschmelzung  vorher  getrennter  Teile.  Hierauf 
lege  man  die  deformierten  Stücke  wieder  so  nebeneinander,  daß  sie 
mit  solchen  Teilen  ihrer  Ränder  paanveise  aneinander  stoßen,  welche 
auch  ursprünglich  zusammen  gehörten.  Endlich  vereinige  man  diese 
Ränder  wieder. 

In  unserem  Falle  kann  das  nun  folgendermaßen  geschehen. 
Wir  bezeichnen  zunächst  das  rechte  (d.  h.  auf  der  Seite  der  positiven 
y  gelegene)  Ufer  der  Ubergangslinie  in  jedem  Blatte  durch  Schraffierung 
(Fig.  33,  a).  Dann  führen  wir  längs  der  Ubergangslinie  einen  Schnitt 
durch  beide  Blätter,  so  erscheint  jedes  Blatt  als  eine  mit  einem 
Einschnitt  versehene  Kugel,  resp.  Ebene  —  die  letztere  Vorstellung 
ist  hier  die  bequemere.  Indem  wir  die  beiden  Ufer  des  Einschnitts 
um  den  Nullpunkt  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  aus- 
einanderdrehen, pressen  wir  die  Fläche  zusammen;    wir  setzen  das 
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80  lange  fort,  bis  der  Winkel  im  Nallpunkt,  der  2n  betrug,  auf  n 
reduziert  ist  Ebenso  verfahren  wir  mit  dem  andern  Blatte.  Sind 
die  Blätter  beide  so  weit  umgeformt,  so  können  wir  sie  in  der 
Ebene  glatt  nebeneinander  legen;    und   zwar  thun  wir  das  so,  daß 

wir  den  glatten  Rand  jedes 
^^EEz      Blattes  an  den  schraffierten 


O/  ^y<- /L 


\ 


^///////////////  ^j^ —      E  P^I      ^®®  andern  legen,  wie  es  ur- 


sprünglich    der    Fall     war. 
(Dabei  können  wir  auch  da- 
o  fiir  noch  sorgen,  daß  gerade 

^^-  ^^'  solche    Punkte    der   Ränder 

nebeneinander  zu  liegen  kommen,  die  auch  ursprüngUch  neben- 
einander lagen.)  Schließlich  vereinigen  wir  diese  Ränder  wieder; 
dann  haben  wir  eine  schlichte  Ebene,  bezw.  Kugel  vor  uns.  (Fig.  33,  c.) 
Wir  gelangen  also  bei  allen  diesen  ümformungsmethoden  über- 
einstimmend zu  dem  Satze: 

Die    zweiblättrige    RiEMANNSche    Fläche    mit   zwei   Ferzweigungs- 
punkten  hat  dieselben  Zusammenhangsverhältnisse  wie  die  KugeL 


§  61.   Anwendung  der  CAucHY'schen  Sätze  auf  Funktionen,  die  auf 
der  RiEMANN'schen  Fläche  von  V^  eindeutig  sind. 

Nach  den  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  hat  die  zwei- 
blättrige RiEMAXNsche  Fläche  mit  zwei  Verzweigungspunkten  mit 
der  Kugel  die  Eigenschaft  gemein,  daß  sie  durch  jede  auf  ihr  ge- 
zogene geschlossene  Kurve  in  je  zwei  Teile  zerlegt  wird,  deren  jeder 
von  der  Kurve  vollständig  begrenzt  ist  Infolgedessen  können 
wir  die  CAUCHYSchen  Sätze  des  11.  Abschnitts  auf  jede  Funktion 
anwenden,  die  in  einem  begrenzten  Bereiche  unserer  Fläche 
regulär  ist. 

Wenn  der  betreifende  Bereich  keinen  Verzweigungspunkt  in 
seinem  Innern  enthält,  hat  das  gar  keine  Schwierigkeit.  So  gilt 
z.  B.  fiir  die  Funktion  )/r  selbst  in  der  Umgebung  eines  beliebigen 
von  0  und  cx)  verschiedenen  Punktes  a  der  Fläche  die  TAYuoBsche 
Entwicklung: 

^        ^  ^      I     ^2       a  24       a«        ^2.4-6       a»  ^       J' 

die   den   einen   oder   den   andern   Zweig   der   Funktion   liefert,  je 
nachdem  man  für  den  vor  der  Klammer  stehendenden  Faktor  ^a 
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den  einen  oder  den  andern  Wert  nimmt  (in  der  Klammer  stehen 
nur  eindeutige  Funktionen).^ 

Wenn  der  betreffende  Bereich  aber  einen  Verzweigungspunkt 
in  seinem  Innern  enthält,  gilt  zwar  noch  der  Satz  von  §  35,  daß: 

ff(i:)dz=.0 

ist,  wenn  die  Funktion  in  dem  Bereiche  stetig  ist  und  eine  stetige 
erste  Ableitung  hat;  aber  die  Reihenentwicklung  des  §  37  läßt  sich 
nicht  mehr  ohne  weiteres  anwenden.  Wollte  man  nämlich  die 
dortigen  Schlüsse  auf  den  jetzigen  FaU  übertragen,  so  hätte  man 
zu  berücksichtigen,  daß  die  Funktion 

jetzt  nicht  nur  in  einem  Punkte  J,  sondern  in  zwei  übereinander- 
liegenden Punkten  der  Fläche  unendlich  wird,  welchen  beide  zu 
demselben  Argumentwert  cT  gehören.  Infolgedessen  würde  die  Ent- 
wicklung die  Summe  der  beiden  Werte  fi(C)  +  f2{^)  geben,  welche 
die  Funktion  /'  in  diesen  beiden  Punkten  besitzt.  —  In  der  That 
konvergiert  die  Entwicklung  (1)  auch  nur  in  einem 
Kreise  um  o,  der  durch  den  Verzweigungspunkt 
geht,  d.  h.  so  lange 

2)  !  r  -  fl  !  <   fl  I 

ist. 

Will  man  eine  Entwicklung  einer  auf  der  zwei-         Figr34. 
blättrigen    Fläche    in    der    Umgebung     eines    Ver- 
zweignngspunkts  regulären  Funktion  haben,  so  muß  man  die  Um- 
gebung des  Verzweigungspunkts  erst  durch  die  Substitution: 

3)  z  =  t^,     dz  =^  2  t dt 

auf  die  Umgebung  des  Nullpunkts   einer   ^- Ebene   umkehrbar   ein- 
deutig   abbilden^    und    die   zu   untersuchende   Funktion    in    diese 


^  Man  sehließe  nur  nicht  etwa,  daß  die  Reihe  (1)  stets  den  ,,Hauptwerf' 
Yx  liefere,  wenn  fär  ]/a  der  Hauptwert  genommen  wird;  das  ist  nur  so  lauge 
der  Fall,  als  die  gerade  Verbindungslinie  a  x  die  Halbaxe  der  negativ  reellen 
Zahlen  nicht  trifft  _ 

•  Da  die  Umkehrung  der  Funktion  s  =  |/s ,  durch  die  wir  unsere 
RxEMAirifBche  Fläche  definierten,  nämlich  x  =  s^,  eine  eindeutige  Funktion  ist, 
können  wir  s  selbst  hier  als  t  ver^'enden  und  erhalten  infolgedessen  nicht 
nur  die  Umgebung  des  Nullpunkts,  sondern  die  gayixe  Fläche  eindeutig  auf 
die  ^Ebene  abgebildet;  im  allgemeinen  wird  das  nicht  der  Fall  sein. 
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Ebene  übertragen.  Eine  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  auf  der 
zweiblättrigen  Fläche  reguläre  Funktion  von  z  geht  dabei  über  in 
eine  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  auf  der  schlichten  Ebene 
reguläre  Funktion  von  L  Diese  läßt  sich  nach  Potenzen  von  t  in 
eine  MACLAURiNsche  Reihe  entwickeln;  führen  wir  dann  statt  t 
wieder  z  ein,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

I.  Eine  in  der  Umgebung  des  Äullpunkts  auf  der  RiEMANNscheii 
Fläche  von  .9  =  j/z  reguläre  Funktion  läßt  sich  in  eine  Reihe  enttcickeln, 
die  nach  Potenzen  von  ^ z  mit  positiven,  steigenden y  ganzzahligen  Ex- 
ponenten fortschreitet 

Wie  aus  der  Ableitung  dieses  Satzes  hervorgeht,  ist  in  allen 
Gliedern  der  Reihe  stets  derselbe  Wert  der  zweiwertigen  Funktion 
y z  zu  nehmen;  je  nachdem  man  den  einen  oder  den  andern  nimmt, 
erhält  man  den  Wert  der  Funktion  in  dem  einen  oder  andern  von 
zwei  Punkten,  die  in  den  beiden  Blättern  der  Fläche  übereinander 
liegen.  —  Was  den  Konvergenzbereich  der  Reihe  (I)  betriflt,  so  ist 
er  stets  durch  einen  Kreis  begrenzt;  das  folgt  daraus,  daß  ein  Kreis 
um  den  Nullpunkt  der  ^Ebene  sich  auf  einen  Kreis  um  den  Null- 
punkt der  z-Ebene  abbildet 

II.  Auch  der  LAUBENTschc  Satz  läßt  sich  auf  Funktionen  über- 
tragen, die  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  unserer  Fläche,  ab- 
gesehen von  diesem  selbst,  regulär  sind.  Man  erhält  Reihen,  die 
nach  Potenzen  von  ^  z  mit  positiven  und  negativen  ganzzahligen 
Exponenten  fortschreiten.  Je  nachdem  dabei  nur  eine  endliche  oder 
eine  unendliche  Anzahl  Glieder  mit  negativen  Exponenten  auftreten, 
sclireibt  man  der  Funktion  im  Nullpunkt  einen  Pol  oder  einen 
wesentlich  singulären  Punkt  zu.  Dabei  ist  es  zweckmäßig,  im  Falle 
eines  Pols  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  durch  den  höchsten  vor- 
kommenden negativen  Exponenten  von  "j/r,  nicht  von  z  selbst^  zu  messen. 

in.  Es  empfiehlt  sich  das  auch  deswegen,  weil  gerade  bei  dieser 
Formulierung  der  Satz  von  §  46  sich  ungeändert  auf  die  EiEMANNSche 
Mäche  überträgt.  Ohne  weiteres  geht  das  nämlich  nicht;  der  Satz, 
daß  die  Ableitung  einer  regulären  Funktio?i  ausnahmslos  stetig  sei, 
gilt  in  Jerztoeigungspunkten  nicht  mehr^  wie  das  Beispiel  von  j/r 
selbst  schon  zeigt  Übertragen  wir  aber  alles  in  die  ^- Ebene,  so 
fallen  die  Umständlichkeiten  weg;  geht  f[z)  durch  die  Substitution 
(3)  über  in  eine  Funktion  von  t  die  mit  'kp[t)  bezeichnet  sei,  so  wird: 

wenn    if,*' {t)   die  Ableitung  von  \f)   nach   t  bedeutet;    und   eine   ge- 
schlossene Kurve  auf  der  Fläche j  die  den  Verzweigungspunkt  umgiebt^ 


§  61.     Anwendung  der  CAucnrsehen  Sätze  auf  Funktionen  etc.     177 


geht  über  in  eine  Kurve  der  ^- Ebene,  die  den  Nullpunkt  umgiebt 
Das  Integral: 

genommen  um  einen  Verzweigungspunkt,  ist  also  gleich  der  Ordnungs- 
zahl des  unendlich  Werdens  von  t//(/)  für  ^  =  0;  und  das  ist  eben 
gerade  die  Zahl,  die  wir  oben  als  Ordnungszahl  des 
Unendlichwerdens  von  f{z)  im  Verzweigungspunkte 
definiert  hatten. 

Will  man  auch  den  Satz  von  §  45  auf  die  zwei- 
blattrige  Fläche  übertragen,  so  hat  man  zu  beachten,         Fig.  35. 
daß    f{z)dz    nicht    einfach     ='iff{t)dty    sondern     r=2\f){t)tdt    ist 

IV.  Infolgedessen  ist  als  Residuum  von  f(z)  im  Verzweigungspunkt 
der  halbe  Koeffizient  von  z"^  anzusehen. 

Für  die  Umgebung  des  im  Unendlichen  gelegenen  Verzweigungs- 
punkts unserer  Fläche  gelten  analoge  Modifikationen. 

Damit  können  wir  auch  die  Sätze  IV  und  V  von  §  44  über- 
tragen.    Zunächst  findet  man  wie  dort: 

V.  Eine  auf  unserer  zweiblättrigen  Fläche  überall  reguläre  Funktion 
ist  notwendig  eine  Konstante. 

Femer: 

VL  Eine  auf  unserer  zweiblättrigen  Fläche  im  Endlichen  überall 
reguläre  Funktion  ist  eine  rationale  ganze  Funktion  von  s  =  y Z' 

In  einer  solchen  Funktion  können  wir  durch  Benutzung  der 
Gleichungen: 

5)  Ä*  =  z,     Ä^  =  z  yz ,     5*  =  z^,     s^  =  z*  )/z ,     5®  =  z^  .  .  . 

die   höheren  Potenzen   von   s   auf  die  erste   herabdrücken  und  die 
Funktion  auf  die  Gestalt  bringen: 

in  der  g^  und  g^  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein  bedeuten. 

Auch  §  44,  VI  können  wir  übertragen,  sobald  wir  erst  Funk- 
tionen haben,  die  auf  der  ganzen  Fläche  regulär  sind  mit  Ausnahme 
eines  einzigen  Pols  vorgeschriebener  Ordnung  an  vorgeschriebener 
Stelle.  Solche  können  wir  aber  leicht  bilden:  wir  brauchen  nur  auf 
die  /-Kugel  überzugehen,  da  diese  umkehrbar  eindeutig  auf  unsere 
Fläche  bezogen  ist.     Wir  gelangen  so  zu  dem  Satze: 

Vll.  Eine  auf  unserer  zweibläib'igen  Fläche  mit  Ausnahme 
einzelner  Pole    reguläre  Funktion    ist   eine    rationale  Funktion  von  |/z. 

Wir  könnten  statt  dessen  (vgl.  (6))  auch  sagen:  „eine  rationale 
Funktion  von  z  und  s  =  j/z".     Diese  Form  des  Satzes  gestattet  p'^'*^ 
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einen  andern  Beweis,  den  wir  hier  mitteilen  wollen,  weil  er  sich 
auf  kompliziertere  algebraische  Funktionen  übertragen  läßt^  was  mit 
der  ersten  Form  und  ihrem  Beweise  nicht  der  Fall  ist 

Um  einen  Punkt  der  Fläche  unzweideutig  zu  bezeichnen, 
müßten  wir  eigentlich  außer  z  auch  immer  noch  den  zugehörigen 
Wert  Yon  s  mit  angeben.  Statt  dessen  können  wir  aber  auch  fest- 
setzen^  daß  das  Zeichen  z  stets  einen  bestimmten  Punkt  der  Fläche 
bedeuten  soll,  gleichgültig  welchen  von  den  beiden,  die  zu  demselben 
Wert  der  complexen  Variabein  z  gehören;  der  andere  von  diesen 
beiden  Punkten  sei  dann  flir  den  Augenblick  mit  ~z~  bezeichnet  (ab- 
weichend von  der  §  11  benutztei)  Bedeutung  dieses  Zeichens). 

Betrachten  wir  nun  erstens  die  Funktion 

Auf  unserer  RiEMANNschen  Fläche  ist  diese  Funktion  jeden- 
falls eindeutig;  wir  behaupten  aber  darüber  hinaus^  daß  sie  auch 
auf  der  schlichten  Ebene  eindeutig  ist  Denn  laööen  wir  z  einen 
geschlossenen  Weg  in  der  Ebene  beschreiben,  der  auch  auf  der 
Fläche  geschlossen  ist,  so  kehrt  z  nach  z  zurück  und  z  nach  r; 
lassen  wir  aber  z  einen  nur  in  der  Ebene,  nicht  auch  auf  der 
Fläche  geschlossenen  Weg  beschreiben,  so  kommt  z  nach  1  imd  f 
nach  z.  In  beiden  Fällen  kehrt  die  Funktion  (7)  zu  ihrem  Aus- 
gangswert zurück;  sie  muß  also  eine  eindeutige  Funktion  von  z  sein. 
In  der  That  fallen  aus  ihrer  Entwicklung  in  der  Umgebung  eines 
Verzweigungspunktes  die  Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  von  t{=s) 
heraus;  denn  wenn  zu  z  der  Wert  t  gehört,  gehört  zu  r  der  Wert 
—  t  Da  sie  femer  bis  auf  einzelne  Pole  regulär  ist,  muß  sie  nach 
§  44,  VI  eine  rationale  Funktion  r^{z)  von  z  allein  sein: 

8)  m + n^  =  r,  (4 

Wenden  wir  dieselben  Schlüsse  auf  das  Produkt  is-f{z)  an,  so  er- 
halten wir: 

9)  sf(z)-stXz)  =  r^{z); 

und  aus  den  beiden  Gleichungen  (8)  und  (9)  folgt: 

10)  fl:)  =  r,{z)  +  '-^. 

_  •  

Damit  ist  Satz  VII  in  der  zweiten  Form  abermals  bewiesen. 


§  62.    Die  Funktionen  }\z  -  a)l(z^b)  und  ](r  -  a){z -^  b). 

Auf  die   in    den   letzten    Paragraphen    ausführlich    behandelte 
Funktion  y^  läßt  sich  die  scheinbar  allgemeinere  Funktion 
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•)  -t/S 

durch  die  umkehrbar  eindeutige  Substitution 

2)  r= ^,      z  =  - — :;— 

zurückfahren,  die  uns  von  den  §§  14 — 16  her  geläufig  ist.  Breiten 
wir  über  einer  /-Kugel  die  Fläche  der  Funktion: 

3)  jr  =  y? 

aus  und  fähren  dann  diese  Kugel  samt  der  über  ihr  ausgebreiteten 
Fläche  durch  die  Substitution  (2)  in  die  z-Kugel  und  eine  über 
dieser  zweiblättrig  ausgebreitete  Fläche  über,  so  ist  diese  letztere 
Fläche  geeignet^  den  Verlauf  und  die  Verzweigung  der  Funktion  (1) 
geometrisch  darzustellen,  da  diese  Funktion  auf  ihr  eine  eindeutige 
und  stetige  Funktion  des  Ortes  ist  Den  Verzweigungspunkten 
«'  Ä  0  und  r'  =  cx)  der  ersteren  Fläche  entsprechen  auf  der  letzteren 
Verzweigungspunkte  bei  z  =  a  und  r  =  ft;  der  Halbaxe  der  negativ 
reellen  Zahlen  nach  §  14,  IV  ein  diese  beiden  Punkte  verbindender 
Kreisbogen,  der  auch  durch  den  Punkt  z  =  |(a  +  d)  (entsprechend 
z'  =  —  1)  geht,  d.  h.  die  gerade  Verbindungslinie  ab. 

Auf  der  so   konstruierten  Fläche  ist  nun  auch  die  Funktion: 


4)  (T  =  y(z  -  a)  (z  -  b) 

eindeutig,  wie  man  erkennt,  wenn  man  sie  auf  die  Form  bringt: 

5)  ö'  =  (z  — ft)*. 

Diese  Form  zeigt,  daß  a  eine  rationale  Funktion  von  z  und  s  ist; 
umgekehrt  ist  auch: 

6)  *  =  -^  .- 

eiae  rationale  Funktion  von  z  und  a.  Man  drückt  das  wohl  auch 
so  aus: 

L  '^{z  —  a)l{z  --  b)  und  ^{z  —  ä)  (z  —  b)  sind  Irrationalitäten 
derselben  Klasse. 

Wir  können  natürlich  die  RiEMANNsche  Fläche  von  o-  auch 
direkt  konstruieren,  ohne  auf  s  zurückzugehen.  Zu  diesem  Zwecke 
gehen  wir  von  der  Bemerkung  aus,  daß  die  Gleichung: 


in  dem  §  56,  VII  erläuterten  Sinne  eine  vollständige  Gleichung 
zwischen  mehrwertigen  Funktionen  ist,  daß  nämlich  jeder  Wert  der 
rechten  Seite  einem  Wert  der  linken  gleich  ist  und  umgekehrt;  es 

12' 
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folgt  das  einfach  daraas,  daß  für  gegebene  r^,  z^  jede  Seite  zwei 
und  nur  zwei  Werte  hat  (nicht  etwa  die  rechte  Seite  vier  Werte). 

Infolgedessen    können    wir   die    Wertänderung   von   Y(z  —  a)  (z  —  h) 

••  •• 

bei  stetiger  Änderung  von  z  übersehen,  wenn  wir  die  Änderung  der 
beiden  Faktoren  j/z  —  a  und  "j/r  —  3  einzeln  verfolgen.  Das  ist  aber 
einfach  die  in  den  §§  58 — 61  behandelte  Frage,  nur  daß  an  Stelle 
des  Nullpunkts  der  Punkt  a,  bezw.  b  tritt:  ^z  —  a  ändert  sein 
Zeichen,  wenn  z  den  Punkt  a  umkreist,  ]/2^  b  wenn  z  den  Punkt 
b  umkreist  Das  Produkt  ändert  also  sein  Zeichen  oder  bleibt  un- 
geändert,  je  nachdem  der  Weg  von  z  die  beiden  Punkte  a  und  ö 
zusammengezählt  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl  Male  um- 
kreist Wir  können  Wege,  flir  welche  diese  Anzahl  ungerade  ist, 
verhindern,  wenn  wir  a  mit  b  durch  eine  Linie  verbinden  und  dem 
Punkt  z  verbieten,  diese  Linie  zu  überschreiten;  denn  dann  kann 
er  nur  noch  solche  Wege  beschreiben,  welche  den  einen  dieser  beiden 
Punkte  ebenso  oft  umwinden  wie  den  andern.  Schneiden  wir  also 
die  Ebene  längs  dieser  Linie  ein,  so  ist  dadurch  auf  der  ein- 
geschnittenen Ebene  ein  ZAveig  der  Funktion  eindeutig  definiert; 
nehmen  wir  zwei  Exemplare  der  in  dieser  Weise  eingeschnittenen 
Ebene  (bezw.  Kugel)  und  heften  sie  längs  des  Einschnittes  kreuz- 
weise aneinander,  so  erhalten  wir  eine  RiEMANNsche  Fläche,  auf  der 
die  zu  untersuchende  Funktion  eine  zugleich  eindeutige  und  stetige 
Funktion  des  Ortes  ist  —  genau  dieselbe  Fläche,  die  wir  oben  auf 
anderm  W^ege  erhalten  haben. 

(Nicht  unerwähnt  bleibe,  daß  der  Punkt  z  =  co  kein  Ver- 
zweigungspunkt der  Fläche  ist;  umkreist  man  ihn,  so  ändert  zwar 
jeder  der  Faktoren  sein  Zeichen,  aber  eben  deswegen  ändert  die 
Funktion  selbst  das  ihrige  nicht  Die  Entwicklung  der  Funktion 
lautet  für  die  Umgebung  des  Punktes  z  =  oo  in  einem  Blatte: 

im  andern: 

9)  ,,=  _.  +  "+*  +  «'->«*  +  **+...). 

Nun  hatten  wir  doch  gesehen,  daß  sich  jede  rationale  Funktion 
von  s  und  z  auch  als  rationale  Funktion  von  s  allein  ausdrücken 
ließ,  indem  z  =  {bs^  —  a)l(s^  —  1)  ist.  Infolgedessen  kann  auch  jede 
rationale  Funktion  von  (t  und  z  als  rationale  Funktion  von  s  allein 
ausgedrückt  oder,  wie  man  wohl  zu  sagen  pflegt:  „durch  Einführung 
von  s  rational  gemacht"  werden.  Daher  führen  auch  die  Integrale 
rationaler   Funktionen   von   o*    und  z   nicht   auf  neue   Transcendenien^ 
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iondem    kusen    sich    durch    ebensolche   Funktionen   und   Logaritlunen 
sokher  Funktionen  ausdrücken. 


§  63.    Die  Funktion  fz. 

Nacii  der  in  den  letzten  Paragraphen  ausführlich  voi^nommenen 
Untersuchung  des  speciellen  Falls  der  Quadratwurzel  wird  uns  der 
allgemeine  Fall  der  n*«"  Wurzel  aus  z  keine  Schwierigkeit  mehr 
bereiten.    Wir  definieren  wieder: 

L   Unter  dei-  n**»  Wurzel  einer  complexen  Größe  z: 

1)  .        »  =  p 

(n  eine  positive  ganze  Zahl)  verstehen  wir  eine  complexe  Große  Sj  die 
der  Gleichung: 

2)  *»  =  z 
genügt 

Führen  wir  wie  §  58: 

3)  f]  =  log  z 

ab  unabhängige  Veränderliche  ein,  so  finden  wir  wie  dort: 

n.  fFir  erhalten  alle  Paare  zusammengehöriger  Werte  von  z  und 
s,  welche  die  Gleichung  (2)  befriedigen^  wenn  wir: 

4)  z  =  e^^     s  =  e^l* 

setzen  und  rj  als  unabhängige   Variable  betrachten. 

HL  Nehmen  wir  für  log  z  in  (3)  den  Hauptwert  17^,  so  erhcdten 
wir  aus  (4)  den  ,jHauptwert  s^^  der  n'**  Wurzel^*;  er  ist  dadurch 
charakterisiert,  daß  sein  Arcus  rp  den  Bedingungen: 

5)  _!L<^^Ü 

genügt 

Aus  dem  Hauptwert  des  Logarithmus  entstehen  alle  andern 
Werte  desselben  durch  Addition  von  2  ä  ;r  1,  wo  k  eine  positive  Zahl 
bedeutet  Ist  x  der  kleinste  positive  Rest  dieser  ganzen  Zahl  nach 
dem  Zahlenmodul  ti,  so  erhält  man,  wenn  man  in  {4)  tj  =  %  +  2kni 

BCbZX. 

6)  «  =  €^*o5 

darin  bedeutet  c  (v^i.  §  18,  3)  die  bestimmte  complexe  Größe: 


2ni 


J)  €  =  g  «   =  cos       +  i  sm  —  • 

'  n  n 

Die  n  Potenzen  dieser  Größe: 

60=1,    e\     6»...«— 1 
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•  oomptexe»  Verrnidariit 


sind  alle  voneinander  Terechieden ;  denn  wäre  etwa: 


so  wOrde  folgen: 


was  nicht  der  Fall  ist  (vgl  g  41,  TU).     Es  giebt   folglich   fUr   di^ 
n"   Wurzel   außer   dem   Hauptwert    noch   n  —  1    Nebenwerte; 
können  sagen: 

IV.   Zu  jedem    von  0  und  oo  verschiedenen    IFerte   der   complext 
Größe  z  gehören  n  und  nur  n  verschiedene  Werte    von    s,    leelche 
Gleichung  (2)  Genüge  leisten. 

Infolgedessen  bedarf  man,  um  die  n'*  Wurzel  zu  einer  < 
deutigen  Funktion  des  Ortes  auf  einer  Fläche  zu  machen,  von  der 
unendlichvielblättrigen  Fläche  des  Logarithmus  nur  n  Blätter.  Soll 
die  Funktion  auch  stetig  auf  der  Fläche  sein,  so  muß  sich  ao  das 
n**  Blatt  das  erste  wieder  anschließen ;  damit  das  geschehen  kann, 
muß  die  Schlußkante  des  n""  Blattes  die  sämtlichen  unter  ihr 
liegenden  Flächenteile  durchdringen,  um  die  zu  unterst  liegende  - 
Anfangskante  des  ersten  Blattes  erreichen  und  sich  mit  ihr  venJ 
schmelzen  y.u  können.  ■ 

Man  wird  sich  auch   von  dieser  Fläche  am  ehesten  eine  Voi^' 
'  Stellung  machen,   wenn  man  sie   sich   allmählich  entstehend  denkt. 
Das  geschieht  wie  §  59   im  speciellen  Falle   h  =  2;    man    hat   nur 
.  den  beweglichen  Radius,   statt  zwei,   n  Um- 
r  gänge  ausführen  und   erst  nach  dem  m"™  die 
unter  ihm  hegenden  Flächenteile  durchsetzen 
und  sich  mit  dem  Anfangsrand  vereinigen  zu 
lassen.      Fig.   36    stellt   einen    senkrecht   zur 
legativ   reellen   Zahlen    geführten   Schnitt   durch    die 


Kg.  SB. 

'  Halbaze    der 

Fläche  (fUr  n  =  4)  dar,  vom  Nullpunkt  aus  gesehen.    Der  Nullpunkt 
ist  ein  Verzweigungspunkt  der  Fläche,  und  zwar  ein  (n  -~  l)-fach< 
geht  man  von  der  Ebene   zur  Kugel   über,   so   erscheint   auch   der 
Pnnkt  OP  als  [ii  —  l)-fiLcher  Verzweigungspnnkt. 

V.    Wa$  die  Zusammenhangsverkältnisse   dieser  Fläche   betrifft, 
sind  sie  auch  im  allgemeinen  Falle  eines  beliebigen  n  dieselben 
der  Kugel.      Mau    kann  das   nach  jeder  der  in  §  60   besprochenen 
Methoden  erkennen.     Will  man  eine  stetige  Umformung  habei 
muß  man  eich  zuerst  das  innerste  Blatt  aus  dem  zweiten  von  i 
herausgezogen  denken,   dann  die  aus  der  Umformung  dieser  beidi 
Blätter  entstehende  Kugel  aus  dem  dritten  u.  s.  w.    Läßt  man 
läufige  Zerschneidung    unter  der   Bedingung  nachheriger  Wied« 


<^ 
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Yereinignng  zu^  so  forme  man  jedes  einzelne  Blatt  in  der  §  60  a.  K 
angegebenen  Weise  so  lange  nm,  bis  der  Winkel  im  Nullpunkt  auf 

—  reduziert  ist,  und  lege  die  Blätter  dann  neben- 

einander.  Es  bedarf  kaum  mebr  der  Erwähnung, 
daß  man  die  Beziehung  der  so  eingeteilten  Eugel 
auf  die  n- blättrige  Fläche  auch  als  eine  konforme, 
eben  durch  die  Gleichung  *»  =  z  vermittelte,  sich 
Torstellen  kann.  ^S-  37. 

Die  auf  dieser  Fläche  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  regulären 

Funktionen  sind  rationale  Funktionen  von  s  =  yz   und  lassen  sich 
wie  §  61  behandeln. 

Der  nur  scheinbar  allgemeinere  Fall  der  Fimktion 


*^»  —  a 


f. 


läßt  sich,  wie  in  §  62  för  n  =  2  geschehen,  auf  yz  zurückföhren. 
Dagegen  gehört  die  Funktion 

V(z-a)(r-ft)       (n  >  2) 

einer  andern  Klasse  von  Irrationalitäten  an;   sie  hat,   außer  bei  a 
und  hj  auch  noch  im  unendlichen  einen  Verzweigungspunkt 


§  64.   Die  Gleichung  «*  =  1  -  z\ 

Als  Beispiel  einer  etwas  weniger  einfachen  algebraischen  Be- 
ziehung möge  noch  die  durch  die  Gleichung 

1)  5«  =  1  -  z» 

dargestellte  Abhängigkeit  zwischen  s  und  z  besprochen  werden.  Die 
Gleichung  zeigt  zunächst,  daß  s  eine  zweiwertige  Funktion  von  z 
ist;  die  Faktorenzerlegung: 

2)  {l^z^^[\-^z)[E^z){,^-^z\     «  =  e'^ 

läßt  erkennen,  daß  s  sein  Zeichen  ändert,  wenn  z  einen  der  Punkte 
!,€,€*  umkreist,  daß  also  diese  Punkte  Verzweigungspunkte  in  der 
z-Ebene  sind.  Außerdem  ist  auch  z  =  oo  Verzweigungspunkt,  wie 
die  Entwicklung 

i*  =  z«  —  ^z»  +  ... 

zeigt  Wollen  wir  also  einen  eindeutigen  Zweig  von  s  abspalten, 
so  müssen  wir  diese  4  Punkte  so  durch  Einschnitte  verbinden,  daß 
es  nicht  mehr  möglich  ist,  einen  einzelnen  derselben  zu  umkreisen, 
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ohne  einen  Einschnitt  zu  überschreiten.  Wir  können  das  in  sym- 
metrischer Weise  erreichen,  wenn  wir  von  den  3  Punkten  aus  gerad- 
linige Einschnitte  so  ins  Unendliche  legen,  daß  sie  rückwärts  ver- 
längert den  Nullpunkt  treffen.  Solcher  eingeschnittenen  z- Ebenen 
müssen  wir  2  Exemplare  nehmen  und  sie  längs  der  Einschnitte 
kreuzweise  aneinander  heften,  um  eine  Fläche  zu  bekommen,  auf 
der  auch  s  als  einwertige  und  stetige  Funktion  des  Ortes  dargestellt 
werden  kann. 

Umgekehrt  ist  z  eine  dreiwertige  Funktion  von  s: 

z  =  |/(1  -  *)(1  +1). 

Umkreist  *  einen  der  Punkte  +  1  oder  —  1  seiner  Ebene  in  posi- 
tivem Sinne,  so  tritt  zu  z  jedesmal  €  als  Faktor;  diese  beiden  Punkte 
sind  also  Verzweigungspunkte  in  der  «-Ebene.  Außerdem  ist  auch 
*  =  oo  Verzweigungspunkt  Man  wird  also  die  «-Ebene  etwa  längs 
der  Axe  der  reellen  *,  mit  Ausnahme  der  Strecke  zwischen  —  1 
und  +  1 ,  einschneiden.  Von  solchen  eingeschnittenen  «-Ebenen  hat 
man  dann  3  Exemplare  längs  der  Einschnitte  aneinander  zu  heften. 
Definiert  man  die  Blätter  dadurch  daß  für  *  =  0  im  ersten  Blatt 
z  =  1,  im  zweiten  r  =  6,  im  dritten  z  =  6*  sein  soll,  so  muß  positive 
Umkreisung  jedes  der  beiden  im  Endlichen  gelegenen  Verzweigungs- 
punkte aus  dem  ersten  Blatt  ins  zweite^  aus  diesem  ins  dritte,  aus 
diesem  wieder  ins  erste  führen;  man  muß  also  längs  (oo,  —  1)  die 

positive   Halbebene    des    {2l    Blattes    mit    der    negativen   des   /sj 

zusammenhängen  lassen,  dagegen  längs  (1,  (x)  die  positive  Halbebene 

des  m  Blattes  mit  der  negativen  des  |il  Blattes.    Vom  Punkte  oo 

gehen  also  zwei  Übergangslinien  aus,  längs  deren  die  Blätter  in 
verschiedener  Weise  zusammenhängen;  man  bestätigt,  daß  man  bei 
einmaligem  Umlauf  um  diesen  Punkt  in  positivem  Sinne  (d.  h.  so 
daß  er  zur  Linken  liegt)  aus  dem  ersten  ins  zweite  Blatt  gelangt, 
wie  es  sein  muß. 

Jene  zweiblättrige  Fläche  über  der  z-Ebene  und  diese  drei- 
blättrige Fläche  über  der  5-Ebene  sind  nun  durch  die  Gleichung  (1) 
umkehrbar  eindeutig  und  konform  aufeinander  abgebildet  Wollen 
wir  diese  Abbildung  ins  einzelne  verfolgen,  so  müssen  wir  vor  allem 
wissen,  welche  Linien  jeder  Fläche  den  Übergangslinien  der  andern 
Fläche  entsprechen.     Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir: 

und  trennen  in  Gleichung  (1)  Reelles  und  Imaginäres;  wir  er- 
halten so: 
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8)  tia-t;»=  1 -:r3+ 3:^y» 

4)  2tir  =  —  3x^1/  +y\ 

Den  Ubergangslinien: 

y  =  0,     y  =  a:y3,     y=-ary3,     (:r»  +  y»>l) 

entspricht  sonach  die  eine  Linie  ti  =  0  (in  den  3  Blättern  der  Fläche 
über  der  «-Ebene);  den  Ubergangslinien: 

t;  =  0,     M  <  —  1  und  ü  =  0,     ti  >  1 

entsprechen  die  Linien: 

y  =  0,  X  <  0 

y=  -xy3j 

(in  beiden  Blättern  der  Fläche  über  der  z-Ebene).  Ziehen  wir  diese 
Linien  auf  den  beiden  Flächen,  so  zerlällt  jede  in  sechs  Teile;  die 
Figg.  38  geben  an,  wie  diese  Teile  einander  zugeordnet  sind.  Um 
diese  Zuordnung  festzulegen,  müssen  wir  noch  (was  oben  noch  nicht 
nötig  war)   auch  die   beiden  Blätter  der  Fläche  über  der  r-Ebene 


'^ 


S-FlkncT 


S'Eb^mH 


s-EocncUI 


^D 


Fig.  38. 


Yoneinander  unterscheiden;  etwa  durch  die  Festsetzung,  daß  im  Null- 
punkt des  ersten  Blattes  5=1,  in  dem  des  zweiten  «  =  —  1  sein 
solL  Dann  ist  z.  B.  das  Gebiet  A  dadurch  definiert,  daß  es  die 
Punkte  (r  =  0,  j»  =  1)  und  (z  =  1,  «  =  0)  enthält;  B  enthält  {z  =  0, 
*  =  —  1)  und  (z  =  1,  *  =  0)  u.  8.  £ 
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Will  man  die  Abbildang  etwa  des  Gebietes  A^  auf  das  Gebiet 
A^  noch  näher  untersuchen,  so  mag  man  etwa  aus  den  Formeln  (1) 
noch  entnehmen,  daß  folgende  Linien  beider  Gebiete  sich  ent- 
sprechen: 

u»-t;*=l,     u>0,     t;>0  ..  .x+yl/3=0,    y<0 

t£«  -  t,»  =:  1,     u>0,    v<0  ...X  -  y  ]/3  =  0,    y  >  0 

t;  =  0,     0<tt<l  ...  y  =  0,    0<ar<l. 

Man  erhält  dadurch  je  4  Untergebiete,  die  einander  so  entsprechen, 

wie  in  der  Fig.  39  ange- 

^  geben. 

/  /  Wollte     man      noch 

^  /'  /         ^yf       weiter    gehen,    so    würde 

5        •     4-  /  ^  ^'^'^  es  hier  nicht  zweckmäßig 

{ L-^'^  2  sein,  nach  den  Kurven  zu 

•  vC ™'===-==^    fragen,  die  den  Parallelen 

^      \     ;  \  ^^ .,  zu  den  Axen  jeder  andern 

\  \         ^-.j^       Ebene  entsprechen.     Da- 

srEbeTicl\  Z'EbhacI  gegen   ist   aus   Gleichung 

\  (3)  und  (4)  zu  entnehmen, 

Fig.  39.  daß    den   Hyperbeln    der 

«-Ebene: 

Kurven  der  r-Ebene  entsprechen,  deren  Eigenschafben  sich  aus 
ihren  Gleichungen  in  Polarkoordinaten: 

()^  cos  3  qp  =  1  —  Cj ,  p'  sin  3  qp  =  —  (7^ 

ergeben. 

§  65.  Obergang  von  der  MiTTAG-LEFFLER'schen  Partialbruchzerlegung 

zur  WEiERSTRASS'schen  Produktentwicklung. 

Haben  wir  eine  Funktion  der  in  §  51  betrachteten  Art,  deren 
sämtliche  Pole  einfach  und  deren  sämtliche  Residuen  =  1  sind,  die 
sich  also  durch  eine  Reihe  der  Form  darstellen  läßt: 

OD 

SO  können  wir  (als  ümkehrung  des  Satzes  §  46,  11)  zeigen,  daß 
diese  Funktion  die  logarithmische  Ableitung  einer  ganzen  trans- 
cendenten  Funktion  f{z),  d.  h.  daß: 
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ist  Nach  §  85,  IV  ist  f(p(z)dz  in  jedem  einfach  zusammenhängenden 

0 

Bereich  regulär,  der  keinen  der  Punkte  o,  in  seinem  Innern  ent- 
hält; lassen  wir  z  einen  der  Punkte  a^  umkreisen,  so  vermehrt  sich 
das  Integral  um  2ni,    Infolgedessen  ist: 


e^ 


f(p{z)dz 


eine  in  der  ganzen  Ebene,  zunächst  abgesehen  von  den  Punkten  a, , 
reguläre  Funktion;  in  der  Umgebung  von  Oy  ist  sie  gleich  dem 
Produkt  aus  r  —  o,  in  eine  reguläre  Funktion.  Also  kann  sie  da- 
durch zu  einer. in  der  ganzen  Ebene  regulären,  d.  h.  ganzen  trans- 
cendenten  Funktion  gemacht  werden,  daß  man  ihr  in  den  Punkten 
a,  den  Wert  0  zuschreibt  Von  dieser  ganzen  transcendenten 
Funktion  ist  dann  (p{z)  die  logarithmische  Ableitung. 

Wegen  ihrer  gleichmäßigen  Konvergenz  dürfen  wir  die  Reihe 
(1)  auf  einem  beliebigen  Wege,  der  nur  keinen  der  Punkte  a,  ent- 
hält, gliedweise  integrieren.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit^  dürfen 
wir  annehmen,  0  gehöre  nicht  zu  den  o,;  dann  können  wir  0  zur 
unteren  Grenze  der  Integrale  nehmen  und  erhalten  so  die  ebenfalls 
unbedingt  und  in  demselben  Umfange  wie  (1)  gleichmäßig  kon- 
vergente Reihe: 


00 


Nun  gilt  der  EUlfssatz 

lim   «^ 

4)  e  "=®      =  lim  e^j 

n=QO 

(die  Elxistenz  des  Grenzwerts  lim  s^  vorausgesetzt),  da  die  Exponential- 

n—  00 

funktion  eine  stetige  Funktion  ihres  Argumentes  ist;  aus  ihm,  aus 
der  Definition  der  unendlichen  Reihe  (§  25,  I)  und  aus  der  ganz 
analog  zu  bildenden  Definition  des  unendlichen  Produkts  folgt 

OD 

5)  *'°'"' =][);*"''' 

d.  h.: 


*  Glchört  ü  zu  den  </•  ,  so  braucht  man  nur  <jo(a)  —  —  statt  <p{x)  zu  unter- 
suchen. 
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I.   Jf^erm  die  Reihe  2  ^v  konvergiert^  konvergiert  auch  das  Produkt 

CO  yssl 

n«**",  und  zwar  gegen  einen  von  Null  verschiedenen  Grenzwert, 

Infolgedessen  können  wir  aus  Gleichung  (3)  die  folgende  ableiten: 

6)       /•w=>^'=jj|(i--:;).-o---ä'*^y 

n.  Die  ganze  transcendente  Punktion  f{z),  die  die  Punkte  a^  zu 
einfachen  Nullpunkten  hat,  läßt  sich  in  der  Gestalt  des  unendlichen 
Produkts  (6)  anaig  tisch  darstellen,  vorausgesetzt ,  daß  die  Punkte  a^ 
der  Bedingung  des  %  51  genügen  und  daß  die  Koeffizienten  ay^  den 
dort  gegebenen  Pegeln  gemäß  bestimmt  werden. 

Ist  nun  irgend  eine  ganze  Funktion  F{z)  gegeben,  welche  die 
Punkte  ay  ebenfalls  zu  einfachen  Nullpunkten  hat,  so  wird  der 
Quotient  F(z)lf{z)  eine  in  der  ganzen  Ebene  reguläre,  also  ganze 
transcendente  Funktion  F{z)  sein,  die  überdies  nirgends  0  wird. 
Der  Logarithmus  einer  solchen  Funktion  ist  auch  noch  in  der 
ganzen  Ebene  regulär;  es  ist  also: 

7)  £{z)  =  e9(*\ 

wo  g{z)    ebenfalls    eine    ganze    transcendente   Funktion    bedeutet 
Folglich  gilt  der  Satz: 

III.  Die  allgemeinste  ganze  transcendente  Funktion,  welche  die 
Punkte  ay  zu  einfachen  Nullpunkten  hat,  läßt  sich  in  der  Form  dar- 
stellen: 

8)  F{z)  =  f{z)  e9(*), 

in    der  f{z)   das   Produkt  (6),  g(z)    irgend   eine  ganze    transcendente 
Funktion  bedeutet. 

Als  Beispiel  für  Satz  I  mögen  etwa  die  beiden  Produkt-- 
entwicklungen  des  Sinus  angeführt  werden,  die  sich  aus  den  Partial- 
brucheutwicklungen  der  Cotangente,  §  52,  (2)  und  (18),  ergeben: 

9)  sin(;rz)  =  ;rr/7'{(l  -  j)«*^) 
und 

10)  sin;r(a  +  ^)  =  sin(;ra)-tf«'«>*(''«)n  |(l  -  ;;4^]  «'^^l ; 
speciell  für  a  =  \\ 

Der  Accent  am  Produktzeichen  in  (9)  hat  analoge  Bedeutung,  wie 
früher  der  Accent  am  Summenzeichen. 
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Allgemeine  Fnnktionentheorie. 

§  66.    Das  Prinzip  der  anaiytischen  Fortsetzung. 

Wir  haben  im  vorigen  Abschnitt  bereits  eine  Reihe  mehr- 
wertiger Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen  untersucht; 
wir  haben  aber  noch  gar  nicht  die  Frage  prinzipiell  aufgeworfen 
und  entschieden,  wann  wir  denn  überhaupt,  wenn  jedem  Werte  einer 
complexen  Veränderlichen  mehrere  Werte  einer  andern  zugeordnet 
sindy  diese  letzteren  zusammen  als  eine  mehrwertige  Funktion  (und 
nicht  als  verschiedene  einwertige  Funktionen)  der  ersteren  ansehen 
wollen.  Wir  müssen  dieser  Frage  jetzt  näher  treten;  dazu  beginnen 
wir  mit  folgender  Überlegung: 

Es  sei  in  der  Ebene  (bezw.  auf  der  Kugel)  ein  begrenzter  Be- 
reich S  und  eine  in  diesem  Bereiche  reguläre  Funktion  von  z  ge- 
geben. Wir  betrachten  dann  einen  Bereich  S\  von  dem  S  ein  Teil 
ist,  und  fragen,  ob  eine  eindeutige  anal)i;ische  Funktion  existiert, 
welche  innerhalb  S'  überall  eindeutig  definiert  und  regulär  ist,  und 
welche  innerhalb  S  mit  der  zuerst  gegebenen  Funktion  identisch 
ist  (Daß,  wenn  überhaupt  eine,  jedenfalls  nur  eine  solche  Funktion 
existieren  kann,  folgt  aus  Satz  III  von  §  39). 

I.  Ist  es  uns  ^elnm/en  eine  solche  Funktion  zu  finden  y  so  sagen 
wir  mit  Weiersträss:  wir  haben  die  gegebene  Funktion  über  ihren  ur^ 
sprünglichen  Definitionsbereich  hinaus  analytisch  fortgesetzt 

Wir  könnten  die  Frage,  ob  eine  solche  Funktion  existiert,  als 

eine   Frage   der  Lehre    von    den    linearen    partiellen   Difi'erential- 

gleichungen  auffassen.     Der  reelle  und  der   imaginäre  Bestandteil 

einer   regulären   Funktion    complexen   Arguments   genügen  ja   den 

CArcHY-Ki>:MANXschen   Difl'erentialgleichungen;    die  Aufgabe   würde 

also  auch  so  formuliert  werden  können;  Die  Werte  zweier  Funktionen 

Ä,  V  längs  einer  Linie  L  (der  Grenze  des  ursprünglichen  Bereichs  S) 

sind    vorgeschrieben;    es    wird   verlangt   in   der  Umgebung   dieser 

Linie   zwei  Funktionen    m,   t;   anzugeben,   welche    den  Diflerential- 

gleichungen: 

ör__        du       d  V  _  du 

dx  ""  ""  dy'     dy  ""  dx 
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genügen  und  längs  dieser  Linie  sicti  bezw.  auf  Ü,  v  reduzieren. 
Diüse  Fonunliening  der  Aufgabe  führt  jedocli  auf  Schwierigkeiten, 
sobsild  genau  angegeben  werden  soU,  welcherlei  Stetigkeitseigen- 
achaften  man  einerseits  von  der  Linie  L  und  den  anl'  ihr  Tor- 
geBchriebenen  Werten  voraussetzen  muß,  andereraeits  von  den  zu 
beati  mm  enden  Funktionen  fordern  darf.  Wir  wollen  deshalb  die 
Frage  nicht  von  dieser  Seite  her  angreifen,  sondern  mit  Weiekstrass 
an  die  Entwicklung  der  regulären  Funktionen  in  Potenzreihen  an- 
knapfen. 

Sei  in  einem  Bereiche  S  eine  regullire  Funktion  f[z)  definiert; 
sei  a  ein  innerer  Ponkt  dieses  Bereiches.      Die  TAYLoasche  Reihe: 

1)  /■(«)  +  (.  - .)/- (a)  +  i^fr  w  + . .  •  +  '-^z«  (")+■■■ 

konvergiert  dann  (§  37,  III)  jedenfalls  innerhalb  des  größten  Kreises 
r  um  den  Mittelpunkt  a,  der  noch  ganz  dem  Bereich  S  angehört^ 
und  zwar  gegen  /'(z).  Es  kann  aber  sehr  wohl  sein,  daß  sie  noch 
darüber  hinaus  innerhalb  eines  Kreises  f  mä 
demselben  Mifielpunkt  konvertiert.  Die  Fläche 
\  dieses  Kreises  f  hat  mit  dem  gegebenen 
Bereich  .V  jedenfalls  einen  kontinuierlichen 
/  Bereich  2!  gemein,  von  der  die  Fläche  des 
Kreises /" ein  Teil  ist;  sie  kann  möglicher- 
weise (vgl.  die  Fig.  40)  noch  einen  oder 
mehrere  andere  Bereiche  SS'  mit  S  gemein 
haben,  die  mit  2^  nicht  zusammenhängen; 
L  die  zunächst  folgenden  Sätze  nicht.  Innerhalb 
:  aber  ist  der  Wert  der  Reib«  (I)  nach  §  38,  VI  eine  eindeutige 
analytische  Funktion  von  i,  die  vorläufig  mit  tp[x)  bezeichnet  werden 
möge.     Die  Differenz 

ist  also  innerhalb  2,'  überall  regulär  und  in  einem  Teile  von  2, 
nämlich  innerhalb  /",  überall  =  0,  Nach  §  39,  III  ist  sie  also  im 
ganzen  Bereich  2  Null;  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

I.  Wenn  die  Seihe  (l)  auch  nach  in  Funkten  konvergiert,  die  nicht 
mehr  dem  vTsprüngltchen  Definitionsbereich  der  Funktion  /'(?)  angehören^ 
10  stimmen  beide  Funktionen  in  dem  ganzen  kontinuierlichen  Bereich  2 
vherein,  der  zugleich  den  Sefinitionahereichen  der  Funktion  und  der 
Seihe  angehört  und  den  Punkt  a  eiähält. 

Wir  definieren  nun: 

n.  In  allen  nicht  zu  2  gehörenden  Teilen  ihres  Konvergenx- 
stellt   die    Reihe    (1)    eine    „anabftisclte    Fortsetzung" 


I 


Fig.  40. 
für  diese  gelten  ( 


\ 
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yrgthenrn  ,.J'\iiiktionxehmenU"  f{z)  vor;  iler  TJefinitionsbereieh  diesrr 
Funktion,  der  ursprünt/Uck  auf  S  beschränkt  war.  ist  dadurch  enceitert. 

m.  Alle  von  einem  gei/eheneii  Fimhtinnselemnit  aus  durch  irieder- 
hoUe  analytische  ForUetzung  erreichharen  Elemente  komtituieren  zm- 
e  analytische  Funktion. 

Es  bat  keine  Schwierigkeit  za  zeigen,  daB  die  im  vorigen  Äb- 
Bchnitt  Bpeciell  untersuchten  mehrdentigen  Funktionen  tlieser  De- 
finition genügen.  Einerseits  ki'muen  wir  nämlich  von  einem  Zweig 
aas  durch  analytische  Fortsetzung  zu  jedem  andern  gelangen; 
andererseits  kann  uns  analytische  Fortsetzung  auch  nicht  zu  andern 
als  den  jedesmal  berücksichtigten  Werten  fiiliren.  Das  letztere 
«rgieht  sich  aus  folgendem  allgemeinen  Satz: 

IV.  Ist  eine  Funktion  f{z)  in  einem  Bereiche  S  regtdär  defimert^ 
and  erfüllt  sie  in  allen  Punkten  dieses  Bereiches  eine  Gleichung: 

6(-',  A4/-M)  =  o, 

unter  G  eine  rationale  ganze  Funktion  verstanden,  so  gilt  dieselbe 
Gleichung  auch  für  alle  analytischen  Fortsetzungen  von  f(z). 

Zorn  Beweise  entwickle  man  G  nach  Potenzen  von  z  —  a\  da 
diese  Entwicklang  n.  V.  innerhalb  ^  überall  0  ist,  muß  G  nach 
S  39,  III  innerhalb  5  überall  Null  sein. 

§  67.    Allgemeine  Konstruktion  der  zu  einer  analytischen  Funktion 
gehörenden  RiEUANN'schen  Fläche. 

Es  sei  wieder,  wie  im  vorigen  Piiragrapheu,  in  einem  Bereiche 
8^  ein  Funktionselement  /"(i)  gegeben;  man  habe  in  einem  Bereiche 
8^,  der  mit  S^  einen  kontinuierlichen  Bereich  ^^  gemein  hat,  eine 
Fort§etzang /■  (:)  von  f\z)  gefunden;  dann  eine  zweit«  Fortsetzung 
/"j(i)  in  einem  Bereiche  S^,  der  mit  (S,  +  5,  —  .5,}  einen  kontinuier- 
lichen Bereich  ^^  gemein  hat;  dann  eine 
dritte  Fortsetzung  n.  s.  w,;  •endlich  eine 
n"  Fortsetzung  in  einem  Bereich  S,^.t,der 
mit  (S,  +  S,  -  .^'j  -f  S,  -  JS;  -H  -  .  .  . 
+  5^  — ^,_i)  einen  kontinuierlichen  Be- 
reich 2^  gemein  bat  Es  kann  dann  vor- 
kommen, daß  5,  + 1  mit  S,  einen  Bereich 
-X+i  gemein  hat  (Fig.  40  zeigte  dies  für 

1,  Fig.  41  zeigt  es  für  n  =  6).  In 
diesem  Bereich  sind  dann  zwei  Funktiona- 
elemente,  f  und  f^  deliniert;  es  ist  kein  Grund  vorhanden,  daß  diese 
jedesmal  identisch  sein  müßten.  Wir  haben  daher  hier  zwei  Fälle 
n  ontersclieiden. 
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L  H^enn  alle  Fortsetzungen  ^  die  von  einem  gegebenen  Funktions^ 
element  aus  mittelbar  oder  unmittelbar  erreiciibar  sind,  für  dieselben 
Argumentwerte  immer  wieder  dieselben  Funktionswerte  liefern ,  so  sagt 
man:  das  ursprünglich  gegebene  Funktionselement  erzeugt  eine  eindeutige 
analytische  Funktion. 

Wenn  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  können  wir  nns  die  ob- 
waltenden Verbältnisse  durcb  folgende  geometrische  Vorstellung 
yeranscbanlichen.  Wir  denken  uns  den  Definitionsbereich  der 
Funktion  schrittweise  wachsend,  indem  wir  dem  ursprünglichen  Be- 
reich S  der  Reihe  nach  erst  Ä,  —  -5*^ ,  dann  8^  —  -5*,  u.  s.  w.  hinzu- 
fügen. Wenn  dann  schließlich  S^  +  i  —  2^  mit  einem  Teil  -i*»  + 1 
über  den  vorher  vorhandenen  Bereich  hinübergreift,  wie  in  den 
Figg.  40  und  41,  und  wenn  dort  f^  mit  f^  übereinstimmt,  dann  fügen 
wir  nicht  das  ganze  /S„  +  i  — J?^,  sondern  nur  5«+i  — -2*^  — -ST^  +  i 
bei,  und  beseitigen  die  Grenzlinie  zwischen  dem  neu  hinzugefügten 
Stück  und  ^n  +  ij  so  daß  wir  einen  zweifach  (ev.  mehrfach)  zusammen- 
hängenden Bereich  vor  uns  haben.  Dieser  Bereich  ist  dann  der 
augenblickliche  Definitionsbereich  der  Funktion;  sie  ist  in  ihm  eindeutig 
definiert.  Wenn  aber  /„  +  !  in  JSn  +  i  mit  f^  nicht  übereinstimmt, 
dann  fügen  wir  an  den  vorhandenen  Bereich,  den  wir  uns  etwa  als 

materielles   ebenes   Blatt  denken  mögen,  das  ganze 
5„  + 1  —  ^^  an.     Dieses  angesetzte  Stück  wird  dann 
über  Äj    hinübergreifen,   so  daß    der  mit  ^n  +  i   be- 
zeichnete  Teil    der   Ebene    von    unserem    Bereiche 
doppelt,  mit  zwei  „Blättern"  überdeckt  wird.     Wir 
Fig.  42.         halten  diese  beiden  Blätter  in  Gedanken  etwa  durch 
einen  kleinen  Zwischenraum  völlig   voneinander   ge- 
trennt.     JJer  augenblickliche  Definitionsbereich  der  Funktion  hat  dann 
im    einfachsten  Falle  die  Gestalt   eines    ebenen    krummlinig    begrenzten 
Streifens,  dessen  Enden  sich  leiheeise  überdecken  (Fig.  42). 

Je  nach  der  Richtung  in  welcher  wir  fortsetzen,  kann  natürlich 
bald  der  eine  bald  der  andere  Fall  eintreten.  Indem  wir  aber  bei 
jeder  neuen  Fortsetzung  je  nach  dem  eintretenden  Falle  in  der 
angegebenen  Weise  verfahren,  entsteht  uns  schließlich  die  ganze 
RiEMANNsche  Fläche,  die  zu  der  von  dem  gegebenen  Funktions- 
element erzeugten  Funktion  gehört.     Wir  können  sagen: 

II.  Im  allgemeinen  bildet  die  Gesamtheit  der  analytischen  Fort- 
setzungen eines  Funktionselementes  eine  vieldeutige  Funktion  von  z,  die 
aber  als  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  einer  geeignet  konstruierten 
RiEMANNSchen  Fläche  angesehen  werden  kann. 
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Natürlich  kann  es  vorkommen,  daß  man  nach  einer  Reihe  von 
Fortsetzungen,  die  zu  verschiedenen  Funktionswerten  für  dasselbe  z 
gef&hrt  haben  —  z.  B.  nach  einer  Reihe  von  Umläufen  des  in  Fig.  42 
gezeichneten  Bandes  —  wieder  zu  Werten,  genauer  gesagt  zu  Ent- 
wicklungen, gelangt,  die  vorher  schon  einmal  da  waren.  In  diesem 
Falle  wird  man  das  neu  entstehende  Blatt  der  RiEMANNschen  Fläche 
mit  einem  der  vorher  schon  gebildeten  zur  Verschmelzung  bringen 
müssen.  Uas  hat  seine  Schwierigkeit  für  die  geometrische  An- 
schauung, wenn  die  beiden  betreffenden  Blätter  nicht  unmittelbar 
übereinander  liegen;  man  muß  sieb  dann  vorstellen,  daß  eines  jener 
beiden  Blätter  die  zwischenliegenden  in  Übergangslinien  durchdringt, 
nm  sich  mit  dem  andern  vereinigen  zu  können.  Die  so  entstehenden 
Übergangslinien  sind  aber  für  die  Fläche  nichts  wesentliches;  sie 
lassen  sich  in  der  mannigtachsten  Weise  auf  ihr  verschieben,  und 
es  ist  daran  festzuhalten,  daß  zwei  in  einer  l-bergangslinie  sich 
durchkreuzende  Flächenteile  als  nicht  in  stetigem  Zusammenhang 
miteinander  stehend  angesehen  werden  sollen.  Wir  haben  das 
übrigens  alles  an  den  einzelnen  im  vorigen  Abschnitt  behandelten 
Funktionen  kennen  gelernt,  so  daß  wir  jetzt  nicht  weiter  ausführlich 
darauf  einzugehen  brauchen.  Nur  eine  Möglichkeit,  von  der  uns 
bisher  kein  Beispiel  begegnet  ist,  sei  noch  ausdrücklich  envähnt: 
Ubei^ngslinien  können  sich  auch  in  der  mannigfaltigsten  Weise 
durchkreuzen.  Man  wird  das  natürlich,  wo  es  angeht,  zu  vermeiden 
suchen;  aber  es  läßt  sich  nicht  immer  vermeiden. 

Statt  über  der  Ebene  können  wir  die  RiEMANNSche  Fläche  uns 
auch  über  der  Kugel  ausgebreitet  denken.  Dabei  müssen  wir  die 
Umgebung  des  unendlich  fernen  Punktes  durch  die  Substitution: 


auf  die  Umgebung  des  Nullpunktes  der  /-Ebene  abbilden  und  die 
Funktion  in  dieser  untersuchen.  Gehört  der  Nullpunkt  der  r'-Ebene 
mit  zum  Definitionsbereich  der  Funktion  in  dieser  Ebene,  so  rechnen 
wir  auch  den  Punkt  oc  der  r-Kugel  mit  zum  Definitionsbereich  der 
Funktion  auf  jener  Kugel. 

§  68.     Singulare   Punkte   und    naturliche    Grenzen    eindeutiger 

Funktionen. 

Wenn  die  analvtischen  Fortsetzuniren  eines  Funktionselements 
schließlich  die  ganze  Kugel  einfach  überdecken,  erzeugt  das  Fuuktions- 
element  eine  auf  der  ganzen  Kugel  reguläre  Funktion.    Ei^  * 

BmtKBABDT,  Funktionen.  1.  13 


194  Allgemeine  Funktionentheorie. 


Funktion  ist  aber  nach  §  44,  IV  notwendig  eine  Eonstante.  Wir 
können  also  sagen: 

I.  Der  Definitionsbereich  einer  eindeutigen  Funktion,  die  keine 
Konstante  ist,  kann  niemals  die  ganze  Kugel  überdecken;  er  überdeckt 
entweder  nur  einen  Teil  von  ihr,  oder  es  bleiben  einzelne  Punkte  frei, 
die  zwar  auf  der  Grenze  der  Konvergenzbereiche  gewisser  Fort- 
setzungen, aber  nicht  im  Innern  irgend  eines  dieser  Bereiche  liegen. 
Solche  Punkte  nennen  wir  singulare  Punkte  der  Funktion. 

Wir  verfolgen  zuerst  den  zweiten  Fall  weiter.  Haben  wir  einen 
solchen  Punkt,  so  sind  wieder  zunächst  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 
entweder  liegen  in  jeder  Umgebung  desselben  noch  andere  singulare 
Punkte,  oder  das  ist  nicht  der  FalL     Wir  definieren  zunächst: 

n.  Ein  singulärer  Punkt  von  der  Eigenschafi,  daß  eine  Umgehung 
von  ihm  angegeben  werden  kann,  von  der  jeder  andere  Punkt  mit  den 
Fortsetzungen  der  Funktion  erreicht  wird,  heißt  isolirt 

Die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Funktion  in  der  Um- 
gebung einer  solchen  Stelle  haben  wir  bereits  in  den  §§  43,  47,  48 
erledigt;  wir  rekapitulieren  von  dort  das  Resultat: 

III.  Ein  isolierter  singulärer  Punkt  einer  eindeutigen  Funktion  ist 
entweder  ein  Pol,  d,  h.  ein  Punkt,  in  dem  die  Funktion  von  angebbarer 
ganzzahliger  Ordnung  unendlich  groß  wird,  oder  ein  wesentlich  singu- 
lärer Punkt,  in  dessen  beliebiger  Nähe  die  Funktion  jedem  beliebigen 
IFerte  unendlich  oft  beliebig  nahe  kommt 

Liegt  ein  singulärer  Punkt  nicht  isoliert,  so  kann  er  kein  Pol 
sein.  Denn  ist  (z  —  äff{z)  in  der  Umgebung  von  a  regulär,  so  kann 
f{z)  in  derselben  Umgebung  keinen  andern  singulären  Punkt  als  a 
haben.  Dagegen  kann  es  vorkommen,  daß  sich  unendlich  viele  Pole 
in  der  Umgebung  eines  bestimmten  Punktes  häufen  (wie  bei  den  in 
§  51  behandelten  Funktionen  in  der  Umgebung  von  z  =  od).  Auch 
einen  solchen  singulären  Punkt  bezeichnen  wir  als  einen  isolierten 
wesentlich  singulären  Punkt,  insofern  er  zwar  nicht  von  Polen,  aber 
von  andern  wesentlich  singulären  Punkten  isoliert  liegt,  und  reclmen 
ihn  mit  den  wesentlich  singulären  Punkten  von  Satz  in  zur  „ersten 
Arf*  solcher  Punkte. 

Es  kimnen  aber  dann  auch  unendlich  viele  wesentlich  singulare 
Punkte  erster  Art  sich  um  einen  solchen  Punkt  „zweiter  Art'^  häufen, 
unendlich  viele  solche  Punkte  „zweiter  Art"  um  einen  solchen  Punkt 
„dritter  Art**  u.  s.  f.;  wir  verfolgen  diese  Möglichkeiten  nicht  weiter. 

Ist  jeder  Punkt  einer  bestimmten  Linie  ein  singulärer  Punkt, 
so  kann  die  Funktion  über  diese  Linie  hinüber  auf  keine  Weise 
analytisch  fortgesetzt  werden.    Ist  die  Linie  geschlossen,  so  begrenzt 
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sie  einen  Bereich,  aus  dem  keine  Fortsetzung  der  Funktion  heraus- 
treten kann.  Es  ist  dann  nicht  mehr  auf  Grund  imserer  Festsetzungen 
möglich,  den  Definitionsbereich  der  Funktion  über  diesen  Bereich 
hinaus  zu  erweitem;  die  Funktion  bleibt  nur  in  einem  Teil  der 
Ebene  definiert    Wir  sagen  deshalb: 

IV.  Mne  geschlossene  Linie  singulärer  Punkte  einer  Funktion  ist 
für  die  Funktion  eine  natürliche  Grenze, 

In  den  elementaren  TeUen  der  Funktionentheorie  treten  solche 
Funktionen  mit  natürlichen  Grenzen  nicht  auf;  aber,  schon  die 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  führt  auf  Beispiele  von  ihnen. 

Übrigens  sind  diese  natürlichen  Grenzen  analytischer  Funktionen 
durchaus  zu  unterscheiden  von  den  künstlichen  Schnitten,  die  wir 
gelegentlich  benutzt  haben,  um  die  Gesamtheit  der  Werte  einer 
mehrwertigen  Funktion  zum  Zwecke  vorläufiger  Übersicht  in  einzelne 
Zweige  zu  zerlegen;  über  einen  solchen  künstlichen  Schnitt  hinüber 
geschieht  die  analytische  Fortsetzung  in  einen  andern  Zweig. 

§  69.     Singulare  Punkte  und  natQrliche  Grenzen   mehrdeutiger 

Funictionen. 

Haben  wir  es  mit  einer  mehrdeutigen  Funktion  zu  thun^  so 
sind  analoge  Überlegungen,  wie  wir  sie  im  vorigen  Paragraphen  auf 
der  schlichten  Ebene  durchgeführt  haben,  auf  der  BiEMANNschen 
Fläche  anzustellen,  auf  der  die  zu  untersuchende  mehrwertige 
Funktion  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ist  Man  muß  dann 
von  singulären  Punkten  und  Linien  im  einzelnen  Blatt  reden;  die 
in  den  verschiedenen  Blättern  auftretenden  solchen  Punkte  und 
Linien  brauchen  dabei  keineswegs  übereinander  zu  liegen.  Ins- 
besondere brauchen  nicht  alle  Teile  der  r-Ebene  von  gleich  vielen 
Blättern  der  Fläche  überdeckt  zu  sein. 

Außerdem  aber  treten  bei  mehrwertigen  Funktionen  noch  sin- 
gulare Punkte  einer  andern  Art  auf:  die  Verzweigungspunkte,  Bei- 
spiele von  solchen  sind  uns  bereits  im  vorigen  Abschnitt  wiederholt 
begegnet;  allgemein  erhalten  wir  sie  bei  unserer  jetzigen  Betrachtungs- 
weise folgendermaßen:  Sei  ein  Punkt  a  und  um  diesen  Punkt  als 
Mittelpunkt  ein  Kreis  von  hinlänglich  kleinem  Badius  gegeben;  sei 
b  ein  von  a  verschiedener  Punkt  innerhalb  dieses  Kreises.  Um  h 
sei  ein  Funktionselement  gegeben;  wir  beschränken  die  Betrachtung 
auf  solche  Fortsetzungen  dieses  Elementes,  zu  welchen  man  gelangen 
kann^  ohne  aus  dem  Kreis  herauszutreten.  Dann  ist  der  Fall  mög- 
lich ^    daß    keine  dieser  Fortsetzungen  den  Punkt  a  erreicht  j    daß   s»^ 
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jedeii  andern   Innenpunkt  des  Kreises   errekhen,   daß  aber  ForUetzung 
länge  eine»  kleineren  zu  dem  ersten  konzentrischen  Kreises  erst  nach  n 
Umläufen  (n  >  1)   zu   dem  Aunganijselement  zurückführt.      In  dieaem 
Falle  hängen  um  a  hernm  »  Blätter  unserer  ßiEM-^NNscben  Fläd 
genau  ebenso  zusammen,  wie  es  in  §  63  bei  Gelegenheit  der  Unte 
suchnng  der  Funktion: 

1)  » _  i/.-  --ü 

(zonächst  für  a  =  0)  geschildert  worden  ist.  Bilden  wir  die  inner" 
halb  des  erstgenannten  Kreises  gelegenen  Stücke  der  n  Blätter  durch 
diese  Funktion  auf  die  ti'-Ebene  ab,  so  legen  sich  ihre  Bilder  dort, 
glatt  nebeneinander  und  bedecken  die  Umgebung  des  Nullpunkts 
einfach.  Die  zu  untersuchende  Funktion  f(z)  geht  dabei  über  in 
eine  Funktion  y(w)  von  w,  deren  in  Betracht  kommender  Zweig  an 
jeder  Stelle  der  Umgehung  des  Nullpunkts,  abgesehen  von  diesem 
selbst,  sich  regulär  verhält  und  nach  einmaliger  Umkreisung  des 
Nullpunkts  in  sich  zurückläuft 

Kann  man  nun  zeigen,  daB  der  Wert  von  f(z),  wie  nahe  auch 
z  in  irgend  einer  Richtung  an  a  heranrücken  mag,  unterhalb  einer 
angebbaren  Grenze  bleibt,  so  bleibt  auch  qt'(ir)  bei  beliebiger  An- 
näherung von  iF  an  den  Nullpunkt  unter  dieser  Grenze.  Dann  kann 
aber  nach  §  48,  1  der  Nullpunkt  nicht  singulärer  Punkt  Ton  (p{w) 
sein,  (fi  (w)  ist  vielmehr  im  Nullpunkt  regulär  und  läßt  sich  nach  der 
MAGLADHiNschen  Reibe  entwickeln.  Drücken  wir  in  dieser  wieder 
u>  durch  z  aus,  so  erhalten  wir:  J 


2)      f(z)  =  a,  +  a,(z-a)''+a,{z 


.  +  «„(.--«)-  +  ... 


Dabei  kann,  wie  aus  der  Ableitung  hervorgebt,  für  (z  —  a)'  irgend 
einer  der  Werte  dieser  n-deatigen  Funktion  gewählt  werden;  die 
Werte  der  folgenden  Reihenglieder  sind  aber  dann  nicht  mehr 

kUrlich,  sondern  es  ist 

I  wählten  Wertes  von  [i 


\  ge-T 


für  (z  —  fl)"  die  m"  Potenz  des 

■)■  zu  nehmen.     Je  nach  dem  Werte  von 

^  {z  —  fl)"  stellt  alao  die  Reihe  (2)  für  jeden  in  Betracht  kommenden 
Wert  von  z  n  Funktion s werte  vor;  sie  bilden  zusammen  die  n  Zweige 
der  Funktion  f{z),  die  um  a  herum  im  Cyclus  zusammenhängen. 
'  solchen  Funkt  nennt  man  einen  Verzweigungs-  oder  H'tndungf 
punAt  (n  —  t)'"  Ordnung;  man  zieht  iftn  mit  zu  dem  Bereich», 
die  Funktion   ah   definiert  anzusehen    ist,    und  schreibt  ihr  in   ihm  t 

Wert  Bj  zu. 
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Kann  man  aber  nicht  zeigen,  daß  f{z)  und  (p{u>)  in  der  Um- 
gebung von  z  =  a  bezw.  w  =  0  unterhalb  einer  endlichen  Grenze 
bleiben,  so  kann  man  auf  (p  (ir)  zwar  nicht  mehr  die  MACLAUBiNsche, 
aber  doch  noch  die  LAUBENTsche  Entwicklung  anwenden.  Man 
erhält  also  dann  f[z)  entwickelt  in  eine  Beihe  nach  Potenzen  von 
r  —  a,  deren  Exponenten  positive  und  negative  Brüche  mit  dem 
Nenner  n  sind.  Von  einem  solchen  Punkt  sagt  man,  daß  er  zugleich 
Ferzweigungspunkt  und  singulärer  Punkt  sei;  und  zwar  Pol  oder 
wesentlich  singulärer  Punkt,  je  nachdem  die  genannte  Entwicklung 
nur  eine  endliche  oder  eine  unendlich  große  Anzahl  von  Gliedern 
mit  negativen  Exponenten  enthält. 

Daß  auch  Verzweigungspunkte  auftreten  können,  in  denen  un- 
endlich viele  Blätter  zusammenhängen,  davon  haben  wir  bereits  beim 
Logarithmus  ein  Beispiel  kennen  gelernt.  Wir  gehen  aber  auf 
solche  Punkte  hier  nicht  weiter  ein;  noch  weniger  aaf  Punkte,  in 
deren  Umgebung  unendlich  viele  Verzweigungspunkte  sich  häufen. 

Dagegen  müssen  wir  noch  auf  eine  Frage  zurückkommen,  die 
wir  in  §  34  verschoben  hatten:  nämlich  wie  es  in  der  Umgebung 
eines  Punktes,  in  dem  dwjdz  =  0  ist,  mit  der  Konformität  der 
Abbildung  steht  Unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen  wir  an- 
nehmen, der  Punkt,  um  den  es  sich  handelt,  sei  der  Nullpunkt  der 
z-Ebene,  und  ihm  entspreche  der  Nullpunkt  der  to-Ebene;  die  Ent- 
wicklung von  w  nach  Potenzen  von  z  habe  die  Form: 

3)  M7  =  a^z«  +a„  +  i2:'»  +  i+  ..., 

und  a^  sei  nicht  gleich  0.     Führen  wir  dann  eine  Hilfsvariable  s 
durch  die  Gleichung  ein: 

4)  117  =  «*, 
so  erhalten  wir: 


5) 


•^  =  R-{l+^- +  •••}' 


Der   Hauptwert   der    [-  j      Potenz    der    Klanimergröße   ist   (vergL 

§  61,  I)  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  regulär;  also  ist  s  in 
der  Umgebung  von  z  =  0  eine  reguläre  Funktion  von  z,  deren  Ab- 
leitung für  z  =  0  nicht  Null  (sondern  =  ]/äj  ist.  Die  Beziehung 
zwischen  der  s-  und  z- Ebene  ist  also  im  Nullpunkt  konform; 
andererseits  sind  wegen  Glchg.  (4)  und  §  18  die  Winkel  im  Null- 
punkt der  ?r-Ebene  n-mal  so  groß  als  die  Winkel  im  Nullpunkte 
der  «-Ebene.    Also  sind  auch  die  Winkel  im  Nullpunkt  der  w-F^ 


OTtA 
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n-mal  so  groß  als  die  entsprechenden  Winkel  im  Nullpunkt  der 
r-Ebene;  m.  a.  W.  wir  haben  den  Satz: 

Sind  in  einem  Punkte  der  z-Ebene  die  n  —  1  ersten  Ableitungen 
einer  dort  regulären  Funktion  =  ö,  die  n^  aber  von  Null  verschieden^ 
so  werden  die  Winkel  in  ihm  beim   Übergang  zur  w-Ebene  ver-^ri^facht. 

Es  ist  dann  nach  §  46,  X  r  eine  in  der  Umgebung  von  s  =  0 
reguläre  Funktion  von  s  =  trV»,  in  deren  Entwicklung  der  Koeffi- 
zient des  ersten  Gliedes  von  0  verschieden  ist;  w  ^^^  0  ist  also  ein 
Verzweigungspunkt  {n  —  1)^'  Ordnung  für  die  Umkehrungsfunktion 
z{w).    Da  diese  Überlegung  sich  umkehren  läßt,  so  folgt: 

Beginnt  die  Entwicklung  einer  Funktion  z(w)  in  der  Umgebung 
eines  (n  —  IJ-fachen  Ferzweigungspunkts  u  nach  einem  konstanten  Glied 
mit  (w  —  ccyi^j  so  werden  die  Winkel  in  ihm  beim  Übergang  von  der 
w-Ebene  zur  z-^Ebene  auf  den  n'*"  Teil  reduziert 

§  70.    Analytische  Funktionen  von  analytischen  Funictionen. 

Ist  /  eine  analytische  Funktion  von  z: 

1)  z  =(p  (z) 
und  w  eine  analytische  Funktion  von  z\ 

2)  w=  t\z'), 

80  entsteht  die  Frage,  ob  und  in  welchem  Sinne: 

3)  w  =  F{z)  =  f[tp  (r)] 

analytische  Funktion  von  z  ist 

Den  einfachsten  Fall  haben  wir  bereits  in  §  33  erledigt.  Ist 
rp  in  einem  Bereiche  S  der  r- Ebene  eindeutig  und  regulär,  fallen 
femer  alle  Werte  von  qp,  welche  zu  Punkten  dieses  Bereiches  ge- 
hören, in  einen  Bereich  S'  der  r'- Ebene,  in  welchem  f  regulär  ist, 
so  ist  auch  w  in  S  regulär. 

Sind  aber  z  oder  tc  oder  beide  mehrdeutige  Funktionen,  so 
entsteht  die  Frage:  wenn  man  in  (8)  diesen  beiden  Funktionen  alle 
ihre  Wei-te  beilegt,  werden  dann  die  Gesamtheit  der  so  entstehenden 
Werte  von  w  zu  einer  uud  derselben  analytischen  Funktion  von  z 
gehören,  oder  vielleicht  zu  verschiedenen  solchen  Funktionen?  und 
in  beiden  Fällen:  wird  diese  Funktion  (bezw.  diese  Funktionen) 
dadurch  vollständig  erhalten,  oder  gehören  zu  ihr  (zu  ihnen)  außer- 
dem noch  andere  Werte?  Um  diese  Frage  zu  entsclieiden,  müssen 
Avir  die  analytischen  Fortsetzungen  im  einzelnen  verfolgen;  dabei 
wird  es  nach  §  54,  XII  genügen,  wenn  wir  uns  auf  geschlossene 
Wege  beschränken. 
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Sei  also  z^  ein  Wert  von  z,  für  welchen  die  Funktion  q>  einen 
Wert  z'q  (eventuell  neben  andern  Werten)  annehme.  Für  zq  sei  die 
Funktion  f{z')  definiert  und  ihr  Wert  bezw.  einer  ihrer  Werte  sei 
Wq.  Mit  {zq),  {wq)  seien  die  bezügUchen  Funktionselemente  bezeichnet 
Das  Funktionszeichen  f{z)  umfaßt  dann  außer  Wq  alle  die  Werte, 
zu  welchen  man  gelangen  kann,  indem  man  z  in  seiner  Ebene  be- 
liebige geschlossene  Wege  durchlaufen  läßt  und  w,  mit  (tr^)  be- 
ginnend, als  Funktion  von  z'  analytisch  fortsetzt;  das  Funktions- 
zeichen F{z)  dagegen  umfaßt  die  Werte,  die  man  erhält,  wenn  man 
z  in  seiner  Ebene  geschlossene  Wege  durchlaufen  läßt  und  w  dabei 
als  Funktion  von  z  fortsetzt  Die  Frage  nach  der  Identität  oder 
Verschiedenheit  beider  Funktionen  reduziert  sich  also  auf  die  zwei 
folgenden : 

L  Kann  /  auf  allen  Wegen  von  z  fortgesetzt  werden,  auf 
welchen  F{z)  fortgesetzt  werden  kann?  Das  ist  dann  und  nur  dann 
nicht  der  Fall,  wenn  qp  (z)  natürliche  Grenzen  hat,  die  für  F{z)  keine 
sind.^  Dann  hat  das  Funktionszeichen  F{z)  eine  weitere  Bedeutung 
als  f((p  (z)). 

n.  Kann  jeder  geschlossene  Weg  von  z'  dadurch  erhalten 
werden,  daß  man  z  einen  geeigneten  geschlossenen  Weg  in  seiner 
Ebene  durchlaufen  läßt?  Das  ist  dann  nicht  der  Fall,  wenn  die 
ümkehrung  der  Funktion  z'  =  qK)(z),  z  =  i//(z^  nicht  eindeutig  ist 
In  diesem  Fall  kann  die  analytische  Funktion  F{z)  möglicherweise* 
nur  einen  Teil  der  Werte  von  f[(p  (z)]  umfassen.     Wir  haben  §  56 


in  logz*  ein  Beispiel  dafür  kennen  gelernt;  ]/z»^  ist  ein  zweites. 

Die  übrigen  Werte  von  flfpiz)]  ordnen  sich  dann  noch  zu 
andern  analytischen  Funktionen  F^{z),  J^2(z)...  zusammen,  so  daß 
f[(p{z)']  in  eine  (endliche  oder  selbst  unendliche)  Anzahl  solcher 
Funktionen  zerfällt 

(Es  können  auch  die  Fälle  (I)  und  (II)  bei  derselben  Funktion 
eintreten;  dann  ist  nur  ein  Teil  der  Werte  von  f[(p{z)']  mit  einem 
Teil  der  Werte  von  F{z)  identisch.) 

Noch  verwickelter  können  die  Verhältnisse  werden,  wenn  f  nicht 
nur  von  einer,  sondern  von  zwei  (oder  mehreren)  Funktionen  von  z, 
(p  (z),  /  (z)  abhängt    Doch  wollen  wir  auf  Funktionen  von  mehreren 

^  Daß  das  vorkommen  kann,  zeigt  das  triviale  Beispiel,  daß  /  die  Um- 
kehrung von  g>,  also  F(x)  =  x  ist. 

'  Es  braucht  nicht  notwendig  der  Fall  zu  sein;   die  betr.  Werte  von  F 

m 

können  vielleicht  auch  noch  durch  andere  Umläufe  von  x  erreicht  werden;  V»« 
für  teilerfiremde  m,  n  ist  ein  Beispiel  dafür. 


wo 
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complexen  Veränderlichen  in  diesem  Buche  nicht  eingehen;  nur! 
soviel  sei  bemerkt,  daß  man  in  diesem  Falle,  nui  Werte  von  F(z)  J 
zu  erhalten,  fp,  /  simtiltim  fortzusetzen  hat,  also  nicht  immer  zwei  ] 
)  Werte  von  ff  und  x  verknüpfen  darf. 


§  71.    Das  Prinzip  der  Spiegelung. 

Die  in  §  67   entwickelte   allgemeine   Methode   der  analytischen  1 
Portfictzung  ist  für  wirkliche  Verwendung  zur  Untersuchung  specieller  I 
Funktionen  nicht  geeignet.     Man  muß  vielmehr  bei  solchen  Unter- 
suchungen auch  zu  speciellen  Methoden  seine  ZuHncht  nehmen;  eine 
wichtige   solche  Methode   soll   in  diesem  und    den    folgenden  Para- 
graphen auseinandergesetzt  werden. 

Fassen  wir  zunächst  einen  sehr  specieUen  Fall  ins  Auge.  Eine 
Funktion  /'(r)  sei  regulär  definiert  in  einem  Bereiche  A  der  ;-Ehene, 
zu  dessen  Begrenzung  ein  Stück  der  Axe  der  reellen  Zahlen  mit 
gehöre.  Wir  wollen  nicht  von  vorneherein  voraussetzen,  daß  die  , 
Funktion  auf  diesem  Stücke  oder  auch  nur  einem  Teile  desselben 
regulär  sei;  wir  nehmen  aber  an,  daß  hei  behebiger  Annähemng 
von  z  an  einen  bestimmten  Punkt  x  des  Stückes  /"(z) 
gegen  einen  bestimmten  reellen  Grenzwert  /'(*)  kon- 
vergiere, und  daß  dieser  Wert  /'(j)  eine  auf  dem 
Stücke  stetige  Funktion  der  reellen  Veränderlichen  J 


Pig.  43. 


Suchen  wir  nun  zu  jedem  Punkte  s  des  Be- 1 
reiches  A  den  konjugierten  Punkt  z,  so  bilden  alle  f 
diese  Punkt  s  einen  Bereich  A,  der  das  Spiegelbild  von  A  in  Bezug  I 
auf  die  Axe  der  reellen  Zahlen  ist  Weisen  wir  daun  jedem  Punkte  1 
z  den  konjugierten  Wert  zu  dem  Werte  von  f{z)  in  ;  zu,  so  de- 
finieren wir  dadurch  in  Ä  eine  reguläre  Funktion; 


1) 

Sei  nun  f  c 

Caücuy: 

2) 

dagegen : 

3) 

'  Wir  lassen 
Folge  der  crateu  t 
t  n  (1888)  p.  19. 


/■i(>)=/'W- 
i  Punkt  im  Innern  von  A,  so  ist  nach  dem  Satze  von  j 


etwa  dicae  zweite  VomasButKuug  schou  unaj 
gl.  darüber  P.  Paiklev^,  Anu.  de  la  fsc.  de  Tonlouse,! 


^ 
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Wir  addieren  nun  die  linken  und  rechten  Seiten  dieser  beiden 
Gleichungen.  Die  über  das  Stück  der  reellen  Axe  erstreckten  Teile 
der  beiden  Integrale  heben  sich  dabei  weg,  da  längs  dieses  Stückes 
z  =  z,  f{z)  =  f\  (z)  ist  und  die  Integrationsrichtung  das  eine  Mal  die 
entgegengesetzte  ist,  wie  das  andere  Mal;  es  bleibt  f{y)  ausgedrückt 
durch  ein  um  den  Rand  des  Bereiches  {A  +  Ä)  erstrecktes  Integral, 
das  genau  die  Form  des  CAUCUYSchen  Integrals  hat^  Ein  solches 
Integral  stellt  aber  eine  im  ganzen  Bereich  reguläre  Funktion  dar, 
welche  vorläufig  mit  9) (f)  bezeichnet  werden  möge;  unsere  Rechnung 
zeigt,  daß  im  Bereiche  A:  f(^)  =  (p(^)  ist 
Ist  aber  f  ein  Punkt  von  A,  so  ist: 

5)  '  ^J^,'^  =  fr^)' 

Verfahrt  man  wie  oben,  so  findet  man,  daß  dieselbe  reguläre 
Funktion  (p  (f )  im  Bereiche  A  mit  /"j  (f )  identisch  ist  Es  giebt  also 
eine  im  ganzen  Bereich  {A  +  A)  reguläre  Funktion,  welche  inner- 
halb {A)  mit  f(^),  innerhalb  {A)  mit  f\  {^)  identisch  ist;  das  sagt 
aber  nichts  anderes  aus,  als  daß  /\  (^  analytische  Fortsetzung  von 
/"(f)  ist     Somit  haben  wir  den  Satz: 

L  Unter  den  getroffenen  Voraussetzungen  ist  die  analytische  Fort" 
Setzung  von  f[z)  über  das  Stück  der  Axe  hinüber  stets  möglich  und 
geschieht  dadurch  ^  daß  man  konjugierten  Argumenhcerten  konjugierte 
Funktionswerte  zuordnet. 

Der  Satz  gestattet  eine  leichte  Verallgemeinerung  auf  den  Fall, 
daß  statt  der  Axe  eine  andere  Gerade  der  Ebene  auftritt;  man 
findet  dann: 

IL  Nimmt  eine  analytische  Funktion  auf  einem  Stücke  einer  Geraden 
reelle  Werte  an  (in  dem  zu  Beginn  des  Paragraphen  definierten  Sinn), 
so  nimmt  sie  konjugiert  complexe  Werte  an  in  solchen  Punkten^  die 
Spiegelbilder  voneinander  bezüglich  jener  Geraden  sind. 

§  72.    Konforme  Abbildung  eines  geradlinig  begrenzten  Dreiecks 

auf  eine  Halbebene. 

Die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  kommen  zur  Anwendung, 
wenn  die  Aufgabe  gestellt  wird:    ein  geradlinig  begrenztes  Dreieck 

^  Man  beuchte,  daß  die  Bezeichnung  der  Integratiousvariabeln  gleich- 
gültig ist. 
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der  tu- Ebene  konform  auf  eine  Halbebene  (bezw.  Halbkugel)  der  z 
abzubilden.  Sei  einmal  die  Möglichkeit  der  Lösung  Torausgesetzt 
und  mit: 

z  =  (p{w) 

die  verlangte  Abbildungsfunktion  bezeichnet  In  der  Aufgabe  liegt 
zunächst  nur,  daß  diese  Funktion  innerhalb  des  Dreiecks  regulär 
sein  und  bei  Annäherung  an  dessen  Grenzen  stetig  bleiben  muß. 
Aber  diese  Eigenschaften  genügen,  um  gemäß  §  71, 11  die  Funktion 

über  die  Seiten  des  Dreiecks  hinaus  analytisch 
fortzusetzen  über  drei  weitere  Dreiecke,  welche 
die  Spiegelbilder  des  gegebenen  in  Bezug  auf 
seine  Seiten  sind.  Derselbe  Schluß  kann  dann 
auf  jede  Seite  jedes  der  neuen  Dreiecke  ange- 
wendet werden  u.  s.  w.,  so  daß  man  schließlich 
Fig.  44.  ^^®    ganze   RiEMAKKsche   Fläche    der   Funktion 

(p(w)  aus  lauter  Dreiecken  zusammensetzt,  die 
zu  dem  gegebenen  abwechselnd  kongruent,  und  symmetrisch  sind. 
Dabei  werden  im  allgemeinen  die  später  gebildeten  Dreiecke  über 
vorher  schon  vorhandene,  auch  über  das  Ausgangsdreieck  hinüber- 
greifen, und  die  entstehende  RiBMANNsche  Fläche  wird  im  all- 
gemeinen unendlich  viele  Blätter  bekommen.  Soll  nur  eine  ein- 
blättrige Fläche  entstehen,  so  ist  dazu  jedenfalls  erforderlich,  daß 
nicht  schon  an  einer  Ecke  des  Dreiecks  ein  Windungspunkt  ent- 
steht, daß  also  nach  einer  geraden  Anzahl  von  Spiegelungen  an  den 
von  einer  solchen  Ecke  auslaufenden  Dreiecksseiten  das  Ausgangs- 
dreieck wieder  erhalten  wird.  Dazu  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
daß  jeder   Winkel  des  Dreiecks  ein  aliquoter  Teil  von  %  ist 

Wenn  diese  Bedingung  aber  erfüllt  ist,  entsteht  auch  wirklich 
stets  eine  einfache  Uberdeckung  der  Ebene  durch  die  abwechselnd 
kongruenten  und  symmetrischen  Wiederholungen  des  Ausgangs- 
dreiecks. Man  prüft  das  am  bequemsten  an  den  einzelnen  mög- 
lichen Fällen,  deren  nur  eine  geringe  Anzahl  ist.  Denn  sollen  die 
Winkel  eines  Dreiecks  bezw.  ;t//,  :r/?w,  ;r/w  sein,  unter  l,  m,  n 
ganze  Zahlen  >  1  verstanden,  so  müssen  diese  ganzen  Zahlen  der 
Gleichung: 

1)  T  +  i  +  i  =  l 

genügen.  Das  ist  einmal  der  Fall,  wenn  jede  =  3  ist,  das  Dreieck  also 
gleichseitig  ist.    Sind  sie  aber  nicht  alle  =  3,  so  muß  eine  kleiner,  also 

5=.  2  sein,    Sei/=2;  dann  muß -  + 1  =  1,  d.  L  (m-2)(n-2)  =  4 
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Fig  45. 


Fig.  46. 


sein,  also  entweder  jw.=  4,  n  =  4  oder  m  =  3,  n  =  6  (jw  =  6,  »  =  3 
giebt  nichts  Neues).    Wir  sehen  also: 

I.  Die  konforme  Abbildung  der  Fläche  eines  geradlinigen  Dreiecks 
auf  eine  Halbebene  kann  jedenfalls  nur  in  drei  Fallen  durch  eine  in 
der  ganzen  Ebene  eindeutige  Funktion  vermittelt  werden:  wenn  das 
Dreieck  entweder  gleichseitig^  oder 
gleichsctienklig-rechtwinklig,  oder  die 
Hälfte  eines  gleichseitigen  Drei- 
ecks ist 

Nun  sieht  man,  daß  in  den 
beiden  ersten  Fällen  je  acht,  im 
dritten  Falle  zwölf  solche  ab- 
wechselnd kongruente  und  sym- 
metrische Dreiecke  ein  Parallelogramm  von  der  Art  bilden,  daß  die 
weitere  Fortsetzung  immer  wieder  zu  kongruenten  ^  Parallelogrammen 
fiihrt  Daß  aber  die  Ebene  durch  kongruente  Parallelogramme 
einfach  und  lückenlos  überdeckt  wird,  folgt  aus 
den  Elementen. 

Die  Funktionen,  welche  die  Abbildung 
vermitteln,  kann  man  in  jedem  Fall  (nicht 
bloß  in  den  drei  erwähnten  Specialfällen)  durch 
folgende  Überlegung  erhalten: 

Sei  w  =  f[z)  die  Auflösung  der  Gleichung 
(1),  so  wird  durch  die  Funktion  Cj  m?  +  C^  bei 
beliebiger  Wahl    der   Konstanten    Cj,    C^   die  ^^*  ^'^' 

Halbebene  auf  ein  zu  dem  gegebenen  ähnliches  Dreieck  abgebildet 
(vgl.  §  10).  Wir  machen  uns  von  der  hierin  liegenden  Unbestimmt- 
heit firei,  wenn  wir  statt  der  Funktion  w  die  Funktion 


2) 


d  1       dw 


betrachten,  die  ungeändert  bleibt,  wenn  man  C^  w  +  C^  für  w  setzt. 
Femer  dürfen  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  daß 
den  drei  Ecken  des  Dreiecks  der  Reihe  nach  die  Punkte  0,  1,  oc 
der  ;r-Kugel  entsprechen;  denn  wir  können  das  nach  §  15  stets 
durch  eine  vorausgehende  lineare  Transformation  der  Variabein  z 
erreichen.  Dann  muß  w  eine  Funktion  von  z  sein,  welche  in  der 
Umgebung  jedes  Punktes  der  z-Kugel,  mit  Ausnahme  der  drei  ge- 
nannten  Punkte,    regulär    ist   und   einen   von   Null    verschiedenen 


*   Kongruent   auch   in  Bezug   auf  die  Lage   der   einzelnen  Dreiecke  in 
ihnen,  die  in  deu'Figureu  durch  die  Schraffierung  sichtbar  gemacht  ist. 
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Differentialquotieiiteii  (§  33,  VI)  hat  Im  Punkte  z  =  0  muß  der 
Winkel  n  der  r- Halbebene  auf  den  Winkel  an  des  Dreiecks  der 
M7-Ebene  abgebildet  werden;  es  muß  also  dort: 

dtp 


dz 


=^az<^-^f,[z) 


sein,  unter  f[z\  f^  (z),  f^  (z)  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  reguläre 
Funktionen  verstanden.  Ebenso  wird  gezeigt,  daß  in  der  Umgebung 
des  Punktes  1: 

4)  -T-  log  -T^  =  ^—  +  fct  reg. 

^  d%     ^  dx       X  —  \  ^ 

und  in  der  Umgebung  des  Punktes  oo: 

5)  k  ^""^  ^  =  ^^  + '~ '  ^•^'-  '^^' 

ist  Die  Funktion  (2)  hat  also  in  den  singulären  Punkten  0  und  1 
Pole  erster  Ordnung  und  ist  sonst  auf  der  ganzen  Kugel  regulär 
und  im  Unendlichen  0;  sie  ist  also  nach  §  44,  VI  eine  rationale 
Funktion,  und  zwar: 

6)  =.1^  +  1^ 

'  X  X   —   l 

(Die  Entwicklung  dieser  Funktion  in  der  Umgebung  von  z  =  oo 
liat  in  der  That  die  Form  (5),  da  a  +  ß  +  y  =  l  ist.)    Durch  zwei- 

maUge  Integration  erhält  man  aus  (6): 

als  Lösung  der  Ajifgabe;  die  nähere  Diskussion  dieser  Lösung  würde 
uns  über  die  uns  gesteckten  Grenzen  hinausführen. 

§  73.    Verallgemeinerung  des  Spiegelungsprinzips;  Spiegelung  an 

einem  Kreis. 

Der  Satz  von  §  71  gestattet,  wie  H.  A.  Schwarz  ausgeführt 
liat,  eine  sehr  weitgehende  Verallgemeinerung.  Ist  nämlich  ein 
„regulärer  Kurvenbogen"  durch  zwei  Gleichungen: 

1)  ^  =  ^(0^    I/  =  ^P{i) 

gegeben,  in  welclien  qc,  %p  zunächst  reguläre  Funktionen  der  reellen 

Variabeln  t  bedeuten,  so  kann  man  dieser  Yariabeln  nach  §  38,  I 


'  73.     Verallgemeinerung  des  ^iegelungsprituips. 


uich  com|)lexe  Wert«  (  beilegen,  ohne  daß  dio  ßeihen   fFir  ip  uml 
f  aufhören  zu  konvergieren.     Durch  die  Gleichung: 


2) 


X  +   IJ/   = 


P  (()  +  .•  VW 


wird  dann  ein  Bereich  der  ^-Ebene,  der  zu  beiden  Seiten  eines  he- 
BÜmmteu  Stücks  der  Axe  der  reellen  t  liegt,  abgebildet  auf  einen 
Bereich  der  r-Ebene  zu  beiden  Seiten  des  gegebenen  regulüren 
Kurvenhogens;  und  man  kann  den  erstwen  Bereich  so  weit  eiii- 
sctu'änken,  daß  der  letztere  sich  nirgends  selbst  Überdeckt.  Ordnen 
wir  dann  je  zwei  Punkte  z  einander  zu,  welche  konjugierten  Werten 
t  Terniöge  (2)  eutsprecheu,  so  ist  dadurch  in  dem  letztgenannten 
Bereich  eine  umkehrbar  eindeutige  i)aarweiae  Zuordnung  der  Punkte 
2  definiert. 

I.  Hiexe  ZuoTdnunij  ist  nur  abhängig  von  dem  gegebenen  Kurvetv- 
bogen  selbst,  unabhängig  von  der  Art  seiner  Darstellung  durch 
Gleichungen  der  Form  (1). 

Ersetzen  wir  nämlich,  um  eine  andere  Darst«llung  desselben 
Kurvenhogens  zu  erhalten,  in  den  Gldchungen  (1)  t  durch  eine 
reelle  reguläre  Funktion  einer  andern  reellen  Variabein  r,  und 
geben  in  dieser  dann  dem  r  auch  comiilexe  Werte,  so  gehören  nach 
§  71,  I  zu  konjugiert  complexen  Werten  von  r  auch  konjugiert 
comjtlexe  Werte  von  t.  Infolgedessen  sind  wir  berechtigt,  die  De- 
finition aufzustellen: 

U.  H'ir  nemien  zwei  solehe  Punkte  der  z-Ebene,  welche  konjugierten 
Punkten  der  t-Ebene  enüprec/ien,  Spiegelbilder  voneinander  bezüglich 
des  gegebenen  regulären  Kuivenbogens. 

Damit  ergieht  sich  aus  dem  speciellen  Satz  I  von  §  71  der 
allgemeinere: 

DI.  Sei  eine  Funktion  f'{z)  regulär  definiert  innerhalb  eines  Br- 
reickex  der  z~Ebene,  zu  dessen  Begrenzung  ein  reguliirer  Kuroenbugen: 

'  =  f{i),    J-V'C) 

gehört;  sei  ferner  bekannt,  daß  f'{z)  bei  beliebiger  Annäherung  von  z 
an  einen  bestimmten  l'nnkt  t  dieses  Bogens  gegen  einen  bestimmten 
reellen  Grenztcert  x  (0  konvergiere,  und  daß  dieser  Grenzwert  eine  sleöpe 
Funktion  von  l  sei.  Bann  läßt  sich  die  Funktion  f\z)  über  jenen 
Kurvenbogen  hinaus  analytisch  fortsetzen,  und  zwar  erhält  sie  dabei 
konjugiert  cnmplcxe  Werte  in  Punkten,  juelche  Spiegelbilder  voneinander 
in  Bezug  auf  jenen  Bogen  sind. 

lat  der  gegebene  Kurvenbogen  speciell  ein  Bogen  des  Einheita- 
kiflises,  so  kann  man  etwa: 
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setzen;  es  wird  dann: 

(1  +ity      1  +  *  < 

(vgl.  §  15,  3).  Geben  wir  hier  dem  t  zwei  konjugierte  Werte  u  +  iv 
und  ?£  — lü  und  bezeichnen  die  zugehörigen  Werte  von  x  +  ly 
bezw.  mit  x^  +  iy^  und  Xj  +  ly^,  so  erhalten  wir: 

,    .  1  —  V  +  tu 

,     .  1  -h  V  +  tu 

also: 

1  +  V  —  zu  1 


ar. 


2 


-  »y»  =  r- 


1  —  r  +  tt*      iCi+»yi 


Das  ist  aber  (vgl.  §  11,  Glchgen.  (7))  gerade  die  Beziehung  zwischen 
zwei  Punkten  [x^y^)  und  {x^y^),  die  wir  früher  als  Spiegelung  am 
Einheitskreis  bezeichnet  hatten;  wir  können  also  sagen: 

IV.  JJie  früher  untersuchte  Spiegelung  am  Einheitskreis  ist  ein 
specieller  Fall  der  unter  (III)  definierten  Spiegelung  an  einem  be- 
liebigen analytischen  Kurvenbogen, 


§  74.     Konforme  Abbildung    eines  Kreisbogendreiecics   auf  die 

Halbebene. 

Ebenso  wie  wir  den  speciellen  Satz  von  §  71  im  §  72  dazu 
verwendet  haben,  die  konforme  Abbildung  eines  geradlinig  begrenzten 
Dreiecks  auf  eine  Halbebene  zu  untersuchen,  erlaubt  der  allgemeinere 
Satz  von  §  73,  dieselbe  Aufgabe  für  ein  von  Kreisbogen  begrenztes 
Dreieck  in  Angriff  zu  nehmen.  Doch  können  wir  hier  noch  weniger 
als  dort  die  Aufgabe  erschöpfend  behandeln,  müssen  uns  vielmehr 
auf  die  Hervorhebung  einiger  prinzipieller  Punkte  und  die  Durch- 
führung eines  leicht  zugänglichen  Beispiels  beschränken. 

Soll  die  Umkehrung  der  Abbildungsfunktion  eine  eindeutige 
Funktion  sein,  so  müssen  auch  in  diesem  Falle  die  Winkel  des 
Dreiecks  aliquote  Teile  von  n  sein.  Aber  die  Relation  §  72,  1  ist 
jetzt  nicht  mehr  notwendigerweise  erfüllt;  infolgedessen  haben  wir 
drei  Fälle  zu  unterscheiden. 
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L   Ist   -.  H 1 —  =  1,    80    beweist    man    geometrisch    (vgl. 

Fig.  48),  daß  die  drei  Kreise,  denen  die  das  Dreieck  begrenzenden 
Bogen  angehören,  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Geht  man 
durch  lineare  Transformation  von  der  t/vEbene  zu  einer  tr'-Ebene 
über,  in  welcher  diesem  Schnittpunkt  der  Punkt  w'  =  oo  entspricht, 
so  entspricht  dem  gegebenen  Dreieck  der 
tr-Ebene  ein  geradliniges  Dreieck  der  tr'- 
Ebene;  wir  sind  damit  auf  den  vorigen 
Fall  zurückgeführt 

n.  Ist  y  H 1 —  >  1,  so  übertragen 

wir  das  Dreieck  zunächst  durch  stereo- 
graphische Projektion  auf  die  Kugel;  dann 
läßt  sich .  geometrisch  zeigen,  daß  sich  die  Yig.  48. 

Ebenen  der  drei  Begrenzungskreise  in 
einem  Punkte  innerhalb  der  Kugel  schneiden.  Wir  können  unter 
den  in  §  16  besprochenen  Kollineationen  des  Raumes,  die  zu 
linearen  Transformationen  der  Variabein  w  gehören,  noch  unendlich 
viele  finden,  die  den  genannten  Schnittpunkt  in  den  Mittelpunkt  der 
Kugel  überführen;  nehmen  wir  irgend  eine  von  diesen  vor,  so  geht 
das  vorgelegte  Dreieck  in  ein  „sphärisches  Dreieck"  (im  gewöhn- 
lichen Sinne  dieses  Wortes)  über,  das  von  drei  größten  Kreisen  der 
Kugel  begrenzt  wird,  und  die  im  vorigen  Paragraphen  definierten 
Spiegelungen  an  den  Seiten  des  Dreiecks  werden  (vgl.  §  13,  XI) 
zu  Spiegelungen  an  den  Ebenen  dieser  Seiten,  im  gewöhnlichen, 
optischen  Sinne  des  Wortes  Spiegelung.  Zwei  solche  Spiegelungen 
nacheinander  ausgeführt  sind  zusammen  äquivalent  einer  Drehung 
um  die  Schnittlinie  beider  Ebenen  durch  das  doppelte  des  Winkels, 
den  sie  miteinander  einschließen.  Daher  muß  die  aus  den  ab- 
wechselnd  symmetrischen  und  kongruenten  Wiederholungen  des  Aus' 
gangsdreiecks  gebildete  Figur  die  Eigenschaft  haben  ^  hei  bestimmten 
Drehungen  der  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  in  sich  überzugehen. 

Der  Ungleichung  (II)   kann    übrigens   nur  auf  folgende  Arten 
durch  ganzzahlige  Werte  von  l,  m^  n  genügt  werden: 

1.  /  =  TW  =  2,  n  beliebig, 

2.  /  =  2,    m  =  3,   n  =  3,  4  oder  5; 
wir  wollen  den  Fall: 

1=2,     m  =  3,     n  =  3 
eingehender  untersuchen. 
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Der  sphärische  Exkgss   eines   Dreiecks   mit  ileii  Winkeln  {71/2I 
,7/3.  ;i/3)  beträgt: 


1) 


Hein  Flächeninhalt  ist  demnach  gleich  dem  24.  Teil  der  gesamteö 
Kngeloberöäche.  Wenn  es  lUao  überhaupt  möglich  ist,  durch  ab- 
wechselnd symmetrische  und  kongruente  Wiederholungen  des  ge- 
nannten Dreiecks  die  ganze  Rugel  einfach  und  lückenlos  zu  üher- 
decken,  so  wird  man  dazu  gerade  24  solcher  Dreiecke  brauchen, 
Man  erhält  in  der  That  eine  solche  Überdeckung  der  Kugel,  wenn 
man  jede  SeitenMäche  eines  regelmäBigen  Tetraeders  durcli  ihre 
Kittellinieu  in  aechs  Dreiecke  zerlegt  und  die  entstehende  Einteilui^ 
TODi  Mittelpunkt  des  Tetraeders  aus  auf  die  umheschri ebene  Kugel 
projiziert.  Soll  nun  ein  solches  Dreieck  so  auf  eine  Halbfbene  abü-. 
gebildet  werden,  daß  seineu  Ecken  bezw.  die  Punkte  r  =  0,  1 
entsprechen,  so  muß  die  Funktion  2  von  ?»',  welche  die  Abbildung 
leistet,  folgende  Eigenschaften  haben  (ihre  Existenz  immer  voran»- 
gesetzt): 

1.  Sie  muß  in  allen  Punkten  w,  welche  nicht  Ecken  der  Drei- 
ecke  sind,  regulär  sein  und  einen  von  0  verschiedenen  Differential- 
quotienten haben. 

2.  In    den  Dreiecksecken   ic^,    welche   dem  Punkte   ;  =  0   ent- 
sprechen, muß  w  —  w^  eine  reguläre  Funktion  von  j/z  sein,  d. 
ein  Winkel         auf  der  ic-Kugel  einem  Winkel  n  der  z-Kuge 
spricht;  also  z  eine  reguläre  Funktion  von  w>,  die  in  «■„  einen  Null- 
punkt 2.  0.  hat 

3.  In  den  Dreiecksecken  w^,  welche  dem  Punkte  z  =  l  ent- 
sprechen, mnß  IC  —  Wy  eine  reguläre  Funktion  von  yr  —  1  sein,  also 
X  —  1  eine  reguläre  Funktion  von  w,  die  in  <c,  einen  Nullpnnkt 
3.  0.  hat. 

4.  In  den  Dreiecksecken  w^ ,  welche  dem  Punkt  z^  entsprechen, 
muß  ip  —  w>„  eine  reguläre  Funktion  vou  j-^'"  sein,  also  z  eine 
Funktion  von  t/^,  welche  in  w^   einen  dreifachen  Pol  hat 

Es  ist  demnach  r  eine  auf  der  ganzen  tr-Kugel  mit  Ausnahme 
einzelner  Pole  reguläre,  d.  h.  nach  §  44,  VI  eine  rationale  Funktion 
Als  solche  ist  sie  durch  die  Eigenschaften  (1),  (3\  (4) 
Jiereits  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmt;  können  wir 
^esen  so  bestimmen,  daß  auch  die  Eigenschaft  (2)  statt  hat  ^^  ist 
)  Aufgabe  gelöst 


§  74.  Konforme  Abbild,  eines  Kreisbogendreiecks  auf  die  Halbebene,     209 


Die  Eantenmitten  des  Tetraeders  sind  Elcken  eines  regulieren 
Oktaeders;  wir  können  sie  uns  so  gelegt  denken,  daß  die  ihnen  auf 
der  Kugel  entsprechenden  Punkte  w^  nach: 

0,    oo,    +  1,    +  1,    -  1,    -  2 

fallen,  also  (abgesehen  von  w  =  oo)  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

2)  /;(/r)^ir(ir*-  1)  =  0 

sind.  Die  Ecken  und  die  Seitenmitten  des  Tetraeders  geben  dann 
auf  der  Kugel  Punkte,  deren  Raumkoordinaten  |,  Vj  ^  —  \  (vgl-  §  13) 

alle  drei  den  absoluten  Betrag       ;.-    haben;   man   kann   etwa   an- 

£  !■'  O 

nehmen,  daß  die  ersteren  eine  gerade,  die  letzteren  eine  ungerade 
Anzalil  negativer  Koordinaten  haben.  Dann  werden  die  Argumente 
«7,  der  ersteren  (§  13,  (6)): 

1  +  /  1  + »        _i  -_ '        _  _L~  iL 

V3  -  l'  1/3^-  l'      1/3  +  r  13"+!' 

d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

3)  /;  (tr)     IC*  -  2  iyS  tr»  +  1  =  0; 
die  Argumente  w^  der  letzteren  werden: 

l  -  i_ 1^-  /  l  +i        __    1  +  »_ 

]  :s  -  r     1 3  -  r  V3"+  r     vs  + 1 ' 

d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

4)  /*3  (w)  .  /r*  +  2  I  p  tr*  +  1  =  0. 

Eine  rationale  Funktion  z  —  1  von  w,  welche  den  Bedingungen  (1), 
(3),  (4)  genügt,  ist  also: 

soll  es  möglich  sein,  auch  der  Bedingung  (2)  zu  genügen,  so  müssen 
sich  zwei  Koeffizienten  a,  b  so  bestimmen  lassen,  daß  die  Identität 
besteht : 

In  der  That  findet  man: 

f\  _/•»  =  6(.r*+  l)*.2«V3tr*-2-(2iy3»r»)» 
6)  =  12  J  3  »■  tr«  [{tr*  +  1)*  -  4»r*]  =  12  }Z  if\. 

Btrkhardt,  Funktionen.  I.  14 
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Die  gesuchte  Funktion^   durch   welche  das  vorgelegte   Kreisbogen^ 
dreieck  auf  die  Halbebene  abgebildet  unrd,  ist  also: 

/  8  /  8 

man  überzeugt  sich  nämlich  nachträglich  leicht,  daß  diese  Funktion 
auch  in  tr  =  oo  (was  wir  zunächst  außer  acht  gelassen  hatten)  einen 
2-fachen  Nullpunkt  hat^ 

III.     Der  dritte  Fall  -r  +      H <  1  fuhrt  auf  transcendente 

automorphe  Funktionen;  wir  können  auf  seine  nähere  Untersuchung 
nicht  eingehen,  halten  vielmehr  das  Ziel  dieser  Einführung  für 
erreicht,  nachdem  wir  bis  an  die  Schwelle  desjenigen  Gebietes  ge- 
langt sind,  in  dessen  Erforschung  die  funktionentheoretische  Arbeit 
gegenwärtig  ihre  dankbarsten  Probleme  findet 


*   Vgl.   über   den   Fall  II   F.  Klein,    Vorlesungen    über    das    Ikosaeder, 
Lpz.  1884. 


Register. 


Abbildung  18. 
— ,  konforme  27.  92.  197. 
Ableitung  71. 
Absoluter  Betrag  11. 

—  —  einer  Summe  14. 
Absolut  konvergent  73. 
Abteilungsweise  72. 
Addition  4. 

— ,  ihre  geom.  Darstellung  12. 
Additionstbeoreme  113.  150. 
Ähnlichkeit  20. 

—  in  den  kleinsten  Teilen  27. 
Äquator  32. 
Äaiiianharmonisch  46. 
Allgemeine  Arithmetik  1. 
Analysis  situs  172. 
Analytische  Funktion  192. 
Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole 

128. 
Arcus  12.  151. 
Argument  70. 
Associationsgesetz  4. 
Außerwesentlich  siiigulftrer  Punkt  120. 
Automorphe  Funktion  52. 

Bedingt  konvergent  73. 
Beständig  —  lOö. 
Bestimmt  unendlich  136. 
Bewegungen  des  Raumes  49. 
Blatt  159.  171. 

Cauchys  Satz  101. 

Cauchy-Hiemanusche  DifFerentialgl.  89. 

Commutationsgesctz  4. 

Complexe  Zahl  6. 

Complexe   Funktion  von   reellen  Ver- 

änderl.  83. 
Cosinus  112. 
Cotangente  147 
Cyklische  Gruppe  57. 

Diametral  34. 
DifFerentialquotient  71.  91. 

—  einer  rationalen  Funktion  complexen 
Arguments  86. 

Diskrete  Gruppe  64. 


I 


Distributionsgesetz  6. 
Division  15. 

—  durch  Null  27. 
Doppelintegral  79. 
Doppelverhältnis  40. 
Drehung  19. 

Einfach  periodisch  117. 

Einfach  zusammenhängend  üO. 

Einheiten  5. 

Einheitskreis  12. 

Ellipsen  119. 

Entgegengesetzt  4. 

Entwickelung  in  eine  Potenzreihe  102. 

Eulersche  Formeln  für  Rotationen  50. 

—  Relationen   zwischen   Exponential- 
und  trigon.  Funktionen  112. 

Exponentialfunktion   112. 

Fixpunkt  36. 

Flächenartige  Punktmenge  75. 
Flächenteil  171. 
Fortsetzung,  analytische  189. 
Fouriersche  Reihe  136. 
Fuudamentalbereich  52. 
Fmidamentalsatz  der  Algebra  123.  129. 
Funktion  70. 

—  allgemeine  lineare  gebrochene  34. 
— ,  analytische  192. 

— ,  automorphe  52. 

— ,  ganze  transcendeute  108. 

— ,  lineare  ganze  20. 

— ,  periodische  114. 

— ,  rationale  18.  123. 

— ,  rationale  ganze  18.  59.  122. 

—  —  gebrochene  61. 

— ,  reguläre,  complexen  Arguments  90. 
— ,  trigonometrische  112. 
Funktionen  von  Funktionen  198. 
Funktionselement  101. 


Ganze  lineare  Funktion  20. 

—  rationale  —  18.  59. 

—  transcendente  —  108. 

!   Gemeine  complexe  Zahlen  6.  8. 

14* 


212 


Register. 


Geometrische   Darstellung    complezer 

Zahlen  9. 
Geschlossene  Ponktmenge  75. 
Geschlossener  Weg  154. 
Geschwindigkeitspotential  95. 
Gleichmäßig  77. 
Gleichseitige  Hyperbeln  54. 
Gleichungen    zwischen    mehrwertigen 

Funktionen  163. 
Grad  einer  rat  ganzen  Funktion  59. 

—  gebrochenen  Funktion  61. 

Greensche  Sätze  81. 
Grenzpunkt  eines  Bereiches  75. 
Grenzwert  68.  69.  70.  76. 
Gruppe  36. 

Häufungspuukt  70.  75. 
Harmonisch  46. 
Hauptwert  des  Arcus  152. 

—  des  Logarithmus  161. 

—  der  nt«n  Wurzel  181. 

—  der  Quadratwurzel  168. 
Hebbare  Unstedgkeit  120. 
Hyperbeln  54.  119. 

i  =  Y^  7. 
Imaginär  8. 
In.  Innerhalb  71. 
Integral  78. 

—  einer  regul.  Fkt  compl.  Arg.  96. 
Integrationsweg  97. 

Invariante  46. 

^Inverse  Transformation  65. 
Involutorisch  25. 

Irrationalitäten  derselben  Klasse   179. 
Irrationalzahl  68. 
Isogonal  27. 
Isometrisch  95. 
Isothermisch  95. 

Koeffizienten,  Methode  der  unbestimm- 
ten 108. 
Kollineation  48. 
Konfokale  Ellipsen  und  Hyperbeln  119. 

—  Parabeln  53 

Konforme  Abbildung  27.  92.  197. 

eines  geradlinigen  Dreiecks  201. 

eines  Kreisbogendreiecks  206. 

Kongruenz  18.  19. 
Konjugiert  complexe  Zahl  12. 
Kontiimierliche  Linie  75. 
Kontinuierlicher  Bereich  75. 
Konvergent  73. 
Konvergenzkreis  108. 
Konvex  76. 
Kreissysteme  38. 
.  Kreis  verwand  tschaft  35. 


Kugel,  Deutung  complezer  Zahlen  auf 

ihr  32. 
Kurvenintegral  79. 

Laplacesche  Differentialgleichung   90. 
Laurentsche  Reihe  131. 
Limes  68.  69.  70.  72.  76. 
Lineare  ganze  Funktion  20. 

—  gebrochene  —  34. 
Liouvilles  Satz  122. 
Logarithmus  159. 

Maclaurinsche  Reihe  109. 

Mehrfache  Wurzel*  59. 

Mehrwertige    analytische    Funktionen 

151. 
Meridiane  32. 
Mittag-Lefflers  Satz  140. 
Multiplikation  6. 
— ,  ihre  geom.  Darstellung  14. 

Natürliche  Grenze  195. 
Niveaulinien  96. 
Norm  11. 

Ordnungszahl  62. 

Parabeln  53. 
Parallelverschiebung  18. 
Partialbruchzerlegung  123.  140. 

—  einfach  periodischer  Funktionen  144. 
Periodenstreifen  118. 

Periodische  Funktionen  114. 

allg.  Sätze  149. 

Pol  61.  120.  194. 
Polarkoordinaten  11. 
Positiver  Sinn  der  Axen  10. 

der  Winkel  11. 

Potenz  55. 

Potenzreihen  77.  104 
Primitive  Periode  116. 
Produktentwickelung  des  Sinus  188. 
— ,  Weierstraßsche  186. 

Quadrat  (zweite  Potenz)  51. 
Quadrate,  unendlich  kleine  95. 
Quadratwurzel  166. 

Radien,  reziproke  24. 

Rationale  ganze  Funktion  18.  59. 

—  gebrochene  —  61. 
Reelle  Zahl  8. 

Reguläre   Funktion    complexen  Argu- 
ments 90. 
Reihen,  unendliche  73. 
Reihenumkehrung  130. 


Register. 


21S 


Residuam  126.  177. 
Richtungsfaktor  12. 
Riemannsche  Fläche  der  n^^  Wnnel 
181. 

der  Quadratwonel  169. 

des  Arcus  und  Logarithmus  1 55. 

,  allgem.  Konstruktion  191. 

Schraubenflfiche  156. 

Singulare  Punkte  198. 

Sinus  112. 

Spiegelung  204. 

~  am  EUnheitskreis  25.  20<). 

—  an  einer  Ebene  32. 

—  an  einer  Geraden  12. 
Stereographische  Projektion  29. 
Stetig  71.  84. 

Stetigkeit  rationaler  Funktionen  88. 

Streckung  20. 

Stromkurven  96. 

Subtraktion  4. 

Summen  unendlich  vieler  regul.  Fktn. 

138. 
Symmetrische  automorphe  Funktion  58. 

Taylorsche  Reihe  110. 

Tetraeder  208. 

Thomsonsche  Bilder  25. 

Topologie  172. 

Transformation  der  Ebene  in  sich  18. 

Translation  18. 

Trigonometrische  Funktionen  112. 


Cberall  dicht  75. 
Obergangslinie  170. 
Umgebung  74. 

Umkehrung  des  Logarithmus  165. 
ümlegung  der  Winkel  27. 
Unbedingt  konvergeift  73. 
Unbeschränkt  ver&iderlich  70. 
Unendlich  27.  72.  86.  136.      . 
Unendlichkeitspunkt  61. 
Unendlich  klein  70.  76. 
Uniformisierende  Variable  151. 
Untergruppe  36. 

Tariable  16.  70. 

Verhalten  einer  reg.  Fkt  in  der  Umg. 

eines  Ausnahmepunktes  134. 
—  im  Unendlichen  63.  121. 
Vertauschbar  20. 
Verzweigungspunkt  158.  170.  182.  195. 

Wegstück  75. 

Weierstraßsche  Produktentwicklg.  186. 
Wesentlich  singulärer  Punkt  194. 
Windungen    eines   Weges    um    einen 

Punkt  155. 
Winkeltreu  27. 
Wurzel  181. 
Wurzeln  einer  Gleichung,  Grenzen  f&r 

sie  60. 

Zahlenpaare  2. 
Zahlen  tripel  16. 
zusammenhängend  75. 


Beriehtlguni^en. 


Seite  U7   tilchg.  10  stall  .-_  ^ 


S«iW  203,  Fig.  45  Bollte  ilfts  Dreieck  red.ta  unten  von   litiks  unten  ,i 
rectita  oben  schraffiert  sein. 


Verlag  von  VEIT  &  COMP,  in  Leipzig. 


ELEMENTARE  MECHANIK 

als  Einleitung  in  das  Studium  der  theoretischen  Physik 

Von 
Dr.  Woldemar  Voigt, 

o.  &.  Proffiur  der  Phfiik  an  dar  tTnETenllll  GCdiugea. 
Mit  bb  Figaren  im  Text     gr.  ».     18S9.     geh.   12  ^. 

Auszug  aus  dem  Vorwort  des  ProfesBor  Eiigenio  Boltrami  zu  Rom 
zur  italienischen  ÜbeteeUung  von  Dr.  A.  Sella: 

D«g  targeaitbiieU  Werk  des  Prafutor  Votgt  Icomiiit  einem  Bedflifiiia  entgegen,  welehes 
■leb  uDler  den  deuUchep  und  engUicbeD  Studepion  icbou  Mit  einiger  Zelt  mliltaar  gsnimclil  hU. 
Die  elemenUre  Uecbaoik  wird  Im  ■UeDnielaen  rau  twel  Mhi  vencliiedeDeu  GeiklilipunkteD  boi 
batncblet,  eotwedsr  als  die  herküDiniUche  Voncbule  dir  du  rein  UcbolKhe  StQdluRi  d^r  lageoieare. 
bi  irelohem  Falla  ale  tieb  Auf  die  elemeniwteo  und  trootoiuteD  kaplt«]  beachrlnkt.  odor  ala  eine 
SlcamliiDg  geoDietrliidier  und  uiiklfllacher  Übungen,  wobei  dts  elgentllclie  mecbaniicbe  Qnind- 
lice  vencllvindet .  um  den  ebne  Zireifel  lülnrelcben  AuveudluigBa  der  inelj'tUdien  and  pro- 
JekUrea  Oeomecris,  der  Theorie  der  DiffeientlBl-Uleicbungen  und  der  TunHtlomrecbDUDg  Plati 
HD  macbeo.  Die»  iwel,  aich  fut  eulgegenstebenden  Anidchten  luib^a  In  aehr  hohem  ItaOe  dw 
bbloriMhe  Ziel  der  Mechanik  renrbcbi.  du  durcb  Oalllel  und  Nevwn  nutgeateUt  und  Ton  den 
Pfaraikem  erstes  HangFs.  iriB  Lagnng».  Greca.  KIrehboS,  Maxwell  und  Helnihalii,  anabKialg 
welter  Terfolgt  worden  iil. 

Du  Buch  des  Professor  Voigt  1.[eIo(  eine  neue  Anleitung  dar,  wie  man  sie  sieb  ^r  nicht 
bcaaer  wauscheu  kSunte.  tu  dinseiu  Studium  der  Mecbanlk.  ata  der  ntloaellen  WlMentcbin  der 
malerlellen  Welt. 

Der  Verfaiaer  beielchael  mit  groOat  Ptliistuu,  aber  mit  euch  rlel  gröOcnr  Besetaeldeu- 
bdt  In  seiner  Vorrede  das  Ziel,  du  er  alcb  gBatecIit,  und  die  HUfamltlel.  nüt  denen  er  «  lu  er- 
ralohaa  «eraucM  but.  Es  bii  «elielcbt  ottlulich ,  m  «rslcheru .  daD  die»  Ziel  ToUkommen  erralchl 
Ist,  und  daD  der  Yarüimet  es  Teratanden  hat,  in  einem  terbUtnismllllg  geringen  Bamn  die  irkh- 
UgMm  LehnlUe  der  allgamelnen  Mechanik  Buaamnieoaurasaen  und  Je  oacb  ibrer  WlchUgkolI  mll 
Auwendtingen  auf  die  FhTBik  lu  Yen^ea.    Die  Daratellung  lal  klar  und  geordnet.  Im  AnfoEgv  aiia- 

In  VnUarbeil  oder  Ungananigknil  sn  yeiUoreD.  Wer  dai  Bucb  itudierl.  muD  aeUie  Sinne  stisdlg 
lusammen  nehmen,  mit  dem  Autor  gewlaaermaOen  mitarbeitend,  um  die  Winke  imd  Ab1e<luag<o 
Biuzugestallen.  aber  am  Ende  wird  er  gewabi  werden  —  wu  nicht  oft  •orkomml  —  wirklich  Tlel 
gelernt  lu  haben,  und  ~  w»  noch  mebr  ist  —  die  Formeln  gut  tu  handhaben  und  die  Besultal« 

Es  wDrde  m  well  lUhren,  olle  die  VonQge  auriniUilen.  durch  welehe  daa  Volgt'acbe  Werk 
al^  aum  guten  Teil  wenigstens,  lon  den  Dbrlgen  Werken  Über  Mecbulk  unteracbeldnt.  Wer  nun 
sagte,  daU  «  ilcb  hier  nli-bt  ei  profemo  um  Kinematik  bandelt,  und  daU  die  Sitae  der  SUUk 
aua  den  Oteiehongen  der  Dynamik  abgeleitet  werden.  vDrde  awar  Recht  babcn.  aber  dimiU  kefoe 

■efDhrt  ist:  ein  Plan,  der  alob  auch  kuudglebt  In  de'n  ubireieben,  oH  nur  hellaullgen  Bemerkungen 
DBd  Winken,  die  Tiellelcbt  Ton  aelten  des  oberiUch lieben  Leaen  nicbt  beacblel  werden,  die  «bor 
dem,  der  cmithift  iladlerl,  eine  klore  tcennlcla  Ton  der  andauemdea  WecliadwIrkuDg  twUolien 
dem  matbemallschen  Denken  und  der  Vorslellung  der  Wirkliebkoit  gehen,  worin  die  wahre  nnd 
slgenlllctae  pb]r>lk>llsch'meaban Ische  Forsohunl  hestebt. 

Von  den  GegensUnden ,  die  von  grAOteiu  lalereRe  lOr  die  allgemeine  Physik  alnd  und 
•om  Antor  mebr  oder  weMger  ausRihrllch.  In  der  Form  aber  Immer  beitundemoBSwardlg  dem  Bb- 
dBrfnia  angepelll,  behandelt  werden,  sind  besonders  diejenigen  herrormhelwai  welche  sieb  anf  die 
SebweitraR  bHleben  und  besooden  die  auatObrilclie,  toUstlndlge  Lehre  lon  dem  Mcnseo  derselben 
dureh  Poodelscbwlngungen,  ferner  die  Theorie  der  Cenlralbewegungen  und  der  aUgemebiBB  GtitI- 
catlon,  die  elementaren  Winke  Ober  PrIeeiaiOB,  NuCatlon  und  Ebbe  und  Flut  and  luletit  die  üchl- 
ToOe  Lehre  tou  den  ebenen  Wellen  In  den  Isotrupen  UlKeln,  gefolgt  Ton  einem  ssbc  elo^hen 

Besonders  bemarkemwcrl  ist  dar  dritte  Teil,  wslcber  der  Mechanik  nlchlsurrer  KArper 
gewidmet  lal.  Bier  hat  der  Verfuter  mit  aellener  GeachlckUehkclI  und  relativ  bOchat  sinRwhen 
WtEeln  eine  groll«  Menge  tal«rcsaanl«r  und  lehrreicher  Frobtome  im  Beiug  auf  die  DDHlgen  und 
alutlschen  Körper  gelöst.    Hu  Studium  dieses  Teils  ist  auch  ffir  den  naiilleb  und  lohnend,  d« 
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und    Dr.  Erwin  Papperitz, 


Zwei  Bände. 
Mit  über  600  Figuren  in 
i  Q.   1»96.     geh.  25  M,  geb.  i 


Texl. 

Ganzleinen  27  ^. 


Die    (iarstelleude    Geometrie    wird     in    vorliegendem    Werke    in    ili 
doppelten    Bedeutung:    als    die    DarBtelluuz   räumlicher   Gebilde    und    als    die 
Entwi^elung  der  Kaum&nschnuung,  behandelt. 


EXPERIMENTALPHYSIK 

zum  eigenen  Studium  und  zum  Gebmueh  bei  Vorlesungen 

Dr.  Eduard  Riecke, 


lit  it^M  700  Fiyuret 
geh.  18  J(,  [,'eb.  i 


izleineii  20  ..d 


In  diesem  auagezeiclmeten,  durehaua  auf  dem  Boden  der  nfiien  AuMhau- 
ungen  und  Forsehungen  stehenden  Werlie,  weleliee  in  XH-ei  handliflten  Bänden 
das  ganxe  Orbicl  der  l'hyaik  unifaUt,  wird  ein  wirklich  letharos  Lehrbuch  der 
Physik  geboten.  Matliematische  Ent Wickelungen  eind  nur  spaream  darin  ent- 
halten und,  wo  aie  nicht  zu  vermeiden  wareu,  in  eleuieutaren  Grenzen  ge- 
halten. —  Das  Buch  wendet  sich  an  alle,  welche  der  Physik  wiBsenscIiaftlichea 
Interesse  entgegenbringen,  an  die  Bilrer  an  Univeraitäten  ttnd  tecknigeken  Uofh- 
schulen,  an  den  Lehrer,  an  den  großen  Kreis  derer,  die,  auf  verwandten 
Gebieten  im  Dienste  der  theoretischen  Forschung  oder  der  tech- 
nisehen  Anwendungen  thälig,  ihre  Kenntnis  von  der  Entwickelung 
der   Physik   wieder  ergänzen  möchten. 

Das  Buch  ragt  weit  über  die  gebr&uchliuben  Lebrbiicher  der  Physik 
hiuuus.  Manchett  ist  darin  im  Zunumnienfaang  behandelt,  was.  uft  nur  sehr 
schwer  zugänglich,  in  Zeitschriften  oder  Sammelwerken  zerstreut  ist;  man 
findet    darin    aber    auch   sehr  vieles,    was   man   in   anderen  Lehrblicliern   ver- 

feblich  suchen  wird  U-  B.  Strömungen  und  Wirbel  der  Plüsaig- 
eiieu,  die  Maxwellsche  elektrumagnetiscbe  Theorie  des  Lichtes, 
die  TesUströme,  ausfflbrliche  Darstellung  der  Hertz'schen  Ver- 
suche, Elektrolyse), 
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Vorwort. 


Für  die  Bearbeitung  dieses  zweiten  Teiles  meiner  funktioiicii- 
theoretischen  Vorlesungen  sind  mir  im  wesentlichen  dieselben  Grund- 
sätze maßgebend  gewesen  wie  für  den  ersten.  Auch  hier  haben 
mir  dieRiEMANNschen  Vorstelluugsweisen  überall  das  Gerippe  geliefert, 
um  das  sich  alle  Entwicklungen  gruppieren.  Ea  ist  in  der  That 
merkwürdig,  wie  wenig  Riemanns  Vorgang  gerade  auf  diesem  Ge- 
biete Nachfolger  gefunden  bat;  ich  wüßte  nur  die  Skizze  in  der 
ert<ten  AuUage  von  C.  Neumanks  AtiELschen  Funktionen  und  den 
„Abriß"  TOn  TuoMAi;  zu  nennen.  Selbst  so  gute  Kenner  der 
BiEHANNschen  grundlegenden  Anschauungen  wie  Dlb£<ie  und  Herr 
KöNifiSBEBGEB  haben  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  von 
diesen  Anschauungen  verhältnismäßig  wenig  Gebrauch  gemacht 
Und  doch  giebt  ea  auch  hier  eine  Reihe  von  Fragen,  namentlich 
die  mit  dem  Umkebrproblem  zusammenhängenden,  die  gerade  auf 
dem  RiEMANNschen  Wege  am  einfachsten  und  durchsichtigsten  er- 
ledigt werden  können. 

Andererseits  schien  es  mir  dorchaua  erforderlich,  in  dieses  Ge- 
rüste die  weiteren  Entwicklungen  einzuarbeiten,  die  seit  Riemahk 
teils  auf  Grund  seiner  Ideen,  wie  z,  B.  in  der  Theorie  der  Modul- 
funktJonen,  teils  unabhängig  davon,  wie  namentlich  durch  Weieb- 
sTRAKs,  neu  hinzugekommen  sind.  Zur  Übernahme  einer  solchen 
Aufgabe  durfte  ich  mich  vielleicht  deswegen  berufen  glauben,  weil 
ich  in  die  WEiEa-STBASssche  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  von 
Herrn  H.  A.  ScHw.iKz,  in  den  RiEMANNschen  Ideenkreis  von  Herrn 
F.  Klein  eingeführt  worden  hin.  Für  die  Detailausfiihrung  Rie- 
MAJisscher  Ansätze  habe  ich  auch  viel  aus  den  Schriften  von  Herrn 
J.  Thomae  geschöpft. 


J 


VI  Vorwort. 

Das  Buch  beginnt  mit  den  elementarsten  Sätzen  Über  die  Ir- 
rationalität Yf^{-),  bezw.  ]//j (z)  und  die  von  ihr  abhängigen  Integrale. 
Dock  habe  ich  mich  bei  diesen  möglichst  kurz  aufgehalten,  um  so- 
bald als  möglich  das  Problem  der  Umkehrung  des  Integrals  erster 
Gattung  zu  formulieren.  Der  in  vielen  Lehrbüchern  sich  findende 
Beweis  filr  die  Eindeutigkeit  dieser  Umkehrung,  deu  Bbiot  und 
BoDQOKT  gegeben  haben,  ist  bekanntlich  unzulänglich;  der  Beweis 
von  ScHw.uiz  (in  der  Abhandlung  über  die  konforme  Abbildung  der 
Oberrtäche  des  Tetraeders  auf  die  Kugel)  schien  mir  für  den  Anfang 
zn  schwierig;  die  übrigen  Beweise  bedürfen  zu  vieler  Sätze  aus  der 
entwickelten  Theorie.  Ich  habe  mich  deshalb  schließlich  entBchloasen, 
den  Beweis  um-  für  den  Fall  reeller  Verzweiguugs punkte  hier  durch- 
zuführen, dunn  aber  diesen  Gang  der  Untersuchung  abzubrechen 
und  im  zweiten  Abschnitt  mit  der  Untersuchung  der  Eisenstein- 
WEiEKSTRASSschen  Partialbruch  reihen  für  doppeltperiodische  Funk- 
tionen von  neuem  einzusetzen;  sodaß  also,  wer  will,  den  ersten  Ab- 
schnitt zunächst  ganz  überschlagen  und  das  Studium  des  BucheB 
mit  dem  zweiten  beginnen  kann. 

Bei  Entwicklung  der  WEiEEsTEASsachen  Funktionen  kann  man 
entweder  mit  der  Produktentwicklung  Ton  tiu  beginnen  und  von  ihr 
durch  Differentiationen  zn  pu  und  p' u  vordringen;  oder  man  kann 
die  Partialhruchentwicklung  für  pu  an  die  Spitze  stellen  und  von 
ihr  aus  durch  successive  Integrationen  zoptt,  ^u,  au  emporsteigen; 
ich  habe  den  letzteren  Weg  vorgezogen,  der  der  Entwicklung  der  be- 
treffenden allgemeinen  Sätze  im  ersten  Teil  folgt.  —  Eine  schwierige 
Sache  bei  jeder  Bearbeitung  der  elliptischen  Funktionen  ist  die  Aus- 
wahl unter  den  verschiedenen  Bezeichnungen:  ich  habe  die  Wkieb^ 
»TKAsssehe  beibehalten,  wie  sie  in  der  ScHWABzschen  Formelsammlung 
fixiert  ist,  mit  einer  Ausnahme:  ich  habe,  wie  Wkiek.'jteass  früher 
selbst  gethan  und  wie  neuerdings  gleichzeitig  von  den  Herren  Study, 
Tannery  und  Molk  vorgeschlagen  worden  ist,  nicht  w,  -i-  m^  sondern 
—  (o}^  -j-  6)j)  mit  Wj  bezeichnet.  Das  bringt  einige  Änderungen  in  den 
Werten  der  eindeutig  definierten  zweiten  und  vierten  Wurzeln  aus  den  e 
mit  sich;  doch  ist  es  deswegen  nicht  nötig,  k'  so  zu  definieren,  daß  es 
im  sogen.  Normalfall  negativ  reell  wird,  wie  Tankeky  und  Mole  thun. 

Auf  den  ersten  Blick  größer  ist  eine  andere  Unbequemlichkeit^ 
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an  der  man  nicht  vorbei  kommt,  wenn  mKn  nicht  in  der  MJtte  des 
Buches  die  Bezeichnung  wechseln  will.  Einerseits  nämlich  muÜ  man 
im  sogen.  Normalfall  durchaus  der  complexen  Periode  den  Index  2 
zuweisen,  wenn  man  die  den  Halbperioden  zugeordneten  Verzweigungs- 
puukte  mit  denselben  Indices  wie  diese  versehen  und  dabei  doch 
daran  festhalten  will,  daß  die  Indices  der  Verzweigungspunkte  ihre 
Größenfolge  festlegen.  Andererseits  wird  man  aber  doch  im  N'ormal- 
fall  alle  Perioden  aus  der  reellen  und  der  reiu  imaginären  zusammen- 
setzen wollen.  Beides  zusammen  bedingt,  daß  man  überhaupt  überall, 
^ach  in  der  Transformattonstheorie ,  2(o^  und  2tii^  ali«  die  Fanda* 
mentalperioden  behandelt,  aus  denen  sich  alles  zusammensetzt  — 
Weieestrass  umgeht  diese  Schwierigkeit,  indem  er  bei  allgemeinen 
Untersuchungen  die  Fund  amen  talperioden  mit  2t,j  und  2fo'  bezeich- 
net; dann  ist  aber  der  Accent  nicht  mehr  zur  Bezeichnung  der 
transformierten  Perioden  disponibel. 

Im  fünften  Abschnitt  habe  ich  eine  allgemeine  Theorie  der  sogen. 
jAOOBisehen  Funktionen  im  wesenthchen  im  Anschluß  an  das  Buch 
Ton  H.  Webek  gegeben;  sie  scheint  mir  in  der  That  nicht  entbehrt 
werden  zu  kftnnen,  wenn  man  zum  Verständnis  der  Rolle  komnjen 
will,  die  die  Thetafunktionen  in  der  Theorie  spielen.  Daran  an- 
schließend habe  ich  die  sogen,  elliptischen  Funktionen  IIL  Art  be- 
handelt; die  hezw.  Formeln  gewinnen  merklich  an  Einfachheit,  wenn 
man  sie  für  Funktionen  der  Charakteristik  (0, 0]  statt,  wie  es  meist 
geschieht,  solche  der  Charakteristik  (1,1)  aufstellt. 

Der  sechste  Abschnitt,  „das  ümkehrproblem",  bildet  den  Mittel- 
punkt des  Buches.  Ich  habe  versucht  (vgl.  §  53  a.  E.  und  §  54  a.  E.), 
die  verschiedenen  hier  in  Betracht  kommenden  Fragen  sorgfältig 
anseinander  zu  halten ,  um  dadurch  das  Auftreten  der  Theta- 
funktionen nicht  so  ganz  unvermittelt  erscheinen  zu  lassen.  Von 
dem  übrigen  Inhalte  dieses  Abschnittes  möchte  ich  hier  nur  noch 
die  in  §  60  gegebene  nähere  Bestimmung  der  Perioden  des  Inte- 
grals m.  Gattung  hervorheben. 

Nach  einem  kurzen  Zwischen  abschnitt  über  kanonische  Formen 
des  elliptischen  Integrals  habe  ich  im  achten  Abschnitt  die  lineare 
Transformation  soweit  behandelt,  als  es  mir  der  Zweck  des  Buches 
mit  sich  zu  bringen  schien;  auf  die  exphcite  Bestimmung  der  acbt«n 
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Kinheita Wurzel,  die  bei  der  Hnearen  Transformatioii  der  Thetaftmk- 
tionen  aoftritt,  habe  iuh  verzichten  zn  dürfen  und  zu  sollen  geglaubt 
Dagegen  bin  ich  ausführlicber,  als  ee  wohl  sonst  geschieht,  auf  die 
Darstellung  der  Art  und  Weise  eingegangen,  wie  die  lineare  Trans- 
fonnation  durch  Abänderung  des  QuerschnittaysteniH  der  RiEHAim- 
schen  Fläche  zu  stände  kommt. 

Ebenso  habe  ich  den  neunten  Abschnitt,  „Ausartungen  der  ellip- 
tischen Funktionen",  ausführlicher  angelegt  Insbesondere  hat  hier 
die  Entwicklung  von  A"  nach  Potenzen  des  Moduls  Flatz  gefanden. 
Sie  läßt  sich  ja  leicht  ans  der  Theorie  der  hypergeometrischen  Reihe, 
andererseits  anch  durch  iterierte  riuadratische  Transformation  ge- 
winnen; das  erstere  setzt  aber  Kenntnisse  voraus,'  die  ich  nicht  in 
Anspruch  nehmen  wollte;  das  letztere  vertrug  sich  nicht  mit  der 
Anordnung  des  Stofl'es.  Aus  den  Vorlesungen  von  Herrn  Schwahz 
war  mir  eine  elementare  Methode  bekannt,  die  das  Integral  durch 
Einschaltung  eines  willkürlichen  Zwiachenwertes  in  zwei  Summanden 
spaltet  und  jeden  derselben  für  sich  entwickelt;  ich  habe  den 
Zwischen  wert  so  gewählt,  daß  die  beiden  Summanden  einander 
gleich  werden. 

In  den  zehnten  Abschnitt,  der  Realitätsverhöltnisse  betrifft^ 
habe  ich  auch  eine  Diskussion  der  beiden  ganz  speziellen  Fälle  auf- 
genommen, daß  die  Verzweigungspunkte  harmonisch,  bezw.  äqui- 
auharmonisch  liegen. 

Der  elfte  Abschnitt  handelt  von  Modulfunktionen,  der  zwölfte 
von  den  Transformationen  höheren  Grades  der  elliptischen  Punk- 
tionen. Es  war  dabei  meine  Absicht,  die  betreffenden  Theorien 
soweit  zu  entwickeln,  daß  die  für  numerische  Rechnung  zu  benutzen- 
den speziellen  Transforraationsfonnelu  nicht  als  isolierte  em|)irische 
Rechnungsformeln  erscheinen,  sondern  daß  ihre  Stellung  innerhalb 
der  Theorie  deutlich  wird.  Natürlich  habe  ich  mich  dabei  vielfach 
an  das  Buch  von  Klein  und  Fbicke  über  Modulfunktionen  ange- 
schlossen; nur  habe  ich  von  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen auch  hier  keinen  Gebrauch  machen  wollen  und  daher 
den  Hauptsatz  des  §  93  auf  dem  von  Schwabz  in  der  oben  schon 
einmal  erwähnten  Abhandlung  eingeschlagenen  Wege  abgeleitet 
Übrigens  wird  die   ausführliche  Behandlung  gerade  der  einfachsten 


I 


Vonoort.  ix 

Fälle  anch  als  Ergänzung  des  genannten  Werkes  manchem  wiU- 
lEommen  sein. 

Was  den  folgenden  Abschnitt,  „numerische  Berechnungen",  be- 
trifft, so  hat  es  mich  gefreut,  aus  dem  während  des  Druckes  er- 
schienenen II.  Heft  der  Kreiseltheorie  von  Klein  und  Soumebfexb 
zn  sehen,  daß  ich  in  fast  allen  wesentlichen  Fragen  mit  den  Ver- 
fassern derselben  Meinung  bin.  In  einem  Punkt  weiche  ich  aller- 
dings insofern  ab,  als  ich  filr  die  Zwecke  meines  Baches  nicht  wie 
die  Verfasser  mich  auf  eine  relative  Genauigkeit  von  l"/pp  beschränken 
wollte.  Sobald  man  aber  darüber  hinausgeht,  ist  es  nicht  mehr 
so  bequem,  die  LEGENDBEschen  Tafeln  zu  benutzen,  da  mau  danu 
in  ihnen  in  Bezug  auf  beide  Argumente  interpolieren  muß.  Viel- 
mehr ist  es  dann  bequemer,  sich  der  quadratischen  Transformation 
zu  bedienen;  die  betreffenden  Formeln  sind  in  der  von  Schwahz 
herausgegebenen  Formelsammlung  ausführlich  zusammengestellt. 
Doch  habe  ich  die  Sache  so  dargestellt,  daB  man  nicht  ntitig  hat, 
erat  auf  die  WsiEBSTRASSSche  Normalform  zu  transformieren;  in  der 
That  hängt  ein  Teil  der  Failnnt«rscbeidungen ,  die  Schwabz  zu 
machen  genötigt  ist,  nur  an  dieser  vorhergehenden  Transformation. 

Schüeßlicb  habe  ich  noch  drei  Abschnitte  Anwendungen  hinzu- 
gefügt; es  schien  mir  auch  für  die  Zwecke  einer  ersten  Einführung 
durchaus  erforderlich,  wenigstens  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen, 
welcherlei  Aufgaben  denn  nun  eigentlich  mit  den  elliptischen  Funk- 
tionen gelöst  werden  können.  Von  den  zahtentlieoretischen  Anwen- 
dungen habe  ich  dabei  absehen  zu  dürfen  geglaubt,  da  diese  erst 
vor  kurzem  in  dem  Buche  von  H.  Weber  dargestellt  worden  sind. 
Dagegen  habe  ich  die  Anwendungen  auf  algebraische  Gebilde,  bezw. 
auf  algebraiache  Kurven  soweit  dargestellt,  als  es  geschehen  konnte, 
ohne  von  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  mehr  voraus- 
zusetzen, als  im  ersten  Teil  entwickelt  ist.  Dabei  habe  ich  außer 
Eleiks  Normalkurveu  namentlich  auch  die  These  von  HrMREBT  benutzt. 
Dann  habe  ich  {XV)  die  Theorie  der  LAUKScIien  GUichmg  gegeben, 
wesentlich  im  Anschluß  an  Halpiien;  endhi'h  {XVI)  eine  Darstellung 
des  Problems  des  sphärigchen  fendeh,  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  ÄasartnngsfäUe. 

Wie  man  aus  dieser  Inhaltsübersicht  ersieht,  habe  ich  die  Auf- 
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gäbe  eines  solchen  Buches  nicht  sowohl  darin  gesehen,  die  her- 
kömmlicherweise als  elementar  betrachteten  Teile  der  Theorie  er- 
schöpfend zu  behandeln,  als  vielmehr  den  Studierenden  den  Zugang 
zu  allen  Teilen  des  Gebäudes  zu  eröffnen  und  ihn  mit  den  ver- 
schiedenen Methoden  zur  Behandlung  der  Theorie  bekannt  zu  machen. 
Beiseite  gelassen  habe  ich  den  von  Abonhold  und  Clebsch  gebahnten 
Weg  der  Verwendung  homogener  Variabein  und  der  Invarianten- 
theorie; in  der  That  scheinen  mir  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  (anders  in  der  der  ABEL'schen)  die  Vorteile  dieses  Ganges 
die  Umständlichkeiten  nicht  aufzuwiegen,  die  eine  einwurfsfreie  Be- 
gründung desselben  mit  sich  bringt.  Infolgedessen  mußte  ich  §  55 
die  Einordnung  der  WEiEBsxBASSschen  Funktionen  pu  und  pum 
die  RiEMAi^sche  Theorie  anders  motivieren  als  Klein  es  thut 

Angabe  der  ersten  Quelle  von  Definitionen  und  Sätzen  habe 
ich  auch  in  diesem  Teil  unterlassen  zu  dürfen  geglaubt. 

Der  Verlagshandlung  bin  ich  zu  besonderem  Danke  für  das 
Entgegenkommen  verpflichtet,  das  sie  mir  bei  Unterbrechungen  des 
Druckes  und  sonstigen  Störungen  gezeigt  hat. 

Zürich,  den  9.  Februar  1899. 

K  Burkhardt 


Inhalt. 


Erster  Abschnitt 

Elliptische  Integrale. 

§  Seite 

1.  Die  zweiblättrige  RisMANKsche  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  1 

2.  Umformung  dieser  Fläche  in  eine  Torusfläche 6 

3.  Zusammenhangsverhältnisse 8 

4.  Rationale  Funktionen  von  *  und  s  ^\ff{x) 10 

5.  Anwendung  der  CAüCHTSchen  Sätze  auf  solche  Funktionen  ....  13 

6.  Elliptische  Integrale .  15 

7.  Das  elliptische  Integral  I.  Gattung      •     .     ^ 19 

8.  Die  durch  das  elliptische  Integral  I.  Gattung  mit  reellen  Verzwei- 
gtmgspunkten   vermittelte   konforme  Abbildung   der  Halbebene  auf 

ein  Rechteck 22 

9.  Analytische  Fortsetzung  dieser  Abbildung 26 

10.    Fragestellungen  bei  beliebiger  Lage  der  Verzweigungspunkte  ...  29 


Zweiter  Abschnitt 

BlliptiBche  Funktionen. 

11.  Vorbemerkungen 32 

12.  Das  Periodenparallelogramm 34 

13.  Nichtezistenz    ganzer    doppeltperiodischer    Funktionen;     elliptische 
Funktionen 36 

14.  Der  Satz  von  der  Summe  der  Residuen 37 

15.  Der  Satz  von  den  Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole  ....  39 

16.  Die  Relation  zwischen  den  Lagen  der  Nullpunkte  und  der  Pole  .    .  40 

17.  Bildung  der  Funktionen  pu  und  p'  u 42 

18.  Differentialgleichung  der  Funktion  pu    .     . 45 

19.  Die  Funktion  ^w 49 

20.  Die  Funktion  au 51 

21.  Darstellung  von  au  durch  ein  einfach  unendliches  Produkt     ...  55 


Dritter  Abschnitt. 
IHntollnnB  der  eUtptiBotieii  Funktionen  dtuch  au  und  pu. 
i 

22.  Darstellung  der  elliptischen  Funktionen  durch  Quotienten  von  Sigma- 
produliteu 59    ' 

23.  Ein    wichtiger    SpeziitlfHll*,     Ädditionstheorem    der    Funktionen    p  u 
u«dp'» 

24.  Parti albruchzerlegiing  der  elliptlBcben  Fhinktionen    .... 

25.  Das  Addition 3 theorem  der  Sigmafunktion 

26.  HilfesÄtze . 

27.  Die  Multiplikation  des  Argumente  der  elliptischen  Fnnktionen      .     . 

28.  Elliptieehe  Funktionen  H.  Art 

29.  Parti albnich Zerlegung  der  elliptiechen  Funktionen  II.  Art     .... 


Vierter  Abachoitt. 
Elllptlwitie  Funktionen  sweiter  Stufe. 

30.  Sigmafiiiiktioncn  mit  Index 

31.  Darstellung     der     i:jigmafunktionen     mit     Index     darch     unendliche 
Produkte 

32.  Die  Werte  der  Sigmafunktionen  für  Halbperioden  ..... 

33.  Die  Sigmaquotienten  und  die  Funktionen  Jacobis 

34.  Relationen   zwischen   den   Sigmaquotienten ,   bezw.    den  Funktionen 
Jacobih;  Differentialgleichungen,  denen  sie  genQgen 

85,     Additionstheoreme  der  Sigmaftnktioneu 

8ß.     Additionatheoreme  der  Sigmaquotienten  und  der  Funktionen  Jacosis 


Fünfter  Abschnitt. 
J&cobiecbe  Funktionen. 

EUiptiache  Funktionen  111.  Art 

Pole,  Nullpunkte  und  Charaktere  derselben 

Elliptische  Funktionen   III.  Art   nuUter  Ordnung.     Verwandte   ellip- 
tische Funktionen  III.  Art 

jAcoBische  Funktionen;  negativer  Teil  des  HBRUiTEschen  Satzes  .    .     100 

Reduzierte  jAcosische  Fniiktiuneu.    Thetafunktionen lOü 

Die  fundamentale  Thetafunktion 108 

Thetafunktionen  höherer  Ordnnng;  positiver  Teil  des  HmurrKschen 

Satzes 106 

Thetafunktionen  mit  von  Null  verschiedener  Charakteristik  .     .  107 

Hauptcharakteriatiken 109 

Übergang  von  den  Sigma-  zu  de«  Thetafunktionen      ...  111 

Darstellung  der  Thetafuiditianen  durch  nnendllche  Produkte     .     .     .     113 
Thetarelationen .116 


Ädditianfitheoreme  der  ThetafunktioDeii 

Die  DiSerentialgleichungi^a  der  Thet&qaDtieDlen 

Partialbniclizerlcgung  der  etlipfiachen  Funktionen  III.  Art  von  posi- 
tiver Ordnungszahl 

Eigenscbaften  der  Eleraentarfunktion  III.  Art  bIb  Funktion  ihrea 
zweiten  Argumenta-,  Partialbruch zerlegnng  der  elliptiHeben  Funktionen 
III.  Art  von  negativer  Ordnungszahl 


Sechster  Abschnitt. 

DftB  Umkehrproblem. 

Allgemeine  Grundlagen  für  die  Losung  des  Umkehrproblems   . 

jAC0B[Bche  Funktionen  des  Integrftls  I.  Gattung 

Darstellung  von  pu  und  p' u  als  Funktionen  der  Pläcbu.  .  . 
Daistellung  der  Sigma-  und  Thetaquotienteu  als  Funktionei 
Fläche   


Die    Integrale    II.   und   III.  Gattung   als    Funktionen    des    Integrals 

I.  Gattung 

Übertragung  der  Sätze  von  LiODVitXB  nnd  Uerhitb  auf  die  KiBHiinische 
Flüche:  das  ABEUche  Theorem  und  der  KtEiuNN-Bociieche  Satz  .  . 
Bestimmung    der   Tb  etanull  werte    anter    Benutcong    von    Integralen 

II.  Gattung * 

Nähere  Unterauchung  des  Elementarintegrala  III.  Gattung   .     . 
Erweiterte  Formulierung  des  Umkehrproblems 


BS.  Einführung  einer  neuen  Integrationsvariabein  durch  lineare  Substitution  15S 

es.  Die  erste  Normalform 160 

64.  Die  zweite  fWEiERsraAssscliel  Nonnalform 1(11 

>B.  Die  dritte  (LsoKNöEEsche)  Nomialfonn 162 

86.  Transformation  der  elliptischen  Integrale  in  sieb Ifi4 


Achter  Abschnitt 
Xiiaoeire  Tranaformation. 
n  Periodenpaar  zu  i 


67.     Übergang  von  einem  primiti 

lineare  Transformation 

Aufbau     der     Gruppe     der     Modulaubalituti 

Operationen 

611.    EinfluQ    der    linearen    Periodentranaformation    auf    die    eltiptit 

Fonktionen  zweiter  Stufe 


lodern  durch 
erzeugenden 


XIV  Inhalt. 

S  Saite 

70.  Einfluß     linearer    Periodentransformation     auf    die     Wurzelgrößen 

Yea  —  eß  und  Yea  —  eß 175 

71.  Einfluß    der    linearen    Periodentransformation    auf   die    Funktionen 
Jacobis 177 

72.  Lineare  Transformationen,  die  modulo  2  zur  Identität  kongruent  sind  178 

73.  Ableitung  der  linearen  Transformation  der  Thetafunktionen  ans  der 

der  Sigma 180 

74.  Direkte  Untersuchung  der  linearen  Transformation  der  Thetafunktionen  182 

75.  Bestimmung   des   in  der  Formel  für  die  lineare  Transformation  der 
Thetafunktionen  auftretenden  konstanten  Faktors 184 

76.  Einführung  der  Sigmafiinktionen  von  den  Theta  aus 186 

77.  Abänderung  des  Schnittsjstems  der  RiEMANNschen  Fläche  .189 

78.  Monodromie  der  Verzweigungspunkte 192 

79.  Auswahl  eines  einfachsten  primitiven  Periodenpaares 194 


Neunter  Abschnitt 

Ausartungen  der  eUipUschen  Funktionen. 

80.  Untersuchung  der  Ausartungen  vom  Periodenparallelogramm  aus      .  196 

81.  Untersuchung  der  Ausartungen  von  der  RiEMANNSchen  Fläche  aus; 
Grenzwert  des  Integrals  I.  Gattung  beim  Zusammenfallen  von  zwei 
Verzweigungspunkten .* 200 

82.  Nähere  Untersuchung  der  ins  Unendliche  wachsenden  Periode     .     .  202 

83.  Fortsetzung  der  Untersuchung.     Die  Thetanullwerte 20(5 

84.  Zusammenrücken  von  mehr  als  zwei  Verzweigungspunkten  ....  208 

Zehnter  Abschnitt 

BeaUtätsverhältniase. 

85.  Vorbemerkungen 210 

86.  Das  Periodenparallelogramm  ein  Rechteck ;  j9  u  vatd  p' u 211 

87.  Das  Periodenparallelogramm  ein  Rechteck;  die  Sigma,  die  Funktionen 
Jacobis  und  die  Theta 214 

88.  Das  Periodenparallelogramm  ein  Rhombus 217 

89.  Der  harmonische  Fall  (lemniskatische  Funktionen) 218 

90.  Der  äquianharmonische  Fall 219 

91.  Behandlung  der  Realitätsverhältnisse  von  der  RiEMANNSchen  Fläche  aus  221 

Elfter  Abschnitt 

Modulftinktionen. 

92.  Das  Periodenverhältnis  als  Funktion  des  Doppelverhältnisses  der 
Verzweigungspunkte 223 

93.  Die  durch  einen  Zweig  dieser  Funktion  vermittelte  konforme  Abbildung  225 

94.  Analytische  Fortsetzung  dieser  Abbildung 230 


p 

^H 

r 

hthaU. 

IT 

9S. 

!ie, 
»-. 

98. 
!)9. 

IIW). 
101. 
102. 
108. 
104. 
105. 

loe, 

107- 
108. 
109. 

110. 
111. 

US. 

113. 

lU. 
-     115. 
1      116. 

in. 

118. 
119. 

I 
120. 
131. 
122. 
128. 
124. 
125. 
126. 

Ratiouole  FuDktiuuen  von  i.  als  FnnktioDen  von  r      . 

Die  lovariaiite  J  als  Pnnktion  von  i      .     . 

Fundsmentalbereich  von  J  aU  Funktion  von  t 

Beiieliiingen  zwischen  den  zu  J  nnd  eu  i  gehöreDden  Gruppen  .     . 

Fun  dam  entalbe  reich  einer  Untfirgmppe  der  Mudulgruppe    ,          .     , 

3«lle 
233 
234 
285 
238 
240 
242 
244 
24& 
247 
250 

254 

266 
260 
263 

266 
269 

274 

277 
281 
283 
284 
288 
288 
2SB 

202 
296 
298 
301 
308 
305 

310 

i 

Ausgezeichnete  Untergruppen  und   zugehörige  FundaineDtalbereicbe 

Transfonnatinn  von  Funktionen  höherer  Stufe 

Berechnung  de»  Perioden verhfiltnisEM  durch  iteriert«  Transformation 

Zwölfter  Abschnitt. 
Mehrwertige  unveraweigte  Funkticuen  auf  der  elliptiachen  Riemakx- 

Endlich  vieldeutige    unverzweigte    Punktionen    auf   der    elliptischen 

Realitatsverhaltnisee  bei  quadratischer  Transformation 

Dreizehnter  Abschnitt 

ITumeriflohe  Bereohnnne  elUptleaher  Inteerrale  und  Funktionei 

Berechnung  des  Wertes  eines  ellipliacben  Integrals   I.  Art      .     ,     . 

Berechnung  des  Perioden verbSItnisses  und  der  Größe  h      .     .     .     . 
Berechnung  der  Werte  elliptischer  Funktionen  hei  gegebenem  Werte 

^ 

Vierzehnter  Abschnitt. 
AlgAbraiBch-geometriBclis  Anwandansan  der  elliptlsclien  Funktionell,  1 

I 

12".  Gleichungen  zwischen  elliptischen  Funktionen 

128.  DiskuBsion  der  Gleichung  j*  —  /",  la^l 311 

129.  ElliptiBche  Kurven 

130.  Die  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  eingulSre  Punkte  .... 

131.  K&uoniache  KoordinBtensyHteme  fBr  diese  Kurve 338 

132.  Die  Rttumkncve  vierter  Ordnung  erster  Spezies 

133.  Korrespondenzen  auf  elliptischen  RiEUANNBchen  Flüchen      .... 


Fünfzehnter  Abschnitt. 

Lineare  Differentialgleichungen  IL  Ordnung,  deren  Koeffislenten 

elUptiHChe  Funktionen  und  deren  Integrale  eindeutige  Funktiacen  der 

unabhängigen  Veränderlichen  Bind, 

Der  Satz  von  Pioian 38T    , 

Der  UERiuTBsche  Fall  der  Liuisehen  Gleichung 34S    i 


Diskussion  der  einfachsten  Ffille  n  =  1  und  n  =  2 
Bestimmung  der  Konstanten  im  allgemeinen  Fall   . 

Die  l.AH^chen  Poljnome 


3*6 


Sechzehnter  Abschnitt. 
Das  Bpb&riBche  Pendel 

Aufstellung  der  Differentialgleichungen  des  Problems 

Reduktion  auf  Quadraturen 

Diskussion  der  gefuiideuen  Lösung 356 

Darstellung  der  UöLe  als  Funktion  der  Zeit  durch  Thetaquotienten     359 

Darstellung  de«  Winkels  if  ala  Funktion  der  Zeit 368 

Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Kugel  ohne  Wirkung  von  KrSften     369 

Asymptotische  Bewegung  des  Pendels 367  J 

Bewegung  des  Pendels  auf  einem  Horizontal  kreis 36ft'J 

Register . 

Berichtigungen 3T4fl 


ERSTEE  ABSCHNITT. 


Elliptische  Integrale. 

§  I.    Die  zweiblättrige  RiEMANN'scbe  Fläche  mit  vier 

Verzweigungspunkten. 

In  I,  §  62^,  hatten  wir  die  rationalen  Funktionen  von  z  und 
der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion  ersten  oder  zweiten 

Grades  von  2:,  «  =  Yfi^)^  untersucht  Wir  hatten  gefunden,  daß  es 
in  diesem  Falle  möglich  ist,  eine  urdformisierendeHilfsvariablet  (I,  §  53) 

so  einzuführen,  daß  sich  z  und  '^  f{z)  als  rationale  Funktionen  von  t 
ausdrücken  lassen.    Infolgedessen  führte  die  Integration  rationaler 

Funktionen  von  z  und  Yf[^  auf  keine  andern  Transcendenten,  als 
auf  diejenigen,  die  schon  aus  den  Integralen  rationaler  Funktionen 
sich  ergeben.  Bei  Integralen,  die  von  höheren  algebraischen  Ir- 
rationalitäten abhängen,  ist  das  im  allgemeinen  nicht  mehr  der  Fall-; 
sie  stellen  selbständige  Transscendente  dar,  deren  Eigenschaften  nur 
aus  direkter  funktionentheoretischer  Untersuchung  erkannt  werden 
können.  Dieser  Untersuchung  wird  eine  wenigstens  summarische 
Untersuchung  der  zugehörigen  algebraischen  Irrationalitäten  voraus* 
gehen  müssen. 

In  diesem  Hefte  beschränken  wir  uns  auf  die  Untersuchung 
der  nach  den  schon  behandelten  einfachsten  Klassen  algebraischer 
Irrationalitäten,  nämlich  der  Quadratwurzeln  aus  rationalen  ganzen 
Funktionen  dritten  oder  vierten  Grades;  wir  werden  bald  sehen,  daß 
wir  diese  beiden  Gradzahlen  zweckmäßigerweise  zusammen  behandeln. 

Halten  wir  uns  zunächst  an  den  Fall,  daß  unter  der  Wurzel 
ein  Polynom  vierten  Grades  steht;  wir  bezeichnen  es  mit: 

1)  /-fzj  =  flo  ^*  +  4  a,  z»  +  6  a,  2:2  +  4  «3  z  +  fl^ , 


*  In  dieser  Form  wird  im  folgenden  der  1897  im  gleichen  Verlage  er 
schienene  I.  Teil  dieser  Vorlesungen:  „Einführung  in  die  Theorie  der  analy- 
tischen Funktionen  einer  complexen  Veränderlich eti**^  citiert. 

BuBKHARDTy  Funktionen.    II.  { 
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indem  wir  im  Interesse  der  Vereinfachung  späterer  Reclmungeng 
nicht  die  Koeffizienten  selbst,  sondern  ihre  Quotienten  durch  be-  \ 
stimmte  Zahlentaktoren  (Binomialkoeftizienten)  mit  eigenen  Buch- 
stabeu  bezeichnen.  Die  Gleichung  f(z)  =  0  hat  nach  dem  Funda-  I 
mentalsatz  der  Algebra  (I.  §§  44,  4(5)  vier  Wurzeln;  wir  bezeichnen  | 
de  in  beliebig  gewählter  Heihenfolge  mit  k„,  k,  ,  «j,  «j,  sodaß 

wird.     Für  diese  Wurzeln  soll  folgende  Festsetzung  gelten: 

1.    So    lange    nicht    das    Gegenteil    ausdrücklich    zagelatgen    t 

setze«  wir  hier  und  im  folgenden  gleis  voraus,  daß  die  vier  Wurzeln  et  1 

alle  vier  voneinander  verschieden  seien. 

Im  übrigen  sollen  diese  Wurzeln  bei  unseren  allgemeinen  Unter— 1 

Buchungen  keiner  weiteren  Beschränkung  unterliegen. 

Uni  uns  nun  über  die  Gesamtheit  der  Werte  der  Funktion        I 

3)  i-fW) 

einen  Überblick  zu  verschafien,  verfahren  wir  analog,  wie  in  I,  I 
§  58 — 62.  Wir  bezeichnen  einen  der  beiden  Werte  von  ^ a^,  gleich-  | 
?iel  welchen,  mit  yo^,;  wir  setzen: 

4)  :-K^  =  rje'n  (A  =  0,  I,  ;»,  3); 


wir  veratehen  unter  y^^Tj~r7r^  den  positiven  Wert  dieser  Quadrat- '1 
wurzel.     Dann  erhalten  wir: 

5)  Jt  =  V^yr^r,  r^~^.  «■'•*'**  "^ '"'*** +  '^''. 

Die  Exponenten  tf^  sind  dnrch  (4)  nur  bis  auf  ganzzahlige  VielfachAi; 
von  2  71  bestimmt  (I,  §  4,  VIl) ;  zwei  verschiedene  Wertajsteme  dei  " 
selben  geben,  in  (5)  eingesetzt,  übereinstinmiende  oder  verschieden! 
Werte  von  ,?,   je   nachdem   ihre  Summen  sich  um  ein  gerades  Dda| 
ein   ungerades   Vielfaches   von   2  n   unterscheiden.     Wählen   v 
einen   beliebigen,  von   a^.   «,,  «,,    a^  verschiedenen  Wert  z"  von  <■ 
unter  den  zugehörigen  Werten  der  y^  willkürliche,  aber  im  folgendei 
festzuhaltende  aus  und  bezeichnen   sie  mit  y^",  so  können  wir  die.l 
beiden  zu  z"  gehörenden  Werte  von  *  dadurch  unterscheiden,  dafti 
der  eine: 

I«)  .."-y^yT^i^^TTr,. ■'■■■"■"•■•"■•*'■•', 

F  der  andere : 

'I    v-y«."-)'^';^«'''""'*"'*''"*"'*""-  -»," 
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Nun  lassen  wir  den  Punkt  z  in  seiner  Kbene  einuu  Ton  r" 
ausgehenden,  die  Punkte  a^  vermeidenden,  im  übrigen  beliebigen 
Weg  beacbreiben  und  achließlich  nach  z"  zurückkehren.  Dabei  ver- 
folgen wir,  mit  «,"  auflgehend,  die  stetige  Änderung  von  x,  indem 
wir  in  jedem  Punkt  des  Weges  denjenigen  Wert  von  g  markieren, 
der  sicli  stetig  an  die  auf  dorn  vorher  durchlaufenen  Wegstück  mai'- 
kierten  Werte  anschließt.  {Daß  stets  ein  und  nur  ein  solcher  Wert 
vorhanden  ist,  folgt  aus  I,  §  54,  IV.)  Wir  fragen  hierauf:  wenn  e 
nach  :„  zurückgekommen  ist,  wird  dann  auch  ji,  nach  *,"  zurück- 
gekommen, oder  wird  es  vielleicht  nach  s^"  gelangt  sein?  Das  wird 
davon  abhängen,  ob  die  Arcus  if^  zu  ihren  ursprünglichen  Werten 
zurückgekommen  sind  oder  sich  geändert  haben.  Wir  kennen  aher 
die  Änderung,  die  der  Arcus  einer  complexen  Zahl  r  —  «^  erfährt, 
wenn  die  Variable  i  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt:  er  ver- 
mehrt sich  (I,  §  54,  XI)  um  2mn,  wenn  der  Weg  von  ;  — «j  den 
NaUpunkt,  d.  h.  wenn  der  Weg  von  r  den  Punkt  a^  m-mal  umwindet. 
Da  nun  die  Änderungen  der  einzelnen  if  sich  einfach  summieren, 
und  da  Vermehrung  ihrer  Summe  um  ein  gerades  Vielfaches  vou 
2 ff  deu  Wert  von  *  nicht  ändert,  so  können  wir  schließen: 

11.  Tra/i  z  non  z"  ausijeheiid  einen  gegchiogtetien  Weg  bestbreibt 
und  s  dabei  von  Sj"  ausgehend  tich  stetig  ändert,  so  gelangt  »  nach  «j" 
zurück  oder  nach  s^",  je  nachdem  die  Summe  der  fUndurufszahlen  dea 
Wege»  von  z  um  die  l'unkte  «„  K,    Kj  «^  gerade  oder  ungerade  t»t, 

(Z.  B,  sind  für  den  in  Fig.  1  gezeichneten  Weg  die  Windungs- 
zahlen  +  1,  +  2,  —  1,  +  1 ;  ihre  Summe  ist  =  3,  »  kehrt  auf  diesem 
Wege  nicht  zu  seinem  Ausgangawert  zurück.) 

Wollen  wir  also  dem  Punkte  z  nur  solche  Wege  gestatten,  auf 
welchen  er  mit  demselben  Funktionswert  »  belastet  zurückkehrt,  mit 
dem  er  ausgegangen  war,  so  müssen  wir  ver- 
hindern, daß  er  eine  ungerade  Anzahl  der 
Punkte  a  umkreist.  Wir  könnten  das  etwa 
dadurch  erreichen,  daß  wir  von  jedem  dieser 
Punkte  aus  eine  gerade  Linie  ins  unendliche 
zögen  und  dem  Punkte  :  verboten,  eine  dieser 
Linien  zu  überschreiten,  sodaß  er  überhaupt 
keinen  Verzweiguugspunkt  umkreisen   könnte. 

Einfacher  erreichen  wir  dasselbe,  wenn  wir  die  Verzweigungs punkte 
paarweise  durch  sich  nicht  schneidende^  Linien  verbinden,  etwa  «„ 


'  Diese  EiuHchrdnkung  hat  keiue  t 
r  der  Bequemlichkeit  wegen  gemacht. 


['»entliehe   Bedeutung^,   soudem   «iril 
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mit  «j  und  a^  mit  a^  um  dem  Verbot  der  Überschreitung  dieser 
Linien  nachdrucklich  Geltung  zu  verschaffen,  schneiden  wir  die 
Elbene  ihnen  entlang  auf;  die  aufgeschnittene  Ebene  nennen  wir  S^. 
Lassen  wir  nun  (vgl.  Fig.  2)  den  Punkt  z  von  r®  aus  nach 
einem  anderen  Punkte  z^  zwei  verschiedene  Wege  Zj  Zj  durchlaufen, 
die  beide  ganz  innerhalb  S'  liegen,  also  keinen  der  Einschnitte  über- 
schreiten, und  lassen  wir  dabei  jedesmal  s,  von  s^^  beginnend,  sich 
stetig  ändern,  so  muß  es  beidemal  zu  demselben  Endwert  gefuhrt 

werden.  Denn  würde  es  z.  B.  längs  Zj 
nach  «jS  längs  Z^  nach  s^^  kommen,  so 
würde  auf  dem  Wege  Z^  der  andere  Aus- 
gangswert *,^  =  —  *i^  in  */  übergeführt 
werden;  dann  würde  aber  auf  einem  ge- 
schlossenen Wege  Z,  der  von  z^  längs  Z, 
nach  z^  und  dann  längs  Z^  zurück  nach 
Fig.  2.  z^  fuhrt,  s  vom  Ausgangswert  s^^  über  *j* 

in  *2^  übergeführt  werden.  Das  würde 
aber  dem  Satze  11  widersprechen,  da  der  Weg  Z  eine  gerade  Anzahl 
Verzweigungspunkte  umwindet.  Demnach  können  ^^^^  zunächst  den 
Satz  aussprechen: 

III.  Auf  allen  innerhalb  Sf  möglichen  Wegen  von  z^  nach  z^  ge^ 
langt  s,  von  ^j"  ausgehend ^  immer  zu  einem  und  demselben  Werte  s^\ 
von  s^  ausgehend  zu  dem  anderen   Werte  s^^. 

Bezeichnen  wir  dann  die  Gesamtheit  der  Werte,  die  von  s^^ 
aus  auf  solchen  Wegen  erreicht  werden  können,  als  einen  ^^Ztceig^  s^ 
der  Funktion  s,  die  Gesamtheit  der  von  s^^  aus  erreichbaren  Werte 
als  den  anderen  Zweig,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

IV.  iJie  Gesamtheit  der  Werte  der  zweiwertigen  Funktion  s  kann 
in  zwei  Funktions zweige  s^  und  s^  zerlegt  werden,  deren  jeder  inner^ 
halb  der  zerschnittenen  Ebene  S'  eindeutig  definiert  und  stetig  ist. 

Bei  gegebener  Lage  der  Verzweigungspunkte  und  nach  ge- 
troffener Wahl  der  Einschnitte  würde  es  möglich  (wenn  auch  um- 
ständlich) sein,  s^  und  s^  durch  Ungleichungen  zwischen  den  ff^.  von- 
einander zu  unterscheiden,  analog  wie  der  ä*«  Wert  des  Logarithmus 
in  I,  §  56  durch  die  Ungleichung: 

(2Ä-  1).T  <  y  ^(2Ä+  l);r 
charakterisiert  war. 

In  je  zwei  Punkten  ßy  y,  die   einander  auf  den   beiden  Ufern 
eines   Einschnittes   gegenüberliegen,    besitzt   der   Funktionszweig  s^ 
Werte,  die  einander  entgegengesetzt  gleich  sind: 
8)  s,{ß)  ^  -  s,{y). 
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(Genauer  ausgedrückt:  Nähert  sich  ein  variabler  Punkt  x,  indem  er 
innerhalb  S'  bleibt,  einem  bestimmten  Punkt  y  des  Einschnittes, 
das  eine  Mal  von  der  einen,  das  andere  Mal  von  der  anderen  Seite 
her,  so  nähert  sich  dabei  s^  jedesmal  einem  bestimmten  Grenzwert; 
diese  beiden  Grenzwerte  sind  einander  entgegengesetzt 
gleich.)  Denn  will  man  von  einem  Ufer  des  Ein-  ^7^  ■ — i 
Schnittes   auf  das   andere   gelangen   und   dabei  doch  ^^• 

innerhalb   S'   bleiben,   so   muß   man   einen   der  Ver-  ^* 

Zweigungspunkte  umkreisen  (Fig.  3).  Ebenso  ist  s^iß)=i  —  s^ (y). 
Andererseits  ist  aber  nach  (7):  s^{ß)  =  —  s^iß)  ^nd  s^{y)  =  —  s^(y). 
Also  folgt: 

9)  s,{ß)  =  s^{y)   und    s^(ß)  =  s,{r), 

d.  h.: 

V.  Längs  des  Einschnittes  schließen  sich  die  JP'erte,  die  jeder  der 
Funktionszweige  s^,  s^  auf  der  einen  Seite  des  Einschnittes  besitzt^ 
stetig  an  die  Werte  an,  die  jedesmal  der  andere  Functions  zweig  auf 
der  anderen  Seite  desselben  besitzt. 

Demnach  können  wir  folgendermaßen  eine  RrEMANNsche  Fläche 
konstruieren,  auf  der  s  eine  eindeutige  und  bis  auf  einzelne  Punkte 
stetige  Funktion  des  Ortes  ist: 

VI.  Jfir  nehmen  zwei  Exemplare  der  in  der  angegebenen  Weise 
aufgeschnittenen  Ebene  S'  und  heften  sie  längs  der  Einschnitte  kreuz" 
weise  aneinander y  sodaß  an  Stelle  der  Einschnitte  Übergangslinien 
entstehen. 

Ein  geschlossener  Weg  der  einfachen  Ebene,  der  die  Ver- 
zweigungspunkte zusammen  eine  gerade  Anzahl  Male  umkreist,  er- 
scheint auf  dieser  Fläche  als  ein  Weg,  der  die  Übergangslinien 
zusammengenommen  eine  gerade  Anzahl  Male  tiberschreitet  (vgl.  I, 
§  55,  IX  und  X),  also  auch  auf  der  Fläche  geschlossen  ist;  ein  ge- 
schlossener Weg  in  der  Ebene,  der  die  Verzweigungspunkte  eine 
ungerade  Anzahl  Male  umkreist,  erscheint  auf  der  Fläche  als  ein 
Weg,  der  die  Übergangslinien  zusammengenommen  eine  ungerade 
Anzahl  Male  überschreitet,  also  nicht  nach  demselben  Punkt  der 
Fläche,  sondern  nach  dem  gerade  darüber-  bezw.  darunterliegenden 
zurückführt  Infolgedessen  überträgt  sich  Satz  II  folgendermaßen 
auf  die  Fläche: 

VII.  Jeder  geschlosssene  Weg  auf  der  Fläche  führt  s  zu  seinem 
Äusgangswerte  zurück;  und  jeder  Weg,  auf  dem  nicht  nur  z,  sondern 
auch  s  zu  seinem  Ausgangswerte  zurückgelangt,  ist  auf  der  Fläche 
geschlossen. 
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Das  ist  aber  gerade,  was  wir  mit  der  KinfUhrtmg  einer  ] 
HAKMscbeo   Fläche    statt    der    schlichtea   Ebeue    erreichen   woUai 
Wir  sagen: 

VIII.    .-<«/'  der  Jiach  Attgtibe  von  Nr.  ri  konstruierten  RibmaxiIi 
selten  Fläche   Ut  a   «ine  eituleutige  Funktion   des  Ortes,    die  überall  t 
stetig  ist,  iro  sie  aidlich  ist. 

So   oft  ea    UU3   zweckmäßig   erscheint,   ktinnen  wir  die   so  | 
wouneue,  zweiblättrig   über  der  Ebene  auagebreit«te  Fläche   durc 
sterfographigcLe     Projektion     in     eine     zweiblättrige     Riemakni 
Kugeltläche    umformen,   ähnlich    wie   es  in  I,  §  55  ff.   mit  den  doi 
liehandelten  Flächen  geschehen  ist. 

Auf  eine  Fläche  von  ganz  ähnlicher  Beschalfenbeit  werden  ^ 
übrigens  geführt,  wenn  wir  die  Quadratwurzel  ans  einem  Polynoia 
dritten  Grades; 


untersuchen.  Wir  hahen  hier  allerdings  nur  drei  Verzweigung! 
punkte  ß, ,  «j,  cfj  im  Endlichen;  wollen  wir  aber  verhindern, 
der  Punkt  :  eine  ungerade  Anzalil  von  ihnen  umkreist,  so  müssen' 
wir  notwendig  (mindestens)  von  einem  von  ihnen  einen  Einschnitt 
ins  Unendliche  ziehen.  Die  beiden  anderen  können  wir  dann  durch 
einen  zweiten  Eiuaclmitt  verbinden,  Verfahren  wir  hierauf  wie 
unter  VI  angegeben,  so  erscheint  auch  der  unendlich  ferne  Punkt 
als  VerKweigungspunkt  der  Fläche.  In  der  That  liefert  die  Substi- 
tution (vgl.  I,  g§  21  u.  44): 
II)  .=  !/.■ 

fUr  s  den  Ausdruck: 

12) 

aus  dem  hervorgeht.   daB  s  auch  bei  Umkreisung  von  z'  =  0,   d. 
r  >=  cx>  sein  Vorzeichen  ändert.     Wenn  wir  die  Ebene  auch  hier  zn^| 
Kugel  umformen,  erhalten  wir  eine  Fläche,  die  sich  von  der  zuers 
betrachteten  in  nichts  weiter  unterscheidet,   als  daß  einer  der  Ver^fl 
zweigungBpunkte  in  dem  mit  z  =  cc  bezeichneten  Punkte  liegt 


■=^iA 


.'■(-i)(''-^)(-i)- 


§  2.    Umformuno  dieser  Fläche  in  eine  Torusfläche. 

Solange  ea  sich  nur  um  gualitative  Unlersuchungen  handel^B 
sind  wir  nicht  an  die  genaue  Form  der  im  vorigen  Paragraiihenl 
konatruierten  Fläche  gebunden,  sondern  können  (wie  in  I,  §  S(^l 
mit  ihr  Umfonnungen  vornehmen,  wenn  wir  nur  dafür  sorgen,  daftV 


f 


S  2.     Umformung  äüaer  Fläc/u  m  wu  Tortieflächt.  7 

dabei  keine  Zerreißung  eintritt.  Wir  verfahren  dabei  zunächst  ganz 
ähnlich,  wie  an  der  eben  erwähnten  Stelle  des  L  Teiles,  nur  können 
wir  hier  nicht  wie  dort  die  innert-  Kugel  durch  eine  der  Uber- 
gangslinien  ganü  herausziehen,  da  sie  ja  außerdem  noch  durch  die 
andere  Ü bergan gslinie  mit  der  äußeren  zusammenhängt,  Wohl 
aber  können  wir  sie  mis  {vgl.  Fig.  4)  immer  raelir  und  mehr  ab- 
geplattet denken,  bis  sie  in  eine  doppelt  tiberdeckte  ebene  Scheibe 
übergeht,  und  dann  die  beiden  Blätter  durcheinander  durchschlagen. 
A.  a.  0-,  wo  wir  nur  mit  eioer  Übergangslinie  zu  thun  hatten,  haben 
wir  durch  diese  Operation  eine  mit  einer  Einstülpung  versehene 
Kugel  erhalten.  Hier,  wo  noch  eine  zweite  Übergangslinie  vorliegt, 
geht  diese  Einstülpung  durch  die  Kugel  hindurch  und  mUudet  auf  der 
anderen  Seite,  da,  wo  ursprünglich  die  zweite  Übergangslinie  sich  befand, 
wieder  ins  Freie.  Mit  anderen  Worten,  wir  haben  eine  Siiffel  mit 
einer  Durchbohnmg  vor  uds.    Diese  kann  dann  weiter  durch  stetiges 


Fig.  4.  Fig.  5. 

Biegen  und  Verzerren  übergeführt  werden  in  einen  Totus  oder  Ring, 
d.  h.  in  die  Fläche,  die  durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  in 
seiner  Ebene  liegende,  ihn  nicht  schneidende  Axe  entsteht  (Fig.  5). 
Wir  können  übrigens,  wie  in  I,  §  Hl),  die  Sache  auch  noch 
etwas  anders  auffassen:  wir  können  wie  dort  die  Fläche  auseinander- 
scbneiden,  jeden  Teil  für  sich  deformieren  und 
dann  die  Teile  wieder  zusammenfügen,  wenn 
wir  nur  dafür  sorgen,  daß  ihre  Ränder  genau 
ebenso  wieder  aneinander  gesetzt  werden,  wie 
sie  ursprünglich  zusammengehörten.  In  unserem 
Falle  können  wir  etwa  die  Fläche  zunächst 
längs  der  Übergangslinien  aufschneiden,  so  daß 
die  Blätter  auseinanderfallen.  Schieben  wir 
dann  die  Rander    der   Schlitze   zurUck,  so  er-  Fig.  6. 

scheint  jedes   Blatt   als   Kugel   mit   zwei  Off- 
nungen (Fig  6).    Die  letzteren  lassen  wir  immer  größer  werden,  so- 
daß   wir  zwei  Exemplare  einer  Art   von  Kugelzone  erhalten;   diese 
platten   wir   ab    zu    einer  Art   von    ebenen    RingHächen.     Zwischen 
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deren  Rändern  müssen  wir  nun  dieselben  Yerbindongen  herstelleiii 
wie  sie  auf  der  vorgelegten  Fläche  bestanden  haben,  d«  h.  wir 
müssen 


a. 


bezw.  mit 


''i 


a. 


'2 


verbinden,  und  zwar  so,  daß  die  Pfeilrichtungen  zur  Deckung  kommen. 

Man  sieht:  es  kommt  auch  hier  eine  torusartige  Fläche  zu  Stande, 

(die  man  sich  nachher  noch  durch 
Biegungen  und  Verzerrungen  in 
einen  genauen  Toms  tibergeffthrt 
denken  kann);  und  zwar  enl^ 
spricht  die  Außenseite  dieser 
Fläche  durchweg  der  Außenseite 
der  ursprünglichen  doppelt  über- 
deckten  Kugel.      Denn    um    die 

verlangte  Verbindung  zu  Stande  zu  bringen,  müssen  wir  die  eine 

der   beiden    ebenen   Ringflächen   erst   im  Räume   umdrehen;    dann 

kommt  bei  beiden  die  Oberseite  nach  außen. 


Fig.  7. 


§  3.    Zusammenhangsverhältnisse. 

Auf  der  Torusfläche  kinmeu  wir  nunmehr  die  Zusammenhangs- 
verliältnisse  bequem  überblicken  und  sie  dann  auf  die  zweiblättrige 
RiEMANNsche  Kugelfläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  zurück- 
übertragen, auf  der  sie  nicht  so  unmittelbar  anschaulich  sind.  Wir 
beginnen  mit  der  Definition: 

I.  Einen  in  sich  zurücklaufenden^  sich  nicht  selbst  durchsetzenden 
Schratt  auf  einer  Fläche,  der  mit  deren  etwaiger  Berandung  keinen 
Punkt  gemeinsam  hat,  nennen  wir  einen  Bückkehrschnitt, 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


Eine  Kugel  hat  die  Eigenschaft,  daß  sie  durch  jeden  Rück- 
kehrschnitt in  zwei  ganz  getrennte  Stücke  zerfällt.  Der  Torus- 
fläche kommt  diese  Eigenschaft  nicht  zu;  vielmehr  giebt  es  auf  ihr 
Kurven  von  der  Art,  daß  ein  längs  einer  solchen  Kurve  geführter 
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Rückkehrschnitt  die  Fläche  noch  nicht  zerfällt  Solche  Kurven 
sind  2.  B.  sowohl  die  Meridiankreise  (Fig.  S\  als  die  Breitenkreise  der 
Fläche  (Fig.  9).  Wenn  aber  ein  solcher  Schnitt  ausgeführt  ist,  kann 
kein  weiterer  Eückkehrschnitt  ausgeführt  werden,  ohne  daß  die 
Fläche  zerfallt     Definiert  man  also: 

II.   Unter  der  Geschlechtszahl  p  einer  geschlossenen  Fläche  versteht 
man  die  größte   Anzahl  einander  nicht  schneidendem*  Rückkehr  schnitte  j 
die  man  auf  ihr  ziehen  kann,  ohne  daß  sie  zerfallt,^ 
80  folgt: 

IIL  Die  Kugel  hat  das  Geschlecht  p  =  0,  die  Torus fläche  das 
Geschlecht  /?  =  1. 

Aus  dieser  Eigenschaft  allein  geht  schon  hervor: 

IV.  Es  ist  nicht  möglich  ^  die  Torus  fläche  oder  die  zweiblätterige 
RiEMANNSche  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  eindeutig  und  stetig 
auf  die  Kugel  abzubilden. 

Ziehen  wir  auf  unserer  Torusfiäche  einen  Rückkehrschnitt, 
z.  B.  längs  eines  Meridiankreises,  und  schneiden  sie  längs  desselben 
wirklich  durch,  so  wird  sie  dadurch  in  eine  Fläche  mit  zwei  Rand- 
kurven verwandelt,  die  wir  etwa  als  eine  zusammengebogene  Cylinder- 
fläche  bezeichnen  können.  Diese  Fläche  ist  nicht  einfach  zusammen- 
hängend (I,  §  29,  VII);  wir  können  auf  ihr  zwar  keinen  Rückkehr- 
schnitt mehr  ziehen,  ohne  daß  sie  zerfällt,  wohl  aber  noch  einen 
Querschnitt,  d.  h.  einen  Schnitt  von  einem  Randpunkte  nach  einem 
anderen  (I,  §  35,  Fig.  16)  —  z.  B.  längs  eines  Parallelkreises.  So 
erhalten  wir  eine  Fläche,  die  mit  einiger  Verzerrung  in  ein  ebenes 
Rechteck  ausgebreitet  werden  kann.     Wir  können  daher  sagen: 

V.  Die  Torusfläche  kann  durch  einen  Rück^ 
kehr  schnitt  und  einen  Querschnitt  in  eine  einfach 
zusammenhängende  Fläche  verwandelt  werden. 

Alles  dieses  übertragen  wir  nun  von  der 
Torusliäche  zurück  auf  die  RiEMANNSche  Kugel- 
fläche. Dazu  müssen  wir  den  Umformungs- 
prozeß, der  diese  Fläche  in  jene  überführte, 
rückwärts  durchlaufen   und  dabei  die  Gestalts-  ,;,.     -^ 

Flg.  10. 

Veränderung   der  Schnitte    durch    die    einzelnen 
Schritte  jenes  Prozesses   hindurch   verfolgen;    dabei    ist  es   gleich- 
gültig, ob  wir  den  einen  oder  den  andern  der  in  §  2  geschilderten 

^  Natürlich  ist  man  erst  dann  berechtigt,  diese  Definition  allgemein  auf- 
zustellen, wenn  man  gezeigt  hat,  daß  diese  Anzahl  in  jedem  Falle  von  der 
Auswahl  der  Schnitte  unabhängig  ist.  Bei  der  Kugel  und  dem  Torus  über- 
siebt mau  das  noch  unmittelbar. 


Prozesse   benntzen.     Jedesmal    entspricht   einem    ParsUel kreis    des 
Ringes    eine    Kurve   (wie  A  m  Fig.  10),    die    ganz  in   einem   Blatte 
Terläuft  und  die  beiden  durch  die  eine  Ubergaugsliuie  Terbmidenen 
Yerzweigungsp  unkte  von   den   beiden   durch  die  andere  Ubergaa^^_ 
Unie    verbundenen   in    diesem   Blatte    trennt.     Einem   XeridiankrdH 
des  Hinges  andererseits   entspricht  eine  Kurve  (wie  B  in   Fig,  1(^| 
die  von  einem  Punlct  der  einen  tlbergaD^liuie  zu  einem  Punkt  d^| 
andern  im  einen  Blatte  hin,  im  andern  zurückführt.     (In  der  Fig^| 
sind   die   im   einen  Blatte  verlaufenden  Linien   ausgezogen,   die  ^H 
andern  Blatte  verlaufenden  punktiert)    Die  beiden  Kurven  8chneid^| 
sich    auf  der  RiEMANNschen   Fläche    in    einem,    und  nur  in   einC^H 
Punkte,   wie   das  auch   auf  dem  Torus  der  Fall  war.     Der  andfl^| 
Schnittpunkt,  den  Fig.  10  aufzuweisen  scheint,  ist  nur  ein  scheinbar^^H 
dort  verläuft  die  eine  Kurve  im  einen,  die  andere  im  andern  Blat^l 

§  4.    Rationale  Funktionen  von  ^  und  V/« (='  oder  \  ('^  (z).    ■ 

Die  Untersuchung  eindeutiger,  von  wesentlichen  8ingutaritätfl^| 
freier  Funktionen  auf  einer  zwei  blättrigen  RiEMANNächen  Flädta^l 
mit  zte«  Verzweigungsp unkten  wurde  uns  (I,  §  61]  wesentlich  di^| 
durch  erleichtert,  daß  wir  diese  Fläche  umkehrbar  eindeutig  m^l 
im  allgemeinen  konform  auf  die  Kugel  abbilden  und  infolgedesa^^l 
alle  jene  Funktionen  als  rationale  Funktionen  einer  Hilfsvariabd^H 
ausdrücken  konnten.  Die  zweiblättrige  HjEMA;<Nsche  FliLcbe  mit  vi^| 
Verzweigungspunkten  diigegeu  läßt  (§  3. 1 V)  überhaupt  keine  unikehrbl^l 
eindeutige  und  stetige,  geschweige  denn  eine  konforme  Abbildiuq^| 
auf  die  Kugel  zu.  Wir  können  deshalb  hier  nicht  auf  dem  dama|^| 
eingeschlagenen  Wege  eine  solche  Hilfsvariable  ausfindig  machen  (unjH 
werden  in  §  7  sehen,  daß  es  auch  auf  keinem  anderen  Wege  gofl 
lingen  kann).  Infolgedessen  müssen  wir  hier  andere  Iliifsmitt«!  d^H 
Untersuchung  herbeiziehen.     Wir  beginnen  mit  der  Bemerkung:     ^H 

Wenn  es  auch  nicht  möglich  ist,  die  game  Fläche  in  der  ^^| 
wähnten  Weise  abzubilden,  so  ist  es  doch  möglich,  die  Umgebo^H 
jedes  ihrer  Punkte  auf  einen  einfach  überdeckten,  ganz  im  Endlioh(l^| 
gelegenen  Bereich  einer  Hilfsebene  (NEbene)  konform  so  abzubUda|^| 
daß  jedem  Punkt  jener  Umgebung  nur  ein  Punkt  dieses  Bereichflfl 
entspricht.  Für  Punkte  der  Fläche,  die  endlichen  Werten  von  H 
entsprechen  und  keine  Verzweigungspunkte  sind,  ist  das  selb^^f 
verständlich;  iiir  einen  Verzweigungspunkt  im  Endlichen  geschieE^H 
es  durch  die  Substitutiou :  ^H 

1}  S 
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filr  einen  unendlich  fernen  Punkt,  der  kein  Verzweigungspimkt 
ist,  durch: 

2)  .-  =  (-'; 

für  einen  unendlich  fernen  Verzweigungspunkt  durch: 

3)  .-  _  ,-'. 

Man  kann  eine  solche  Variable  t  .,regularisiermiie  Hilfsvariable  für 
den  betreffenden  Punkt  der  Fläche"  nennen.  Dann  erweisen  sich  fol- 
gende Definitionen  als  zweckmäßig: 

I.  Der  Äusdntck:  eine  Funktion  igt  in  der  Lmgebnnp  van  z  ^  :^ 
„auf  der  Fläche  regulär"  »oll  bedeuten:  sie  ist  als  Funktion  der  zv 
diesem  Punkt  gehörenden  regularisierenden  Hilfimariabeln  t  in  der  Um- 
gebung von  t  ^  0  regulär  in  dem  I,  §  33,  I  (vgl.  auch  I,  §  57,  ITI 
und  §  3S,  IV)  festgesetzten  Sinne. 

II.  ff  ird  eine  der  zu  untersuchenden  Funktionen  irgendwo  Null^ 
bezw.  unendlich,  so  versteht  man  unter  der  Ordnungszahl  dieses  Null- 
pttnktes,  beztc.  Poles  den  niedrigsten  positiven,  hezw.  hächsten  negativen 
Exponenten,  der  in  ihrer  Entwicklung  nach  Potenzen  der  betreffenden 
regtilarisierenden  Silfsvariabela  vorkommt. 

Nach  diesen  Festsetzungen  wenden  wir  uns  nun  zur  Unter- 
suchung rationaler  Funktionen  von  z  und  s.  Eine  solche  Funktion 
R{z,  s)  kann  znnächst  auf  die  Form  eines  Quotienten  zweier  ganzen 
Funktionen  von  z  und  .v  gebracht  werden;  benutzt  man  dann  die 
Gleichung  »*  =  f(z)  und  die  aus  ihr  folgenden 

zur  Beseitigung  aller  höheren  Potenzen  von  z  als  der  ersten  aus 
Zähler  and  Nenner,  so  erhält  man  zunächst  als  allgemeine  Form 
einer  rationalen  Funktion  von  z  und  s  die  folgende: 

6)  ''(•-. -j-l^. 

in  der  a,  h,  c,  d  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein  bedeuten. 
Diese  laßt  sich  noch  weiter  reduzieren,  indem  man  im  Zähler  und 
Nenner  mit  c  —  dx  erweitert  und  dann  die  Relation  s^  =  f(:)  aber- 
nul«  benutzt;  man  erhält  so: 


6)  Ä(.,z)  = 


IC  -  bdf+  a{bc-  ad)  __  sjKl*_g,J^)s_ 
c'-d-f  ff,W 

.  AIbo  gilt  der  Satz: 

HL  Jede  rationale  Funktion  van  z  und  s  läßt  sich  auf  die  Form 
(6)  bringen,  in  der  g^,  j„  g^  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein 
bedeuten. 

m  '\ 
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Dabei  dürfen  wir  voraussetzen,  daß  diese  drei  JBHinktioiieii 
keinen  ihnen  allen  gemeinsamen  Teiler  haben,  da  wir  einen  solchen 
stets  wegheben  könnten  (vgl.  I,  §  20,  V).  Aber  auch  wenn  das  ge- 
schehen ist  kann  es  immer  noch  vorkommen,  daß  in  einem  Punkte 
der  Fläche  Zähler  und  Nenner  von  (6)  gleichzeitig  Null  werdet 
Denn  der  Zähler  von  (6)  kann  auch  Null  werden,  ohne  daß  ff^  und 
ff^  gleichzeitig  Null  werden.  Um  seine  Nullpunkte  zu  finden,  hat 
man  aus  den  beiden  Gleichungen  für  r  und  ,v: 

Ä«  -  /  =  0 
und: 

<7o  +  ffi  *'  =  Ö 
durch  Elimination  von  s  die  Gleichung  für  z  allein: 

abzuleiten.  Für  jede  Wurzel  dieser  Gleichung  stimmt  dann  der 
Wert  von  —  <7o/.^i  ^^^  einem  der  beiden  Werte  von  s  überein,  so 
daß  zu  jeder  solchen  Wurzel  ein  Punkt  der  Fläche  gehört,  in  dem 
der  Zähler  von  (6)  Null  wird.  Wird  dann  in  einem  solchen  Punkte 
Zq  auch  der  Nenner  Null,  so  erscheint  die  rationale  Funktion  in 
unbestimmter  Form.  Diese  Unbestimmtheit  kann  zwar  für  den  einen 
Punkt  durch  algebraische  Umformungen  l)eseitigt  werden,  z.  B.  indem 
man  im  Zähler  und  Nenner  von  (6)  mit  ^o  ""  /^i  *  multipliziert  und 
mit  z  —  r,^  dividiert;  aber  sie  tritt  dann  dafür  an  andern  Punkten 
auf.  Eine  einlieitliche  Festsetzung,  die  alle  Fälle  umfaßt,  ist  fol- 
gende: Man  entwickle  Zähler  und  Nenner  nach  Potenzen  der  fftr 
die  Umgebung  des  gerade  zu  untersuclienden  Punktes  geltenden 
regularisierenden  Variabein  t\  dann  kann  man  im  Zähler  und  Nenner, 
je  nach  Bedürfnis,  mit  einer  solclien  Potenz  von  f  multiplizieren 
oder  dividieren,  daß  nur  noch  Potenzen  von  t  mit  positiven  Expo- 
nenten vorkommen  und  daß  mindestens  eine  von  beiden  Entwick- 
lungen mit  einem  von  t  freien  Gliede  beginnt.  Daraus  geht  hervor, 
daß  man  in  jedem  Falle  einen  positiven  oder  negativen  ganzzahligen 
Exj)onenten  «  so  bestimmen  kann,  daß: 

als  Funktion  von  t  betrachtet,  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  regulär 
und  für  ^  =  0  von  0  verschieden  ist.  Dieser  Exponent  giel)t  dann  die 
Ordnungszahl  (I,  §  20,  IV)  der  Funktion  ,,auf  der  Fläche"  in  dem 
untersuchten  Punkte  an.  Diese  Ordnungszahl  ist  also  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  eine  ganze  Zahl,  und  wir  können  den  Satz  aussprechen: 

IV.  Jede  rationale  Funktion  von  z  und  s  =  }-  f\(z)  (oder  y  f^(z)  ist 
auf  der  in  §  1  konstruierten  BiEMAxxschen  Fläche  bis  auf  Pole  regtdär* 
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Aber  auch  der  umgekehrte  Satz  gilt: 

V.    Jede    auf   der    RiEMANNSchen   Fläche    von   s  =  ^f^(z)   (oder 

Yf^z)  eindeutige  und  bis  auf  Pole  reguläre  Punktion  ist  eine  rationale 
Funktion  von  z  und  s. 

Der  zweite  der  Beweise  des  Satzes  I,  §  61,  VII  gilt  nämlich 
auch  für  den  hier  vorliegenden  Fall. 

Man  nennt  die  auf  einer  Fläche  eindeutigen  und  bis  auf  Pole 
regulären  Funktionen  auch  wohl  kurz  „Funktionen  der  Fläche^',  Auch 
pflegt  man  ihre  Gesamtheit  als  eine  „Klasse  algebraischer  Funktionen^' 
zusammenzufassen,  oder  mit  einem  in  der  Zahlentheorie  übUchen 
Ausdruck  als  einen  „Funktionenkörper*' ^  insofern  Summe,  Diö'erenz, 
Produkt,  Quotient  irgend  zweier  von  ihnen  immer  wieder  eine 
Funktion  des  Körpers  giebt. 


§  5.    Anwendung  der  CAucHY'schen  Sätze  auf  rationale  Funktionen 

von  z  und  yTTf^  oder  V/^  (z). 

Die  CAUCHYschen  Sätze  (I,  §§  45,  46)  beruhten  auf  der  Um- 
formung eines  über  eine  geschlossene  Kurve  zu  erstreckenden  Rand- 
integrals in  ein  Doppelintegral,  das  über  die  von  der  Kurve 
umschlossene  Fläche  zu  erstrecken  war.  Aber  auf  unserer  zwei- 
blättrigen RiEMANNSchen  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten 
umschließt  nicht  jede  Kurve  für  sich  allein  ein  Flächenstück  voll- 
ständig; um  daher  jene  Sätze  hier  anwenden  zu  können,  müssen 
wir  erst  die  Fläche  nach  Anleitung  von  §  3  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende F  verwandeln.  Dabei  können  wir  es  immer  so 
einrichten,  daß  die  zu  diesem  Zwecke  erforderlichen  Schnitte  nicht 
gerade  durch  singulare  Punkte  der  zu  untersuchenden  Funktionen 
hindurchgehen.     Wir  erhalten  dann  zunächst  den  Satz: 

I.  Las  Integral  einer  auf  F  eindeutigen  Funktion,  genommen  um 
den  gesamten  Band  von  F* ,  ist  in  allen  Fallen  gleich  Null. 

Denn  durchlaufen  wir  den 
Rand  in  bestimmtem  Sinne,  etwa 
so,  daß  F"  stets  zur  Linken 
bleibt,  so  wird  jeder  Schnitt 
zweimal  durchlaufen,  und  zwar 
die  beiden  Ufer  in  entgegen- 
gesetztem Sinne;  ist  die  zu  ^' 
integrierende  Funktion,  wie  vorausgesetzt,  nicht  nur  auf  F',  sondern 
auch  auf  F  eindeutig,  so  hat  sie  auf  beiden  Ufern  dieselben  Wert^ 
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und  die  Beiträge,  die  die  beiden  Ufer  zum  Randintegrale  üefeni, 
beben  sich  aufl 

Wollen  wir  andererseits  den  Wert  eines  Integrals  berechnen, 
genommen  längs  einer  Kurre,  die  einen  einzelnen  Punkt  der  Eläche 
vollständig  umschließt,  so  müssen  wir  zuerst  die  Umgebung  dieses 
Punktes  durch  Einführung  einer  geeigneten  regularisierenden  Hilfe- 
variabeln  (§  4)  auf  ein  Stück  einer  schlichten  Ebene  abbilden.  Dem- 
gemäß definieren  wir: 

II.  Unter  dem  Residuum  einer  auf  F  eindeutigen  Funktion  %p  m 
einem  Punkte  z  verstehen  wir  das  Residuum  von 

als  Funktion   von    t,    wenn  t   die  für  die    Umgebung  van  z^  geltende 
regularisierende  Hilfsvariable  ist. 

Dann  gilt  der  Satz  I,  §  45,  III  auch  für  Teile  unserer  Eläche 
F ;  wenden  wir  ihn  auf  die  ganze  Fläche  F*  und  auf  eine  rationale 
Funktion  von  z  und  «an,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  I  der  zu  I, 
§  45,  VI  analoge  Satz: 

III.  Die  Gesamtsumme  der  Residuen  einer  Funktion  der  Fläche  F 
ist  stets  gleich  Null, 

Wenden  wir  diesen  Satz  nicht  auf  die  zu  untersuchende 
Funktion  i/'  selbst,  sondern  auf: 

1     dip 
fp     dx 

an,   so    geht   aus   der   Definition  II   hervor,   daß   deren  Residuum 
gleichzus(^tzen  ist  dem  von 

1     dy 

Das  letztere  ist  aber  gleich  der  Ordnungszahl  von  i/'  (I>  §  46, 11.  lU). 
Wir  finden  somit: 

IV.  Jede  Funktion  der  Fläche  wird  auf  ihr  ebenso  oft  Null  wie 
Unendlich  — 

und  wenn  wir  denselben  Satz  statt  auf  t/»  auf  t/'  — c  anwenden: 

V.  Jede  Funktion  der  Fläche  nimmt  jeden  komplexen  Wert  ebenso 
oft  an  wie  jeden  andern. 

Dabei  bedeutet  die  Aussage  (vgl.  I,  §  40,  IV):  „die  Funktion 
V  nimmt  den  Wert  r  in  dem  Punkte  z^  der  Fläche  Ä-mal  an",  soviel 

als:  in  diesem  Punkte  ist  ti'  =  c,  -^-  «=  0,  -,-^  =  0 . . .,  -nrT  =  ö> 

wenn  t  die  für  die  Umgebung  von  z^  geltende  regularisierende  Hilfs- 
X^able  ist 


Man  nennt  wohl  eine  Funktion  der  FlSche,  die  jeden  Wert 
auf  ihr  n-tnal  amiimuit,  „eine  n-werliffe  FimktioH  der  Fläche-';  doch 
kann  das  zu  dem  Mißverständnis  Anlaß  geben,  als  ob  von  einer 
Funktion  die  Rede  sei,  ilie  in  jedem  Punkte  der  Fläche  n  ver- 
schiedene Wert«  hat.  Besser  ist  es  zu  sagen:  eine  Funktion  n'" 
Ordnung.  —  Mau  beachte  Übrigens,  daB  z  selbst,  als  Funktion  der 
Fläche  betrachtet,  eine  Funktion  zweiter  Ordnung,  *  =  ^/i (')  ^'"^ 
Funktion  vierter  Ordnung  ist. 

Aus  Satz  V  folgt  noch  ein  wichtiges  Korollar: 

VT,  Eine  über  all  endliche  Funktion  der  Fläche  int  ttet»  ein« 
Koiuiante. 

Denn  wenn  eine  Funktion  der  Fläche  nirgends  unendlich  wird, 
kann  sie  nach  V  überhau|)t  keinen  Wert  annehmen.  Der  hierin 
liegende  Widerapnich  löst  sich  nnr,  wenn  dyjjdz  identisch  Null, 
also  '/J  =  Konst,  ist. 

§  6.    Elliptische  Integrale. 

Nunmehr  können  wir  zurückkehren  zu  der  Aufgabe,  die  wir 
uns  ursprünglich  gestellt  hatten:  die  Integrale  rationaler  Funktionen 
von  z  und  s^'^fjz)  oder  '^(^{z)  zu  untersuchen.  Man  nennt 
diese  Integrale  elliptische  Integrale,  aus  ilem  äußerlichen  Grunde, 
weil  die  Berechnung  der  Lauge  eines  Ellipsenbogens  auf  eines  von 
ihnen  filhrt.     Ein  solches  Integral  hat  zunächst  die  Form: 

(1)  Jl^'.')'!': 

mauchm.il  ist  es  zweckmäßiger,  die  Form: 

ZQ  betrachten,  in  der  Ä,  und  Ä,  zwei  Funktionen  der  Fläche  be- 
deuten. Sie  ist  nur  scheinbar  allgemeiner  als  (1),  wie  maii  erkennt, 
indem  man  dafür: 

schreibt. 

Ein  solches  Integral  ist  eine  Funktion  seiner  beiden  Grenzen: 
wir  werden  uns  aber  zumeist  die  untere  Grenze,  die  etwa  z^  beißen 
möge,  als  fest  gegeben  denken  und  dos  Integral  als  Funktion  der 
oberen  Grenze  z  betrachten.  Ist  dann  ein  bestimmter  Integrations- 
tveg  von  Zg  nach  z  vorgeschrieben,  so  kann  man  ihn  in  eine  Anzahl 
Teile  eo  zerlegen,    daß  jeder  dieser  Teile  ganz  in  einem  Beraiche 
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Fig.  U. 


Wir  nennen  diese  konstante  Differenz  w{X)  —  K{p):  den  , 
dicilätgmodul  des  ItUegrah  an  dem   RuckkefiTschnitt. 

Fassen  wir  vier  Punkte  ins  Äuge,   die  an  der  Kreozungsst 
der  beiden  KUckkehrschnitte  A,   B  in  der  in  Fig.  14   angegebei 
Weise  liegen,  dann  aind  die  Feriodicitätsmodaln  i 
Integrals  w. 

I      an  ^ :     w{a)-v^{ß)^  w  (d)  -  „■  (y)  ■ 
■'       1      an  fi:     ,» («}  ~  w  (d)  =  w  (ß)  -  .r  (y). 
Andererseits  ist,  wenn  die  Integrale  längs  der  ScbniH 
in  der  Tiir  jeden  festgesetzten  positiven  Richtung  genommen  werdet 
I  /J»_»(«)-«-(ä)-.-Q?)-«.(l-), 

VIII.  &    iit  also,    wenn   die   Fenftetiunt/    VI  getroffen  mrd, 
Feriodicitütamoiiul    an    B    i/leich    dem     H'erl    ifet    Integrals 
längs    A,    dagegen   der   Periodieität»modul  an    A    entgegengesetzt  gla 
dem    ft'erte  den  fufet/rah  genommen  längs  B. 

Bei  Integralen   dritter  Gattung   nioditizieren   sich   diese   Sätf 
durch  das  Auftreten  der  logarithmisehen  Unstetigkeitspunkte. 
fiinem  solchen  Integral  kann  nicht  ein  auf  /"  eindeutiger  Zi 
gespalten  werden;    man  muß  vielmehr  i 
sämtlichen  logarithmischen  ünstetigkeitspui 
einander  nicht  treffende  Einschnitte  L  (Fig.  1 
nach  demEande  der  Fläche  fuhren.  Zweckmäßigaj 
weise  geschieht  das  so,  daß  alle  diese  Einschnitt 
Fie.  15.  '^  Schnittpunkt  von  A  und  B  einmünden. 

Fläche  F  geht  dadurch  in  eine  ebenfalls  e 
zusammenhängende   Fläche   /"   über;   und   ein  Zweig  des  Integi 
kann  jetzt  eindeutig  und   stetig  dadurch  definiert  werden,  daß  t 
Integrationsweg  auf  diese  Fläche   /"    beschränkt  wird.     Dann   > 
giebt  sich: 

IX.  Kin  Integral  III.  Gattung  hat  konstante  Periodicilötimodtil 
»ickt  nur  an  den  Bückkehmc/initteji  A  und  B,  sondern  avrk  i 
Eintchnitten  h.  An  jedem  der  letzteren  ist  der  PeriodicitÜlsmot^ 
=  2,Ti  jnal  dem  Befiduum  von  B^  dB^jdz  in  dem  Pole,  von  dem  t 
ausgeht;   die  Summe  dieser  logarithmischen  Pertodinfättmoduln  ist  aibi 

I  A'uil  (nach  §  5,  UI). 

Nun  heben  wir  die  bisher  festgehaltene  Beschränkung  des  In- 
|iegrationBw6ge8   auf   die  Fläche  F',    bezw.  /"'    auf  und   lassen   ihn 
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ganz  willkürlich;  oder,  was  dasselbe  ist,  wir  setzen  den  Haiititwert 
des  Integrals  über  die  Begrenzung  von  /'',  bezw,  /■'  hinaus  aua- 
lytiacb  fort.  Wir  fioJen  so  (vgl.  die  Diskussion  des  Logaritlinius. 
I,  §  5B,  III): 

X.  Bas  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  z  vnd  s  i»t  auf 
der  Mäche  F  eive  unendlichmelKertige  J-'tinlition,  deren  »Umtliche  fferte 
aus  irgend  einem  von  ihnen  durch  Addition  beliebiger  ganzzahliqer 
fielf'ac/ier  konstanter  PeriodicitH/smoduln  hervorifehen. 

Zu  einem  gewissen  AbscbluB  gelangt  diese  Untersuchung  durch 
die  folgende  Umkehmug  dieses  Satzes: 

XI.  Jede  Funktion,  die  auf  der  Fläche  F  bin  auf  Pole  und  loga- 
rithminche  Unstetiqkeitgpunkte  regulär  und  nur  durch  konstante  Perio- 
dicitätgmoduln  vieldeutig  ist,  t.it  das  Integral  einer  rationalen  FunAtion 
von  z  und  x. 

Denn  ihr  Differentialquotient  genügt  den  Bedingangen  dea 
Satzes  §  4,  V. 


§  7.    Das  elliptische  Integral  erster  Gattung. 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  zwar  definiert,  was  unter  einem 
elliptischen  Integral  I.,  II-  oder  III.  Gattung  zu  verstehen  ist,  ai)er 
noch  keineswegs  bewiesen,  daß  es  solche  Integrale  von  jeder  der 
drei  Gattungen  wirklich  giebt.  Wir  wollen  nun  zunächst  versuchen, 
ein  Integral  I.  Gattung  wirklich  zu  bilden;  wir  setzen  es  in  der  Form 

1)  j>(^,.)rf.- 

an.     Ist  nun 
.2)  ''-!'.(=). 

so  ist  an  einem  im  Endlichen  gelegenen  gewöhnlicheu  Punkte 

dz^df. 
an  einem  im  Endlichen  gelegenen  Verzweigungspnnkte 

dz  =  2tdt.,  ~ 

an  eiuem  unendlicJi  fernen  Punkte 

dz  =  —  t-'^dt 

ZU  setzen  (vgl.  §  4),  wenn  t  jedesmal  die  zugehörige  regularisierende 
Hilfsvariable  bedeutet  Soll  also  das  Integral  (1)  überall  regulär 
bleiben,  so  muß  die  Funktion  R{z,  t)  selbst  überall  regulär  sein, 
ausgenommen  in  den  Verzweigongspunkten,  wo  sie  Pole  1.  Ordnung 
haben  darf;   sie  mub  femer  im  Unendlichen  auf  beiden  Blättern  je 
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von   der  2.  Ordnung  Null  werden.     Die   Funktion  s^^   hat   diese 
Eiigenschaften;  also  folgt: 
I.  Dcu  Integrah 

z 

/dx 

ist  auf  der  Fläche  von  s  =  ^  f^(z)  überall  regulär ^  m.  a.  W.  es  ist 
wirklich  ein  Integral  L  Gattung, 

Es  ist  aber  auch  das  einzige  Integral  I.  Gattung,  wenn  man 
von  einem  konstanten  Faktor  absieht  Denn  soll  R  die  bezeichneten 
Eigenschaften  haben ,  so  muß  R.s  auf  der  Fläche  überall  regulär, 
also  nach  §  5,  VI  eine  Konstante  sein.    Also: 

n.  Jedes  andere  Integral  I  Gattung  auf  unserer  Fläche  kann  sieh 
von  (3)  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden. 

Im  Falle  s^  =  f^  (^)  sind  diese  Schlüsse  teilweise  etwas  zu 
modifizieren.  Der  Punkt  oo  ist  dann  ein  Verzweigimgspunkt  und  s 
hat  in  ihm  einen  Pol  3.  Ordnung;  aber  es  ist  für  ihn  auch 

rfr  =  -  2t'^dt 

zu  setzen.    Das  Resultat  bleibt  also  dasselbe: 

III.  Die  Sätze  I  und  II  gelten  auch  für  den  Fall  der  Oiuadrat" 
Wurzel  aus  einem  Polynom  dritten  Grades, 

In  der  Existenz  des  Integrals  I.  Gattung  liegt  ein  charakte- 
ristischer unterschied  zwischen  der  zweiblättrigen  BjEMANNSchen 
Fläche  mit  vier  imd  der  mit  zwei  Verzweigungspunkten;  man  kann 
aus  ihr  allein  schon  schließen: 

IV.  Es  ist  nicht  möglich,  z  und  s  =  Yfz(^)  ^^^^  Vf^(^)  ^ 
rationale  Funktionell  einer  Hilfsvariaheln  t  auszudrücken. 

Denn  wenn  das  möglich  wäre,  würde  das  Integral  I.  Gattung 
dabei  in  ein  überall  endliches  Integral  einer  rationalen  Funktion 
von  t  übergeführt  werden,  und  ein  solches  existiert  nicht 

N.  H.  Abel  und  C.  G.  J.  Jacobi  haben  gefunden,  daß  die  üm- 
kehrung  der  durch  die  Gleichung  (3)  gegebenen  Beziehung  zwischen 
den  Variabein  z  und  u  zu  einer  eindeutigen  Funktion  z  von  u  führt 
—  ebenso  wie  die  ümkehrung  der  Gleichungen: 

Z  X 

/dx  r     dx 
i         U  =    1      ;-^^_=:, 

1  0 

bezw.  die  eindeutigen  Funktionen: 

liefert.     Um  das  zu  beweisen,  ist  zunächst  erforderUch  (wenn  auch 
noch  lange  nicht  hinreichend)  zu  zeigen: 
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V.  Hat  das  Integral  (3)  für  irgend  einen  Punkt  z^  der  Fläche 
einen  Wert  u^,  so  ist  nicht  nur  u  in  der  Umgebung  van  z^  eine  regu- 
läre Funktion  von  z,  sondern  auch  z  in  der  Umgebung  von  u^  eine 
reguläre  Funktion  von  u. 

Der  Beweis  geschieht  durch  Entwicklimg  in  Eeihen  und  Um- 
kehrung derselben  nach  I,  §  46,  X.  Man  würde  zu  diesem  Zwecke 
nur  die  Anfangsglieder  der  betreffenden  Reihen  brauchen;  doch 
woUen  wir  zum  Zwecke  späterer  Verwendung  noch  einige  Glieder 
mehr  angeben: 

Sei  erstens  z^  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Fläche,  also  fCz^)  4=  0, 
so  setzen  wir  z  —  z^  z=  t]  dann  kommt  der  Reihe  nach : 


8) 


|2-zo  =  (« -  «jy/x^o)  +  i(«  -  «o)T  (-o) 


+  T'f(«-«o)'y7wrw  +  .- 


Sei  zweitens  a  ein  im  Endlichen  gelegener  Verzweigungspunkt 
der  Fläche,  so  setzen  wir  z  — a=  <*.  Da  wir  immer  an  der  Voraus- 
setzung (§  1, 1)  festhalten,  die  Verzweigungspunkte  seien  voneinander 
▼erschieden,  so  ist  f'{a)=^0;  wir  erhalten  also: 

10)  yy-w =o7>){i  +  i'* PS  +^i  ^';^^ - ^  ^^)  +  ..] 

i2)«-v= -,--- |i-iV'*^"^-  +  W-v/-^  +  db^^^1  +  ..l 


13) 


(  < = H«  -  «o)  ]7^(«)  +  M«-  «o)'  r  («)  yn«) 

+  TsW  (« -  «o)*  (i  r  («)* + r  («)  r "  («))  y />) + •  • 


22  EUipHsohe  Integrale. 


Drittens   erhalten  wir  fbr  einen  gewöhnlichen  Punkt  im  Un- 
endlichen: 

14)  f{z)^t-*{a^  +  ia,t  +  Qa^t*  +  ..) 

15)  |//(.-)=.->y^{l+^^'.+/*(      «3_?^)  +  ..} 

16)  -••      =.''  jl_?°..,  +  ,W_.3^+?^l  +  .l 

17)  «-«0=-^'       U-'^    t  +  t'{-    ^+'^)  +  ..] 

18)  t=  -y^(«  -  «o)  +  «iC«*  -  «o)*  -  a,  V^(«-Mo)'+  •• 

Viertens  endlich  erhalten  wir  für  einen  Yerzweigongspunkt  im 
Unendlichen : 

19)  /•(z)  =  ^-»(4rt,  +6aj,<»  +  4a,<*  +  ..) 

20)  V/-(z)  =  2<-3ya";{l+iH|-^^  +  <*(      -2'^-—  ^f|i)  +  ..} 

21)  .*      =  -''  f  1-4-^^*  + <*(--"•-+  IJ- -%)  +  ..! 

22)  „-«„  =  _-'.      h-^°J-i*  +  t*{       5«-+^,£»l)  +  ..} 


23) 


+  Wo  «1 03  -  Tö  0  «2^  y^  ("-«'o)^ + •  • 


Durch  die  Gleichungen  (8),  (13),  (18),  (23)  ist  Satz  V  für  aUe 
Fälle  bewiesen. 

§  8.    Die  durch  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung  vermittelte 
leonforme  Abbildung  der  Halbebene  auf  ein  Rechtecic. 

Wir  wollen  versuchen,  uns  eine  Vorstellung  von  der  Gestalt 
desjenigen  Bereiches  der  ti- Ebene  zu  verschafiPen,  auf  den  unsere 
RrtaiANNsche  Fläche  durch  den  auf  ihr  eindeutig  definierten  Haupt- 
wert des  Integrals  u  konform  abgebildet  wird  (I,  §  34).  Satz  V  von 
§  7  sagt  von  diesem  Bereiche  aus,  daß  er  keine  Verzweigungspunkte 
(I,  §  69)  in  seinem  Innern  enthält  Aber  daraus  allein  folgt  noch 
nicht,  daß  er  sich  nirgends  selbst  überdeckt;  er  könnte  ja  etwa  die 
I,  §  67  in  Fig.  42  dargestellte  Gestalt  haben.     Um  zu  zeigen,  daß 
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(las  nicht  der  E'all  ist,  miissteo  wir  seine  Kontur  bestimmen,  d.  h. 
wir  müßten  untersuchen,  welche  Werte  der  Hauptwert  von  u  auf 
dem  Hände  von  F'  annimmt 

Wir  wollen  diese  Untersuchung  jedoch  zunächst  nui-  i'ilr  den 
Fall  durchführen,  daß  die  vier  Verzweigungspunkte  alle  vier  reell 
sind.  In  diesem  Falle  gelangen  wir  nämlich  zum  Ziele,  wenn  wir 
die  Fläche  vermittelst  eines  längs  der  Axe  der  reellen  Zahlen  durch 
heide  Blätler  geführten  Schnittes  iu  vier  Halbebeuen  zerlegen  und 
das  Bild  der  ganzen  Flüche  aus  deu  Bildern  dieser  vier  Halbebenen 
z  usamm  ansetzen. 

Die  Yerzweigungsp unkte  seien  alle  int  Endlichen  gelegen  und 
ihre  Bezeichnung  sei  ao  gewählt,  daß: 

1)  «u<  a^  <u,<a^ 

ist;  «0  ^^*  positiv.  Die  untere  Grenze  des  Integrals,  deren  Wahl 
uns  noch  frei  steht,  legen  wir  in  den  Verzweigungspunkt  a, ,  so- 
daß  der  Hauptwert; 

2)  »(",)-" 

ist.  Wir  wollen  zunächst  die  positive  Halbebene  des  oberen  Blattes 
abbilden;  sie  sei  dadurch  definiert,  daß  wir  ftir  zwischen  «^  und  «, 
gelegene  Werte  von  z  die  Wurzelgröße,  die  dann  reell  ist,  positiv 
nehmen.' 

Lassen  wir  :  zunächst  von  a^  bis  u^  zunehmen,  so  erhält  daa 
Integral  fortwährend  reelle  positive  Inkremente;  a  wächst  also  oon 
0  big  zu  derjenigen  reellen  Grüße  (o^,  die  durch  das  bestimmte  In- 
tegral zwischen  reelien  Grenzen: 

d» 


'*»  '"^'fw^^^. 


,.)K-t)(o,-»)| 


definiert  ist.  In  der  Umgebung  von  «,  wird  das  Verhalten  von  u 
als  Funktion  von  z  durch  die  Gleichung  (12)  des  §  7  angegeben, 
wenn  man  in  ihr  u^  =  r-i,  und  t  =  Yz  —  a,^  setzt;  lassen  wir  also, 
um  den  Äusnahmepunkt  «,  zu  vermeiden  und  dabei  im  oberen 
Blatte  zu  bleiben,  r  vor  k,  von  seinem  bisherigen  Wege  nach  links 
ausbiegen  und  einen  kleinen  Halbkreis  nm  a^  im  Sinne  der  ab- 
nehmenden Winkel  (I,  §  4)  beschreiben,  so  wird  k  von  seinem  bisherigen 
Wege  ebenfalls  nach  links  ausbiegen  und  einen  kleinen  Viertelkreis 


'  Hon   echlieBe   nur   nicht   etwa  hierans,   dtS   sie  dsiiii  im  obc-reii  Blatte 
U,  WO  gie  reell  iel,  podtiv  sa  nehmen  sei. 
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(I,  §  69  a.  E.)  ebenfalls  im  Sinne  der  abnehmenden  Winkel  um  (o^ 
beschreiben.     Dabei  nimmt  der  Arcus  von  cc^  —  z  yon  0  bis   —  n, 

also  der  von  ^a^-^z  von  0  bis  —  7r/2  ab;  die  Arcus  der  drei 
anderen  Faktoren  der  Quadratwurzel  bleiben  in  der  Nähe  von  0. 
Im  Endpunkte  des  Halbkreises  ist  demnach  die  Wurzelgröße  in 
unserem  Halbblatte  negativ  imaginär  und  bleibt  es  dann  auch,  wenn 
wir  jetzt  z  weiter  von  a^  bis  in  die  Nähe  von  a^  sich  bewegen 
lassen.  Das  Integral  erhält  also  dann  positiv  imaginäre  Inkremente; 
u  bewegt  sich  auf  einer  Parallelen  zur  Äxe  der  rein  imaginären  Zahlen 
bis  in  die  Nähe  eines  Punktes  co^  +  ö>3,  dessen  zweite  Koordinate 
durch  das  bestimmte  Integral  zwischen  reellen  Grenzen: 


4) 


W. 


r  dx 

J  Va^ix  -  ffo)(*  -  ffi)(*  -  «s)(a«  - 


*): 


definiert  ist. 

Wieder  lassen  wir  z  nach  links  ausbiegen  und  einen  kleinen 
Halbkreis  um  a^  im  Sinne  der  abnehmenden  Winkel  beschreiben; 
M  beschreibt  dann  einen  kleinen  Viertelkreis  in  demselben  Sinne, 
der  Arcus   der  Wurzelgröße   nimmt   abermals   um  ;r/2  ab,   sie   ist 


*^j or- 


Fig.  16. 


UßfHOj 


U/^ 


Fig.  17. 


also  von  hier  an  negativ  reell  (vgl.  die  Fußnote  auf  S.  23).  Das 
Integral  erhält  also  jetzt  negativ  reelle  Inkremente;  u  betcegt  sich 
auf  einer  Parallelen  zur  Axe  der  reellen  Zahlen  nach  links  bis  in  die 
Nähe  eines  Punktes  u^y  der  durch: 


5) 


OD 
(toj    +    W3)   =     —    r       TT      T  *        TT    :  _    :     -         T 


Oj 


definiert  ist  Lassen  wir  dann  z,  nach  links  ausbiegend,  auf  seiner 
Kugel  einen  kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt  00  beschreiben  (der 
hier  kein  Verzweigungspunkt  ist),  so  beschreibt  m,  zufolge  §  7, 
Gleichung  17  ebenfalls  einen  kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt  «3^. 
Setzt  dann  z,  aus  dem  Unendlichen  kommend,  seinen  Weg  auf  der 
Axe  der  reellen  Zalden  fort,  bis  in  die  Nähe  des  Punktes  a^,  so 
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bewegt  sich  u  in  der  zuletzt  verfolgten  Richtung  weiter  bis  in  die  Nähe 
eines  Punktes  (o^  +  o)^  —  {m^\  der  durch: 


Oo 

dx 


6)  (üj   +  6>3  —  (Wj)  —  M^  =   —    r — 

J    VOq  («0  -  *)  («1  -  *)  («t  -  «)  («s  -  *)l 

—  OD 

definiert  ist. 

Wieder  lassen  wir  z  nach  links  ausbiegend  einen  kleinen  Halb- 
kreis um  a^  beschreiben  und  dann  seinen  Weg  längs  der  Axe  der 
reellen  Zahlen  bis  in  die  Nähe  von  a^  fortsetzen.  Dabei  umgeht 
u  erst  den  Punkt  cj^  +  <ö3  —  («i)  iii  einem  Viertelkreis;  weiterhin 
ist  die  Wurzel  positiv  imaginär  zu  nehmen,  das  Integral  erhält 
negativ  imaginäre  Inkremente  und  u  bewegt  sich  parallel  mit  der 
Axe  der  imaginären  Zahlen  nach  unten  bis  in  die  Nähe  eines  Punktes 
o/j  +  Wg  —  (wj)  —  (wg),  der  durch; 


«1 


«)! 


I  J  I V'ao I  *  -  «o)  («i  -  *)  («j  -  ^)  («8  - 

definiert  ist. 

Schließlich  lassen  wir  z  auf  einem  kleinen  Halbkreise  um  cc^ 
zu  seinem  Anfangspunkt  zurückkehren;  dabei  beschreibt  u  einen 
kleinen  Viertelkreis  um  den  zuletzt  genannten  Punkt.  Dabei  muß 
es  aber  nach  I,  §  35,  V  zu  seinem  Ausgangswerte  zurückkommen; 
denn  der  von  z  durchlaufene  Weg  umschließt  ein  Gebiet  (eben  die 
positive  Halbebene),  in  dessen  Innern  die  zu  integrierende  Funktion 
die  Bedingungen  jenes  Satzes  erfüllt  Also  muß  jener  Punkt  der 
Nullpunkt  der  m- Ebene  sein;  und  da  Wj  und  (cö^)  nach  ihrer  Defi- 
nition reell,  o)^  und  («3)  rein  imaginär  sind,  so  folgt,  daß: 

8)  (Wj)  =  Wj  ,     («3)  =  ^3 

sein  muß.     Ber  Axe  der  reellen  Zahlen  in  der  z- Ebene  entspricht  also 
der ^  Umfang  eines  Bechtecks  in  der  u-Ebene  mit  den  Ecken: 

Da  wir  nun  wissen,  daß  im  ganzen  Innern  der  positiven  r-Halb- 
ebene  u  eine  reguläre  Funktion  von  r  ist,  so  können  wir  schließen:^ 

Durch  den  Hauptwert  des  Integrals  u  wird  die  positive  Hälfte  Pq 
des  oberen   Blattes    unserer    BiEUANNSchen    Fläche    konform    abgebildet 


'  Bei  dieäom  Schlüsse  ist  darauf  zu  achten,  daß  die  beiden  aufeinander 
abzubildendeu  Flächen  auf  derselben  Seite  (hier  der  linken)  der  in  entsprechendem 
Sinne  durchlaufenen  Konturen  liegen  müssen. 


^i'  ElknutfM  jfimnuL. 


}*u9tkU:  V  tm  Iftftr^.   de*  jAfrt'iaecM  «n.   um.   tnr  «ir.  J^tmiet  r  im 


tsuir.iii^'X  dl»:  i*':*»'.'.!!*   T»liä*^L-     "Ä'*JLX  iTiT  "niürtiiär  wrtKpere  Aiidben 

vwj  «..  .  .  -  tf.    av»  Aj:*:  d^:  r^^elj«.  r  i«fcr.-:»ir*ai  "Wärdai  scilkiii:  «(oda6 
xuav    *uib'j    '^/u.    '"•»f:'rH'.i:r*ri/eL   *-ii.e^    iejits-  >T.bdc*'  iL    äyt  uttcasiTe 

^••ju»'^    ci^'j    ■^•ui-'X':   «...  ts,    iLLid   «1  -  -  .  :r  .  -  .  er,    ii:    dH-   ikeentiTe 

owL-x  -'\,  Ar.  /'^  -üT.pt  d*:T  i*^irt*errL  .V   Hill  F    ms^hjmiK'jL. 

;»j  «rj/j  ^>'rvj'^.    0.41'  *^i.'jfr^fr:l»ixd    Q**  ♦rist'ei:  B^'Li-wis  in  Beruff  mof 

dj*f  Aifr   d*:r  retljrii   w  i?i:    Tu>d   zwjir  so, 
'•^     ..   '*u^je. ''^j*^^        daJB  zu  koij;T3£D^rt  komfJt-it-n  Werten  toh 


'/' 


<^*  'I     -  ^-?'-4V 


w,;  ,^_         iJ.'THJi^     \Jx)j\   IL  an  al5<»  dei^  Punkt  r  über 

j     ,..       ■    /£/  €^   .  -  .  <fv    aus   P.    nach  A,.   hinübertreteiu 

uud  djfc  Hai'f>*:lK:'ne  .V.  l>eschreil»en,  so  tritt 


w;,         «/,-/v  j'^-u»,      ,^  ^'y^^  "...  ij^  und  l»esolirribt  das  zu  dem 

Yy^^  j  ,j,  ^Pr'WrJj    li^etlitfrck    /^,     in    Bt-zTiff    auf    die 

\7LH  i\*tT  rfr^Uen  Zahlen  STmmetri^che 
liß-.rhU'^'M  LS^-^  Sn<:\i  in  dieMriu  Rechteck  ist  die  Funktion  r(ii) 
u^/^rrall    rtiiguVkff    ißih    auf   eifjen    Pol,   iu    dem    zu   m^   konjugierten 

Lah^^u   wir  knt^r  z  am»  /;,   über  u^ tc^  nach  -V^  hinüber- 

ifi'MH,  h^ß  *irha\UiU  wir  ganz  e}>enso  als  Bild  von  X^  ein  Hechteck 
^'^Jf  'J^*»  au»»  ^/'<;y  durch  Spiegelung  an  der  Linie  oij  .  . .  Wj  -f  «^ 
hervorgeht, 

IjHmHU  wir  weiUrr  r  aus  N^  über  «,  .  . .  «^  nach  P^  übertreten, 
mp  erhalU;n   wir  aK  Hild   von  P^  ein   Hechteck  (P^),   das   aus  p'J 


Jnalt/liack»  fbrtseixung  da  ao  defimerUn  FunUionentkmtmt».     27 

'  durch  Spiegelung  an  der  Seite  (tu,  ...  2  tu,)  henrorgebt.     Damit  iat 
I  die   ganze   zweiblättrige   Fläche   auf  das  Rechteck   mit   den   Ecken 


abgebildet;  in  diesem  ist  jedoch  die  Liuie  von  oj,  nach  w,  —  o), 
zunächst  noch  als  Einschnitt  aufzufassen. 

Dasselbe  Rechteck  (P^)  wird  aber  auch  erhalten,  wenn  man  {N^) 
an  der  Seite  (mj  ...  w,  —  Wj)  spiegelt.  Wir  haben  es  also  hier 
mit  dem  I,  S.  192  erörterten  Falle  zu  thun,  daß  zwei  verschiedene 
analytische  Fortsetzungen  eines  Funktion  sei  ements  zu  denselben 
Funktions werten  führen;  wir  können  den  Einschnitt,  den  wir  zuerst 
fanden,  tilgen,  da  über  ihn  hinüber  ein  stetiger  Zusammenhang 
statthndet 

In  der  Tbat  ist  ein  Weg,  der  aus  P^  über  «j  .  . .  a,  hinüber 
nach  JV^,  vou  da  über  Kj  .  • .  k,  nach  P^,  dann  über  cf,  .  . .  «^  nach 
-V_,,  endlieb  über  &,...«,  zurück  nach  jP^  führt,  nichts  anderes 
als  eine   vollständige  Umkreisung  von  «,   auf  der  Fläche  (Fig.  19); 


\ 


Fig.  19.  Fi(r.  30. 

der  entsprechende  Weg  in   der  «-Ebene  muH  daher  nach  §  7,  V 
ebenfalls  geschlossen  sein. 

Die  BiEUAnssche  Fläche  ist  sonarh  auf  dat  genannte  Rechteck 
ohru  Störung  i/ex  Zusammenhangs  dienen  letzteren  abgebildet;  dagegen 
ist  dabei  der  Zusammenhang  der  Fläche  nnterbrochen  längs  der- 
jenigen Linien,  die  den  Seiten  des  Rechtecks  entsprechen.  Das 
sind  die  Teile  «„  .  . ,  k,  und  cf^  .  . .  oo  . .  .  a^  der  Axe  der  reellen 
Zahlen;  man  muß  sich  beide  Blätter  der  Fläche  längs 'dieser  Linien 
durchgeschnitten  denken,  dann  entspricht  den  beiden  Ufern  des 
Schnittes  der  Rand  des  Rechtecks.  Auch  durch  ein  solches  Schnitt- 
Bestem  wird  die  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  ver- 
wandelt; es  gebt  aus  dem  in  §  3  Gegebenen  dadurch  hervor,  daß 
man  die  beiden  Schnitte  bis  dicht  an  die  genannten  Stücke  der  Axe 
heran  zusammenzieht  (Fig.  20).  Die  Periodicitätsmoduln  an  diesen 
Schnitten  sind  bezw.  gleich  2  lUj ,  2  (Oy  Denn  z.  B,  der  in  P„  ver- 
laufende Teil  des  Schnittes  A  hat  zur  Rechten  F^,  zur  Linken  jV^; 
wenn  r  in  P^  von  «j  nach  a„  gehtj  so  gebt  k  {vgl.  Fig.  18)  von  0 
nach  w^;  wenn  aber  z  in  A^  von  «j  nach  «^  geht,  geht  «  von  2(aj 
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nach  2  o,  +  (u, ;  die  Differenz  entsprechender  Werte  von  v  betittgt 
hier  also  2  ta^^    Mit  B  verhält  es  sich  analog. 

Nachdem  wir  uns  so  über  die  Haaptwerte  des  Integrals  v  voll- 
ständig orientiert  haben,  lassen  wir  die  Beschränkung  de»  Integration8> 
wegea  auf  die  Fläche  F  fallen.  Dann  erhält  nach  g  6,  X  das 
Integral  u  Werte,  die  sich  von  den  bisher  allein  betrachteten  am 
gaozzahlige  Vielfache  der  Periodicitätsmodulu  unterscheiden.  Infolge- 
dessen erhalten  wir  in  der  «-Ebene  weitere  Bilder  der  Fläche  F, 
die  zu  dem  ersten  kongruent  und  gegen  dasselbe  um  2  A,  <a^  in 
der  Richtung  der  Axe,  der  reellen  Zahlen  und  um  2A,  tc,  in  der 
Bichtung  der  Axe  der  rein  imagi- 
nären Zahlen  verschobeD  sind  (I, 
§  8,  III).  Alle  diese  Bilder  legen 
sich,  wie  geometrisch  evident  ist, 
glatt  nebeneinander  und  bedecken 
~>  die  ganze  u- Ebene  einfach  und 
lückenlos,  ohne  sich  irgendwo  über- 
einander zu  schieben  (Fig.  21). 
Damit  ist  fUr  den  hier  betrachteten 
Fall  reeller  Verzweigungspunkte 
der  am  Anfang  von  §  8  erhobene 
Zweifel  beseitigt:  jeder  Punkt  « 
fällt  mir  in  i-insH  der  genannten  Bilder,  und  es  entspricht  ihm  also 
auch  nur  ein  Wert  von  z.  Überdies  entspricht  jedem  stetigen  Wege 
{!,  S  '-i«,  -Will)  in  der  «-Ebene  ein  stetiger  Weg  auf  der  z-Fläche; 
wenn  der  entert'  aus  einem  Bildrechteck  in  ein  benachbartes  über- 
tritt, Uhersclireitet  der  letztere  einen  der  Querschnitte.  Somit  haben 
wir  wenigstens  für  reelle  Werte  der  VerzKeigungspunkte  den  Fun- 
damentabiitz  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bewiesen: 

I.  Die  obere  Grenze  z  des  Integrals  I.  Gattung  ist  eine  eindetiÜge 
Funktion  de»  fn/egralirertes  w,  die  für  alle  endlichen  Werte  voa  u  bü 
auf  Pole  regulär  ist. 

In  allen  Punkten  u,  die  aus  einem  von  ihnen  durch  Addition 
I>eliebiger  gauzzaliHger  Vielfacher  von  2  to^  und  2  to^  hervorgehen, 
nimmt  z  denselben  Wert  an.  z  ist  also  eine  periodische  Funktion 
von  H  (I,  g  41):  und  zwar  nennen  wir  sie  eine  doppeltjieriodische 
Funktion  von  «,  weil  sie  zwei  verschiedene  Perioden  hat  (eine  reelle 
2(u,  und  eine  rein  imaginäre  2»,),  die  nicht  beide  ganzzahlige 
Vielfaclie  einer  und  derselben  dritten  Grüße  sind.  AuBer  in 
diesen  Punkten  nimmt  z  noch  denselben  Wert  au  in  den  Punkten 
—  «  +  2  A,  «I,  -I-  2  A,  ft)j :  diese  entsprechen  niimlicb  bei  der  Abbildung 
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dem  zu  demselben  Werte  von  z  gehörenden  Punkte  des  andere« 
Blattes  der  RiEMANNscIien  Fläche.  Man  erkennt  das  durch  folgende 
t'berlegung:  Wenn  wir  erst  an  «,  .  .  .  a.^,  dann  an  k„  . .  .  «j  spiegeln, 
erbalten  wir  aus  /'„  erst  N^^,  dann  F^.  Dem  entsprechen  in  der 
«-Ebene  erst  eine  Spiegelung  an  0  . .  ■  t», ,  dann  eine  an  0  ,  ,  .  —  tUj. 
Zwei  Spiegelungen  an  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  setzen 
sich  aber  zusammen  zu  einer  Drehung  durch  180°  um  ihren  Schnitt- 
punkt (vgl.  den  Beweis  von  I,  §  13,  XU);  und  eine  Drehung  der 
(-Ebene  um  den  Nullpunkt  durch  180"  ist  das  geometrische  Bild 
der  Vei"wand]ung  von  k  in  —  «  {I,  §  9,  I).  Also  können  wir  den 
Satz  I  durch  folgenden  Znsatz  ergänzen: 

n.  }Hrd  die  untere  Grenze  des  Integrals  u(z)  in  einen  rer- 
zweiffimgipunkt  i/er  Fläche  gelegt,  so  wird  die  obere  Grenze  eine  gerade 
Punktion  den  inteqralwertes. 

Auch  *  =  ^  f(i)  ist  eine  eindeutige  Funktion  von  «,  da  bei 
unserer  Abbildung  jedem  Werte  von  «  nur  ein  Punkt  der  RlEMA^1^- 
Bchen  Fläche  entsprach.  Entgegengesetzt  gleichen  Werten  von  u 
entsprechen  dabei  ilhereinanderliegende  Punkte  der  Fläche;  in 
solchen  hat  demnach  *  auch  entgegengesetzt  gleiche  Werte.  Wir 
kSnnen  somit  sagen: 

KI.  Unter  denselben  Voraussetzungen  ist  s  =  YY(^)  ""'  vnyerade 
ioppeltperiodische  Funktion  des  Integralwertes  u,  die  ebenfalls  in  der 
ganzen  Ebene  bin  auf  Pole  regulär  ist. 

Die  beiden  Sätze  I  und  III  lassen  sich  auch  folgendermaßen 
ausdr&cken: 

IV.  Es  ist  zwar  nickt  möglich,  zu  zwei  durch  eine  Gleichung 
=  f^(z)  oder  =^f^(z')  verbundenen  Variablen  s,  z  eine  „uniformi- 
$ürewle  Variable"  ([,  §  53)  zu  finden,  von  der  n,  z  rationale  Funk- 
tionen wären;  aber  man  Aann  wenigstens  im  Falte  reeller  Verzipeigungs- 
,punkte  eine  solche  ant/eben,  von  der  sie  einde'itige  und  im  Endlichett 
ÜB  auf  Pole  reguläre  Funktionen  sind;  nämlich  eben  den  Wert  des  zu- 
gehörigen Integrals   I.   Gattung, 


%  10.    Fragestellungen  bei  beliebiger  Lage  der  Verzweigungspunitte. 

Anf  den  allgemeinen  Fall  beliebiger  Lage  der  Yerzweigunga- 
irnnkte  lassen  sich  die  Entwicklungen  der  §§  8,  9  nicht  übertragen, 
d&  die  in  dem  sjieziellen  Falle  benutzten  Symmetrieeigenschaften 
liier  nicht  vorhanden  sind.  Man  kann  zwar  auch  dann  das  Bild  der 
jEläche  /"  in  der  «-Ebene  dadurch  zu  erhalten  versuchen,  daß  n*"" 
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seine  Kontur  bestimmt     Da  der  Haaptwert  von  u  auf  der  linki 
Seite  eiues  Schnittes  um  den  zugehörigen  Periodicitäl^niodnl  größer 
ist,  als  auf  der  anderen,  so  kajin  man  schliefen,  daß  diese  Kontur 
aus  vier  Stücken   besteht;  je   zwei  einauder  gegenüberliegende   von 
diese  Stücken    sind    kongruent   und   können   durch   eine  bestimmte 
Parallelverschiebung    miteinander    zur    Deckung    gebracht    werden 
(1,  §  8).     Aber  diese  Stücke  werden  dabei  im  allgemeinen  krumm- 
linig  ausfallen:   und    man    kann    daher   die 
Möglichkeit  nicht  von  vornherein  auescLlieSeu, 
daß   sie  sich   wie  in  Fig.  22  schneiden,  i 
daß    kein   Bereich    zu    Staude   käme, 
kann   nun   freilich  durch   eine   eingehend« 
Untersuchung  direkt  zeigen,'   daß  man  ( 
stets  vermeiden  kann,  daß  es  stets  möglia 
ist,  die  Eückkelirschnitte  auf  dei 
1  zu   legen,  daß  ihre   Bilder  in  der  u-Ebene  gerad-" 
Dann  wird  die  Fläche  auf  ein  geradlinig  begrenztes 


Fig.  2>. 

sehen  Fläche 
tinig  ausfallen. 

Parallelogramm  dieser  Ebene  abgebildet;  und  die  weiteren  Schlüsse 
können    wie  im  Falle   reeller  Verzweigungspnnkte  gezogen  werdi 
Wir  wollen  das  jedoch  nicht  im  einzelnen  durchführen,  sondi 
einen  anderen  Weg  der  Untersuchung  einschlagen.     Wir  haben 
sehen,  daß  die  llmkehrung  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  bu 
reellen  Verzweigungapunkten  durch  eine  doppeltperiodische  Funktion 
mit    einer   reellen    und    einer   rein    imaginären   Periode    geschieht. 
Wir  wollen    nun    in    den    folgenden  Abschnitten  (II — V)  überbau] 
die  Eigenschaften  doppeltperiodischer  Funktionen  untersuchen.   Dal 
wird   sich    zeigen,    daß   diese    Untersuchung    kaum    irgendwie 
einfacht  würde,  weun  man  an  der  Voraussetzung  festhielte,  daß 
Periode  reell,  die  andere  rein  imaginär,  das  „Periodenparallelogrami 
also  ein  Rechteck  sei.     Die   analytischen  Ausdrücke  solcher  Fun] 
tionen,   die   wir  finden   werden,   behalten    vielmehr  ihre  Bedenl 
und   ihre  allgemeinen  Eigenschaften,   wenn   man   ein  bebebiges 
deres  Parallelogramm   zu  Grunde   legt     Sind   wir   so   in   den 
lytischen  Besitz  dieser  allgemeineren  doppeltperiodischeu  Funktion« 
gekommen,  so   hat  es  keine  Schwierigkeit  zu  zeigen,  daß   auch  si( 
Umkehrungen   elliptischer  Integrale   sind,  und  zwar  solcher,  dei 
Verzweigungspunkt«   complexes   Doppelverhältnis  haben  (§§  18,  34] 
Dann    muß   noch    gezeigt  werden,   daß  man   das  Periodenparalleh 
gramm   stets  so   wählen  kann,   daß  durch   die  zugehörigen  doppelt 

'  Vgl.  H.  A.  Schwarz,  ges.  Ahh.  (Berlin  IHÜO),  lid.  II.  p.  big. 
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§  10.    IVageBteUtmg  bei  btiiebiger  Logo  der  Variw--eigunffepunlile.      $1 

periodischen  Funktionen  die  Umkehruug  eines  beliebig  vorgelegten 
«Uiptiscben  Integrals  I.  Grades  geleistet  werden  kann;  das  soll  im 
VI.  Abschnitt  gesciieheu. 

In  dieser  Weise  ist  überhaupt  in  vielen  Fällen  die  Unter- 
suchung komplizierterer  Funktionsbeziehungen  zu  führen.  Das  erste 
ist  die  Entderhung  einer  geeigneten  „unifonuisierenden  Variabein"  m, 
sie  ist  Sache    der   mathematischen   Erfindungskraft,    zuweilen  auch 

Zufalls.  Hierauf  muß  der  Beweis  geführt  werden,  daß  die 
Qbrigen  auftretenden  Größen  wirklich  eindeutige  Funktionen  von  w 
eind.  Zu  diesem  Zweck  beschränkt  man  zunächst  die  Parameter, 
die  neben  den  eigentlichen  Variabein  noch  vorkommen,  auf  solche 
Werte,  daß  dieser  Beweis  sich  mit  Hilfe  der  Methoden  der  kon- 
formen Abbildung  führen  läßt,  von  denen  in  erster  Linie  das 
Symmetrieprinzip  in  Betracht  kommt.  Weiß  man  erst,  daß  man 
mit  eindeutigen  analytischen  Funktionen  zu  thun  hat,  so  kann  man 
sus  ihren  Eigeuschaften  analytische  Ausdrücke  für  sie  ableiteu.  In 
diesen  Ausdrücken  werden  abermals  neben  den  Variabein  gewisse 
Parameter  auftreten,  die  von  jenen  ersten  in  zunächst  nicht  weiter 
bekannter  Weise  abhängen  und  die  zunächst  wie  jene  gewissen 
Kealitätsbedingungen  unterworfen  sind.  Stellt  sich  dann  heraus, 
daß  die  gefundenen  analytischen  Ausdrücke  auch  noch  Bedeutung 
behalten,  wenn  man  diese  Parameter  diesen  Bedingungen  nicht 
■nnterwirft,  so  stellen  sie  Funktionen  von  w  vor,  die  die  Bedingungen 
dea  Problems  auch  in  solchen  Fällen  erfüllen,  welche  die  ursprüng- 
lich eingeführte  Beschränkung  der  gegebenen  Parameter  ausschloß. 
£ndlich  bleibt  noch  die  Frage  zu  erörtern,  ob  man  die  neuen  Para- 
meter immer  so  wählen  kann,  daß  die  ursprünglichen  beliebig  vor- 
igeschriebeue  Werte  erhalten. 

Erst  wenn  so  die  theoretische  Untersuchung  zum  ÄbschloB  ge- 
bracht ist,  kann  man  mit  Aussicht  auf  Erfolg  daran  denken,  aus 
■den  in  ihrem  Laufe  aufgetretenen  mannigfaltigen  analytischen  Aus- 
drScken  die  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  Humerischer  Berechnung 
geeigneten  auszuwählen. 
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ZWEITER  ABSCHNITT. 
Elliptische  Fanktionen. 

§  II.    Definition  doppeltperiodischer  Funktionen. 

VV  ir  beginnen  mit  der  Definition : 

L  Unter  einer  doppeltperiodischen  Funktion  versteht  man  eine  ona- 
ly tische  Funktion  f\u)  einer  complexen  Variabein  m,  welche  zwei  von-- 
einander  unaöhänyiffe  Perioden  besitzt,  d,  h.  (vgl,  /,  §  41)  welche  zwei 
verschiedenen  Funktionalgleichungen  der  Form  genügt: 

1).  /•(«  +  2  io,)  =  /•(«). 

2)  /•(«  +  2  «3)  =  /•(«), 

anter  2  (o^  und  2  lo^  von  u  unabhängige  Größen  verstanden.^ 

In  dieser  Definition  bedarf  noch  der  Terminus  ^^voneinander 
unabhängige  Perioden"  der  Erläuterung.  In  der  Theorie  der  ein- 
fach periodischen  Funktionen  (I,  §  41,  V)  wird  gezeigt,  daß  ans 
dem  Bestehen  einer  Gleichung  der  Form  (1)  das  Bestehen  unendlich 
vieler  anderer  Gleichungen  derselben  Form  folgte  nämlich: 

3)  /•(«  + 2  A^w,  )  =  /•(«) 

für  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  //^.  Wenn  nun  die  Glei- 
chung (2)  schon  unter  den  Gleichungen  (3)  enthalten  ist,  werden 
wir  jedenfalls  2(0^  und  20)3  nicht  als  voneinander  unabhängige 
Perioden  ansehen;  ebensowenig  werden  wir  das  thun,  wenn  etwa{l) 
bereits  unter  den  aus  (2)  folgenden  Gleichungen: 

4)  f{if  +  2  h,  CO,)  =  /•(;/)       (//3  =  ±  1 ,    ±  2,  .  .  .) 

vorkommt 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  aber  nicht  die  einzigen  Glei- 
chungen dieser  Art,  die  aus  (1)  und  (2)  folgen.  Vielmehr  gilt 
allgemein : 

5)  /•(«  +  2Ä,o>j+2//3  0.3)  =  /-(w), 

^  Daß  man  nicht  fiir  die  Perioden  selbst,  sondern  für  ihre  Hälften  eigene 
Zeichen  einführt,  ist  traditionell  und  für  manche  Fonneln  bequem;  daß  man 
der  zweiten  Periode  den  Index  3  ^iebt,  bringt  gewisse  Unbequemlichkeiten, 
aber  auch  gewisse  Vorteile  mit  sich. 


'  11.    Dtfimtion  O/^ppeUptncdiadter  Fwnktitmtn. 


wie  man  erkennt,  wenn  man  k  +  2  Ag  w^  an  Stelle  von  u  in  (3)  ein- 
setzt und  dann  (4)  berücksichtigt.     Mit  andern  Worten: 

IL  Sind  2  w,   und  2  tn^  Perioden  einer  Pttn/t[ioii,  so  sind  auch  alle 
die  Großen: 
6)  2  A,  ö>,  +  2  /(,  w, 

Perioden   dergelben  Funktion,    trenn   Aj,  Aj    irgend  «reiche  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen,  einaehließlich  0,  tind. 

Es  könnte  nun  sein,  daß  anter  diesen  Größen  sich  eine  be- 
finde, von  der  alle  andern  ganzzahlige  Vielfache  wären.  Das  kann 
jedenfalls  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  m,  und  61,  in  einem  reellen 
rationalen  Verhältnis  zu  einander  stehen;  wir  können  aber  auch 
zeigen,  daß  es  dann  immer  der  Fall  ist.  Ist  nämlich  «Jj/oj,  ein 
rationaler  Bruch,  so  sei  er,  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht, 
—  m/71,  wo  m  und  n  zu  einander  teilerfremde  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Nach  einem  elementaren  zahlentheoretischen  Satz  lassen  sich  dann 
(auf  mannigfaltige  Art)  zwei  ganze  Zahlen  \ ,  A,  von  der  Beschaffen- 
heit bestimmen,  daß: 


7) 

7»  A,  +  n  A,  = 

ist     Setzen  wir  dann: 

8) 

A, 

^,,  +  A,  u.^  = 

80  wird 

9)                m  0)  =  m  A,  r„ 

+ 

/  A3  ö),  =  H  A, 

und 

10)              no,  =  nh,o, 

+ 

A3  Wj  =  «  Aj 

nA3<u,  =  w,. 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  unter  den  Größen  (6)  eine,  nämlich 
2iu,  von  der  wegen  (9)  und  (lü)  die  gegebenen  Größen  2u,  und 
2(»j  nnd  folglich  die  sämtÜchen  Größen  (6)  ganzzahlige  VielfJache 
sind;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

Hl.  Stehen  (i\  und  Wj  in  einem  reellen  rationalen  Verhältnis  zu 
einander,  so  sind  die  sämllicken  Uleichungen  (5)  Folgerungen  auf  einer 
einzigen  unter  ihnen,  ^'enn  dann  die  Funktion  nicht  etwa  außer  diesen 
Perioden  noch  andere  hat,  wird  nie  als  einfach,  nicht  als  Hoppelt- 
periodisck  zu  bezeichnen  sein. 

Der  nächste  Fall,  der  sich  hier  anschließen  würde,  ist  der  eines 
reellen  irrafiona/en  PeriodenTerhäituisses ;  man  kann  aber  zeigen,  daß 
dieser  Fall  bei  eindeutigen  analgtiscken  Funktionen  niemals  eintreten 
kann.     Ist  nämlich    das  Periodenverhältnis  0)3/ ("i    iu  einen  Ketten- 
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bruch  entwickelt  und  fii/n  ein  Näherungsbruch  desselben,  so  ist  nach 
einem  bekannten  Satze  :^ 


•  Wt       m  1   ^   1 
i  <  -  > 

I  A  I 

also: 

I       ■        ■ 

Ct),      I 


1 1)  n  o>3  —  wi  o>j     < 


ft 


Ist  nun  (0^1 0)^  irrational,  so  bricht  die  Kettenbruchentwicklong 
niemals  ab,  die  Nenner  der  Näherungsbrüche  überschreiten  jede 
Grenze.  Dann  würde  aus  (11)  folgen,  daß  unter  den  Perioden  der 
Funktion  auch  solche  vorkommen,  die  dem  absoluten  Betrag  nach 
kleiner  sind  als  eine  noch  so  kleine  vorgegebene  Zahl,  daB  also  die 
Funktion  einen  und  denselben  Wert  in  jedem  noch  so  kleinen  Be- 
reiche beliebig  oft  annimmt  Das  ist  aber  I,  §  39,  X  bei  einer 
eindeutigen  analytischen  Funktion  niemals  der  Fall;  also  folgt: 

IV.  Es  giebt  keine  eindeutige  analytische  Funktion  einer  complexen 
Veränderlichen  mit  zwei  Perioden,  deren  Verhältnis  reell  und  wto- 
tionell  wäre. 

Wir  haben  uns  demnach  nur  mit  dem  Falle  weiter  zu  be- 
schäftigen, daß  das  Periodenverhältnis  nicht  reell  ist  und  können 
demgemäß  Definition  I  durch  den  Zusatz  ergänzen: 

V.  yils  voneinander  unabhängig  gelten  zwei  Perioden  ^  wenn  der 
imaginäre  Bestandteil  ihres  Quotienten  von  0  verschieden  ist     ' 

§  12.    Das  Periodenparallelogramm. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Strecken  0  .  .  .  2  (i>j   und  ü  .  .  .  2  0J3  von  0  und  n  verschieden;   wir 

können  über  ihnen  ein  wirkliches  Parallelo- 
gramm, das  „fundamentale  PeriodenparaUeUh 
gramm'^,  konstruieren;  seinen  vierten  Eick- 
punkt  bezeichnen  wir*  mit  —  2ek>j,   sodaß 

1)  ö>i  +  «2  4-  o>   =  0 

Fig.  23.  12  8 

ist. 

^  Man  A'gl.  etwa  das  Handbuch  der  Algebra  von  J.  A.  Sebabt  (deutaeh 
von  Webtueim,  2.  Aufl.  Leipzig  1878),  Bd.  1,  Nr.  5. 

'  Abweichend  von  Weiebstrass  und  seinen  Schülern,  die  co«  «  04  +  «, 
setzen,  aber  in  Übereinstiiumung  mit  J.  Tannery  et  J.  Molk,  äl^ments  de  1b 
th^orie  des  fonctions  elliptiques,  Paris  1893  ff.,  sowie  E.  Study,  I/eipi.  AbL 
20,  1898. 


§  J2.    Das  PBriodei^taralUlogramm. 

Ziehen  wir  dnrch  die  6a.mtlic)ien  Punkte  2  Aj  w,  fllr  alle  posi- 
tiven und  negativeu  ganzzahligen  Werte  tol  A,  Paraileien  zur 
zweiten  Seite  dieses  Paralielograiums ,  ebenso  durch  alle  Punkte 
2Ajf>ij  Paralleleu  zur  ersten  Seite,  so  wird  schließlich  die  ganze 
Ebene  einfach  und  lückenlos  mit  einem  Netz  von  Parallelogrammen 
überdeckt,  die  wir  alle  auch  aU  Periodenparalldngramm'!  bezeichnen. 
Die  Knotenpunkte  dieses  Netzes  oder  Gitters  sind  die  Periodenpvnkle, 
d.  h.  diejenigen  Punkte,  die  die  Größen  §  1 1,  (6)  geometrisch  darstellen. 

I.  Zwei  Punkte  vergchiedener  Periodenparallelogramme ,  die  zu- 
sammen fallen,  ireiitt  man  das  eine  mit  dem  andern  durch  ParalM- 
verschiebung  zur  ßeckuntf  bringt,  heißen  „äquivalent"  oder  (mit  Über- 
tragung einer  in  der  Zablentheorie  üblichen  Bezeichnungsweise)  „äob- 
gruent  mndulis  Perioden". 

Die  Diflerenz  der  zu  zwei  solchen  Punkten  gehörenden  com- 
plexen  Zahlen  ist  nämlich  eine  Periode  (nach  I,  §  5).  Man  schreibt 
dann  auch  wohl  wie  in  der  Zahlentheorie: 


2) 


«,  ^  w,    (raodd,  2  ru 


2S) 


statt  fig  =  w,  +  2  A,  w,  +  2  Ag  Wj. 

Elementar  geometrische  Überlegungen  ergeben  die  Sätze: 

U,  Zu  jedem  Punkte  der  Ebene  findet  sieh  im  fundamentalen 
Periodenparallelogramm  ein  iiqnivalenter. 

HT.  Zteei  verschiedene  Punkte  deg  fundamentalen  Periodenparallelo- 
gramms sind  niemals  :u  einander  üfpiioalent. 

Diese  Sätze  gelten  ausnahmslos,  wenn  eine  geeignete  Festsetzung 
darüber  getroffen  wird,  inwieweit  zu  dem  fundamentalen  Perioden- 
parallelogranun  auch  die  Punkte  seiner  Begrenzung  mitgerechnet 
werden  solleo;  etwa  die  folgende; 

IV.  Von  dem  Nande  des  fundamentalen  Periodenparollelogratnma 
sind  nur  die  beiden  in  0  zusammenstofienden  Seifen.  ausuchUeßUch  der 
Eckpunkte  2f}^  und  2«,,  mitzurechnen. 

In  diesem  Sinne  sind  die  Worte:  .,ini  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm'' im  folgenden  stets  zu  verstehen. 

Analytisch  formulieren  sich  die  letzten  Überlegungen  folgender- 
maßen: Werden  die  Perioden  in  ihren  reellen  und  imaginären  Be- 
standteil gespalten: 

3)  2  w,  =  fl,  +  6, 1,      2  w,  =  äj  +  A3  (", 

80  ist  nach  Voraussetzung  (§  II,  V)    a,:ij  ^a^:b^,    also: 


■<) 


-fi  =  a,  4, 


r,  S,  4=  ü. 
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Man  kann   demnach  die   beiden  E}inheiten  1  und  i  folgend«! 
maßen  linear  mit   reellen  Koeffizienten   durch  2b)^   und   1 
drücken; 

_    2  6,  M,  ~  2  6,  61,        .  _     -  3  n,  61,  +  2  d,  lUj 


5)  1  = 

V.   Infolffedetsen   kann  jede  camplere  Größe  u  auf  eine,  und 
auf  eine    ff  eise  in  der  Form:  « 

6)  .,  =  2äw,  +  2(«, 

dari/eitelll  werden,  in  der  s  ujui  l  reelle  Zahle«  bedeuten  sollen. 

Den  Piinkten   des  fundamentalen  Periodeuparollelogramms  g< 
hören  dabei  diejenigen  coroplexen  Werte  u  zu,  bei  deren  Daratellui 
in  dieser  Form  s  und  (  ponitive  echte  Brüche  werden ;  und  die  obeO' 
gegebene    Festsetzung,   die   Kandpunkte    betreuend,    kommt    darauf 
liinaus,  daß  hier  die  Null,  aber  nicht  die  Eins  mit  zu  den  positiven 
echten  Brüchen  gerechnet  werden  soll. 

Ist  irgend   ein  Punkt  in   der  Form  (6)  dargestellt  und  werde 
dann; 

7)  s  =  Aj  +  «„ ,      t^kj-i-tg 
in  die  ganzen  Zahlen  h^.  h^   und  die  echt«n  Brüche  s^,  i^  gespaJtei 
so  iat: 

8)  Mo  =  2  «(,  üJj  +  2  ^^,  «3 

der   zu  u   äquivalente   Punkt  des  fundamentalen  PeriodenparalleU 
gramms. 

§  13.    Nichtexistenz  ganzer  doppeltperiodjscher  Funktionen; 
elliptische  Funktionen. 

Da  wir  (I,  g  41)  ganze  einfach  periodische  Funktionen  kennet) 
gelernt  haben,  liegt  es  nahe,  auch  die  Theorie  der  doppeltperio 
dischen  Funktionen  mit  der  Frage  nach  ganzen  solchen  Funktionen 
zn  beginnen.  Aber  die  Antwort  auf  diese  Frage  lautet:  es  giebt 
deren  keine.  Denn  wenn  eine  Funktion  im  ganzen  fundamentale! 
Periodenparallelogramm  und  auf  seinem  Rande  regulär  ist,  bleib 
ihr  absoluter  Betrag  dort  überall  unter  einer  angebbaren  Grenze  Ä 
Ist  die  Funktion  außerdem  doppeltperiodiaoh,  so  bleibt  ihr  absolute 
Betrag  {wegen  §  12,  II)  auch  in  jedem  andern  Periodenparallelo« 
gramm  unterhalb  M,  folglich  auch  innerhalb  eines  Kreises  von  b» 
Üebig  großem  Badius  II.  Daraus  folgt  aber  (vgl.  den  Beweis  de« 
Satzes  IV  in  I,  §  44),  daß  die  Koeffizienten  ihrer  MACXiAüBiKSchei 
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Reihenentwicklung  dem  absoluten  Betrage  nach  bfezw.  kleiner  sind 
ala  MR^".  Da  hier  li  beliebig  groß  genommen  werden  kann,  M 
aber  von  R  unabhängig  ist,  so  folgt,  dab  alle  diese  Koeffizienten, 
bis  anf  den  ersten,  gleich  0  sind.  Mit  andern  Worten,  es  gilt  der 
,fir»te  Ltoi!viLt.e»chf  Satz": 

I.  £rne  doppeltperiodischn  Funktion,  die  zugleich  eine  ganze 
transscendente  Funktion  ist,  ist  notiDendiff  eine  Koiutante. 

Wir  wenden  uns  deswegen  zum  nächst  einfachen  Fall,  indem 
wir  definieren: 

n.  Unter  einer  elliptischen  Funktion  verstehen  wir  eine  doppelt- 
periodische  Funktion,  die  in  der  ganzen  Ebene  bis  auf  Pole  regulär  ist^ 

Eine  solche  Fonktion  hat  dann  im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm  nur  eine  endliche  Anzahl  Pole  (I,  §  43,  IV;  §  68). 
Wir  definieren  weiter: 

III.  Unter  der  Ordnungszahl  einer  doppeltperiodischen  Funktion 
verstehen  icir  die  Anzahl  der  Pole,  die  sie  im  fundamentalen  Perioden- 
Parallelogramm   hat;    ein    m-facher   Pol  ist  dabei  für   m   einfache   zu 

Dann  können  wir  Satz  I  auch  so  auasprechen: 

IV.  Eine   elliptische  Funktion    nuUter  Ordnung   ist  eine  Konstante. 
Wie  aus  der  Definition  hervorgeht,  ergeben  Summe,  Difl'erenz, 

Produlrt,  Quotient  zweier  elliptischen  Funktionen  desselben  Perioden- 
parallelogramms stets  wieder  eine  solche  Funktion.  Man  kann  diese 
Eigenschaft  mit  einem  in  der  Zahlentlieorie  gebrtiuchhchen  Terminus 
BO  ausdrücken: 

V.  Sie  elliptischen  FStnktionen  eines  und  desselben  PeriodenparaUela- 
gramms  bilden  einen  FunktionenhSrper, 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  Differenz  zweier  solchen  Funktionen 
and  aus  Satz  1  folgt  noch: 

VI.  H'enn  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben  Perioden  die- 
selben Pole  haben  und  wenn  für  jeden  Pol  die  Glieder  mit  negative» 
Potenzen  in  den  Entwicklungen  beider  tStnAHonen  übereinstimmen,  unter- 
scheiden sich  beide  Funktionen  nur  um  eine  additive  Konstante. 


§  14.    Der  Satz  von  dar  Summe  der  Residuen. 

Die    allgemeinen    CAOCHi'schen   Sätze   (I,  §  45;  46)   geben    ffir 
die  elliptischen  Funktionen  spezielle  Formulierungen,  wenn  mau  sie 

'  Spfiter  wird  aach  von  „elUpliBchen  Fauktionen  zweiter  und  drittel'  Art" 
lUfl  Kede  eein;  diese  fallen  nicht  unter  die  hier  gegebene  Definition, 
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auf  ein  Period^nparallelogramm  anwendet  und  die  aoftretenden 
Integrale  mit  Hilfe  der  Periodicitätseigenschaften  aaswertet.  Dabei 
tritt  eine  Schwierigkeit  auf,  wenn  Pole  der  zu  integrierenden 
Funktion  auf  dem  Bande  des  Periodenparallelogramms  liegen;  denn 

dann  werden  die  Integrale  unbestimmt.  Wir 
^"t     können  das  aber  immer  vermeiden,  indem  wir 

um  ein  Parallelogramm  mit  den  Ek^ken: 

*^^*^t        1)      a,    a  +  2  Wj,    a  —  2  Wj,    a  +  2  «3 

herumintegrieren  und  dabei  den  Punkt  a  so 
wählen,  daß  auf  dem  Bande  dieses  Parallelo- 
gramms kein  Pol  der  Funktion  liegt  Das  ist  stets  möglich^  da 
nach  der  Voraussetzung  §  13,  11  in  jedem  endlichen  Bereiche  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Polen  der  Funktion  liegt 

I.  Auch  ein  solches  Parallelogramm  hat  die  Eigenschaftj  daß  sich 
zu  jedem  Punkte  der  Ebene  ein,  und  nur  ein  äquivalenter  in  ihm 
vorfindet, 

vorausgesetzt,  daß  man  über  die  Eandpunkte  eine  analoge  Fest- 
setzung trifft,  wie  §  12,  IV. 

Wir  können  dann  jedes  um  den  Band  des  Parallelogramms  zu 
erstreckende  Integral  in  vier  Teilintegrale  zerlegen,  die  über  je  eine 
seiner  vier  Seiten  zu  erstrecken  sind.  Dabei  wird  es  für  das  Vor- 
zeichen nicht  gleichgültig  sein,  in  welcher  Aufeinanderfolge  die  vier 
Ecken  bei  einem  positiven  Umlauf  (I,  §  29,  IV)  um  das  Innere  des 
Parallelogramms  getroffen  werden.  In  dieser  Hinsicht  treffen  wir 
folgende  Festsetzung,  die  durch  das  ganze  Heft  hindurch  aufrecht  w- 
halten  werden  wird: 

n.  Die  Endpunkte  (I)  sollen  in  der  angegebenen  Beihenfolge  ge- 
troffen  werden^  icenn  man  den  Band  des  Parallelogramms  in  positivem 
Sinne  umläuft. 

Diese  Festsetzung  ist  mit  jeder  der  beiden  folgenden  gleich- 
bedeutend: 

HL  Die  Sirecke  0  ,  ,  .  w^   soll  links  von  0  .  ,  ,  w^  liegen  (ebenso 
wie  ()...«  links  von  0  ...  1  liegt,  I,  §  4); 
oder 

IV.  Der  Quotient 

2)  (üJ(0^=^T 

soll  einen  positiven  imaginären  Bestandteil  haben. 

Wir  können  diese  Festsetzung  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
treffen,  da  wir  ja  andernfalls  die  Bezeichnungen  co^  und  0^3  ver- 
tauschen können. 
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Das  um  den  Rand  des  Parallelogramms  in  positivem  Sinne  zu 
erstreckende  Integral  ff[u)  du  zerfällt  dann  in  die  vier  Teilintegrale 

a  +  2cux  a  —  2o>t  a  +  2a>s  a 

3)  jfiu)  du+  ff(u)  du+  Jf{u)  du+  ff{u)  d  K, 

a  a  +  2a>i  a  —  2<u«  a  +  2a>s 

deren  jedes  auf  geradem  Wege  zu  nehmen  ist.    Das  dritte  dieser 
Integrale  geht  durch  die  Einfährung  der  neuen  Integrationsvariabein 


ü  =  ?i  —  2  o>3  über  in: 


f{v  +  2fo,)dv, 

ebenfalls  auf  geradem  Wege  zu  nehmen;  und  das  ist  wegen  der 
vorausgesetzten  Periodicität  der  Funktion  /': 

a 

=  ff(v)dv, 

a  +  2a>, 

also  entgegengesetzt  gleich  dem  ersten  der  vier  Integrale  (3).  Ebenso 
wird  gezeigt,  daß  das  zweite  entgegengesetzt  gleich  dem  vierten  ist 
Die  Summe  aller  vier  Integrale,  mit  andern  Worten,  das  ff[u)du^ 
genommen  um  den  ganzen  Rand  des  Parallelogramms,  ist  also  Null; 
und  hieraus  und  aus  dem  Satze  I,  §  45,  III  ergiebt  sich  der  zweite 
LiouviLLESche  Satz: 

V.  Die  Summe  der  Residuen  einer  elliptischen  Funktion  in  den 
sämtlichen  Polen,  die  im  Innern  eines  Parallelogramms  mit  den  Ecken 
(1)  liegen^  ist  stets  gleich  Null, 

Der  Satz  überträgt  sich  von  dem  genannten  Parallelogramm 
sofort  auf  das  fundamentale  Periodenparallelogramm,  wenn  man  für 
die  etwa  auf  seinem  Rande  gelegenen  Pole  die  §  12,  IV  getroffene 
Festsetzung  beachtet 

Ein  wichtiges  Eorollar  des  Satzes  II  ist: 

VI.  £s  giebt  keine  elliptische  Funktion  erster  Ordnung. 

Denn  eine  solche  müßte  in  ihrem  einzigen  Pole,  der  ein  ein- 
facher sein  müßte,  das  Residuum  0  haben;  dann  wäre  es  aber  eben 
kein  Pol. 

§  15.    Der  Satz  von  den  Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole. 

Ist  f{u)  eine  elliptische  Funktion,  so  überzeugt  man  sich  durch 
Differentiation  der  definierenden  Relationen  (§  11,  1,  2),  daß  auch 
f'{fi)lf{u)  eine  solche  ist     Die  Residuen  dieser  letzteren  Funktion 
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sind  aber  gleich  den  Ordnungszahlen  von  f{u)  {I,  §  20,  IV;  §  46, 
n,  ni).  Wenden  wir  also  den  Satz  V  des  §  14  auf  die  BHinktion 
r{u)lf{u)  an,  so  erhalten  wir  flir  die  Funktion  f(u)  das  Besoltat, 
daß  die  Summe  ihrer  Ordnungszahlen  im  Periodenparallelogramm 
gleich  Null  ist;  mit  andern  Worten,  wir  erhalten  den  dritten 
LiouriLLESchen  Satz: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  hat  im  Periodenparallelogramm  ebenso- 
viel ISullpunkte  als  Pole 

oder: 

I  a.  Jede  elliptische  Funktion  w'**"  Ordnung  hat  im  Periodenparallelo- 
gramm  gerade  n  Nullpunkte. 

Wenden  wir  diesen  Satz,  statt  auf  die  Funktion  f[u)  auf  die 
Funktion  f\u)  —  c  an,  so  sehen  wir: 

IL  Jede  elliptische  Funktion  n'*''  Ordnung  nimmt  im  Perioden'- 
Parallelogramm  jeden  vorgeschriebenen   Wert  c  gerade  n-mal  an. 

Der  Ausdruck:  eine  Funktion  nimmt  in  einem  Punkte  a  den 
Wert  c  gerade  Ä-mal  an,  ist  dabei  ebenso  zu  verstehen,  wie  in 
I,  §  46,  VI. 

§  16.    Die  Relation  zwischen  den  Lagen  der  Nullpunlcte 

und  der  Pole. 

Zum  Schluß  dieser  allgemeinen  Erörterungen  wollen  wir  noch 
den  Satz  I,  §  46,  XI  auf  eine  elliptische  Funktion  f(u)  anwenden. 
Zerlegen  wir  das  um  den  Rand  eines  Parallelogramms  zu  erstreckende 
Integral 

r  M 


f 


u    ,-    -du 


wie  in  §  14  in  vier  Teile  und  nehmen  die  entsprechende  Umformung 
vor,  so  erhalten  wir  für  den  dritten  Bestandteil: 

"  "A/'f  du  =  f(.  -  2 ..,)  '"-/'•^-  dv. 
J        f(u)  J  ^  •"  f(r) 

Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Bestandteils  wird  also: 
1)  =  2  o»,/^  dv  =  2  «3  {log  A«  +  2  «,)  -  log  A«)}- 

a 

.  Nun  ist  zwar  f[a  +  2fo^  =  f\ä)\  aber  daraus  darf  man  nicht 
Bchließen,  daß  hier  auch  \ogf{a  +  2ro^,^\ogf{a)  gesetzt  werden 
dürfe.    Denn  wenn  für  \og f{a)  ein  bestimmter  Wert  der  unendlich 


vieldeutigen  Funktion  Logaritlimus  gewählt  ist,  kann  der  Wert  von 
log/'(fl  +  2(d)  niclit  mehr  willkürlich  gewählt  werden,  sonderu  es 
ist  derjenige  Wert  za  nelimen,  der  aus  dem  ersteren  durch  stetige 
Fortsetzung  längs  des  vorgeschriebenen  geradlinigen  Integrations- 
weges  entsteht;  und  dieser  ist  mit  dem  ersten  nicht  identisch,  wenn 
das  Bild  dieses  Weges  in  der  Ebene  der  complexen  Größe  z  =  f{u) 
den  Nullpunkt  dieser  Ebene  umwindet  (I,  §  54,  XI;  §  56,  IT).  Doch 
stört  uns  diese  Unbestimmtheit  liier  nicht;  denn  jedenfalls  ist  die 
Differenz  der  beiden  Werte  i:in  ganzzaliüges  Vielfaches  von  2  n  i. 
Die  Summe  des  ersten  und  dritten  lutegrata  beträgt  also: 

ebenso  die  des  zweiten  und  vierten: 

2üj,.2A,3i; 

Aj  und  A3  bedeut«n  dabei  ganze  Zahlen,  über  die  nichts  weiter  aus- 
gesagt werden  kann,  solange  von  der  Funktion  /'(h)  nichts  weiter 
bekannt  ist.  Werden  dann  die  Nullpunkte  vou  /'(«)  im  Perioden- 
parallelogramm mit  flj,  Oj  .  .  .  fl„,  die  Pole  mit  Äj,  Aj  - .  .  i„  bezeiclinet, 
80  ergiebt  I,  §  46,  XI  die  (jleichuug: 

oder  mit  Anwendung  der  §  12  (2)  erklärten  Schreibweise  die  Kon- 
^.gruenz; 

;8)  2*^-2*'  {modd.  2w,,  2w,), 


Also  den  vierten  LiouviLLEschen  Salz: 

Die  Summe  der  Nullpunkte  einer  ßllipCisckeit  Funktion  im  Feriodea- 
i  Parallelogramm  i»t  kongntent  z\tr  Summe  ihrer  Pole. 

Wie  ans  der  Ableitung  dieses  Satzes  hervorgeht,  gilt  er  auch 
I  für  mehrfache  Nullpunkte  oder  Pole;  man  mutJ  nur  jeden  solchen 
[  Funkt  so  oft  in  die  betreö'ende  Summe  aufnehmen,  als  seine 
[  Ordnungszahl  angiebt.  —  Übrigens  kann  man  in  (3}  auch  das  Gleich- 
heitszeichen setzen,  wenn  man  einen  der  Nullpunkte  oder  Pole,  die 
I  dem  ins  Auge  gefaßten  Periodeuparallelogramm  angehören,  durch 
[  einen  zu  ihm  kongruenten  Punkt  ersetzt,  der  ja  auch  Nullpunkt, 
I  bezw.  Pol  der  betrachteten  elliptischen  Funktion  sein  muH. 
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§  17.    Bildung  der  Funktionen  p  u  und  p'  ?<. 

Wir  haben  bisher  eine  Reihe  von  Eigenschaften  elliptischer 
Funktionen  abgeleitet,  ohne  noch  gezeigt  zu  haben,  daß  es  wirklich 
zu  jedem  vorgelegten  Periodenparallelogramm  solche  Funktionen 
giebt.  Wir  müssen  diesen  Beweis  jetzt  dadurch  führen,  daß  wir 
nach  Weierstrass  analytische  Ausdrücke  solcher  Funktionen  ex- 
plicite  aufstellen.  Die  Kenntnis  der  bereits  abgeleiteten  Sätze  wird 
uns  dabei  vergebliche  Versuche  ersparen.  Nach  §  13,  I  müssen 
die  zu  bildenden  Funktionen  notwendig  Pole  haben;  also  kommen 
die  Entwicklungen  in  Partialbruchreihen  (I,  §  51)  in  Betracht.  Wir 
dürfen  annehmen,  ein  Pol  liege  bei  i«  =  0,  da  wir  dies  durch  Ein« 
führung  von  u  —  c  an  Stelle  von  u  immer  erreichen  können.  Dann 
müssen  auch  alle  zu  ?£  =  0  kongruenten  Punkte,  also  alle  die  Punkte: 

1)  1/7  =  2  Aj  ft>j  +  2  A3  6>3     (/ij ,  A3  =  0,  ±1,  ±  2  . . .) 

Pole  sein ;  und  wir  haben  vor  allem  zu  fragen,  ob  sich  ein  Exponent  it 
so  bestimmen  läßt,  daß  die  Reihe: 

9N  2'^^!"'* 


w 


erstreckt  über  alle  Werte  w  mit  Ausnahme  ^  von  ?r  =  0,  konvergiert* 
Man  zeigt  folgendermaßen,  daß  das  zwar  noch  niclit  für  n  =  2,  wohl 
aber  für  n  =  3  der  Fall  ist. 

Der  Nullpunkt  ist  Mittelpunkt  eines  aus  vier  Parallelogrammen 
bestehenden  größeren  Parallelogramms;  sämtliche  Punkte  der  Be» 
grenzung  dieses  letzteren  haben  von  ihm  einen  Abstand,  der  zwischen 

zwei  leicht  angebbaren  Grenzen  r  und  It 
liegt  (vgl.  Fig.  25).  Auf  dieser  Begren-» 
zung  liegen  acht  Punkte  ?r;  für  jeden 
von  ihnen  ist: 

Fig.25.  ^        '•  =  '"'    ^^- 

Diesen   Kern   umgiebt   ein    Kranz    von 

Periodenparallelogrammen,  auf  dessen  äußerer  Begrenzung  zweimal 

acht  Punkte  w  liegen;  für  sie  alle  ist: 

2  r  :^  i  ir  !  :^  2  i?. 


^  Auf  solche  Ausnahmen  wird  hier  und  im  folgenden,  ebenso  wie  I,  §  52, 
durch  den  Accent  am  Snmmenzeichen  aufmerksam  gemacht. 
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An  diesen  schließt  sich  ein  zweiter  solcher  Kranz,  mit  dreimal  acht 
Punkten  w  auf  seiner  äußeren  Begrenzung,  für  die: 

3r  <  |ir|  <  3Ä; 

u.  s.  w.    Da   auf  diese  Weise  sämtliche  Punkte  lo  nach  und  nach 
erhalten  werden^  so  kann  man  einerseits  schließen: 

I.  Die  Glieder  der  Reihe  (2)  sind  bezw.  nicht  kleiner  als  die  ent" 
sprechenden  Glieder  der  Reihe: 


_8_         2.8 


.     3.8     ,  8    f-    ,       1       ,       1       ,         1 


R'        (2  Ä)" 

da  diese  Reihe  für  ti  =  2  divergiert  j  divergiert  auch  die  Reihe  (2) 
für  n  =  2. 

Andrerseits  folgt: 

n.  Die  Glieder  der  Reihe  (2)  sind  bezw,  nicht  großer  als  die 
entsprechenden  Glieder  der  Reihe: 

8,2.8,3.8,  8     f  -    ,        1       ,       1       ,         \ 

da  diese  Reihe  für  n  =  3  konvergiert  j  konvergiert  auch  die  Reihe  (3) 
für  n  ==  3. 

Infolgedessen  können  wir  eine  eindeutige  analytische  Funktion 
von  M,  die  die  Punkte  w  zu  dreifachen  Polen  hat,  definieren  durch 
die  Gleichung: 

Wollen  wir  aber  eine  Funktion  bilden,  die  die  Punkte  m?  nur 
zu  zweifachen  Polen  hat,  so  können  wir  nicht  einfach  die  Reihe 
^{u  —  ur)^^  ansetzen,  da  diese  nicht  konvergieren  würde;  wir  müssen 
vielmehr  nach  Anleitung  von  I,  §  51,  Gleichung  (13)  aus  der  Glei- 
chung (2)  die  folgende  ableiten(Xw-tt  ^-w4.^*^i.r^  ^ym-^^tL^  0   ^^^^^J: 

Durch  diese  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  zwei  Funktionen  de- 
finiert, die  in  der  Beziehung: 

K\  dpu  , 

zu  einander  stehen;  wir  müssen  noch  zeigen,  daß  diese  Funktionen 
wirklich  doppeltperiodisch  sind.  Von  der  Funktion  p  u  ergiebt  sich 
das  direkt  aus  ihrer  analytischen  Darstellung  (3)  selbst.    Denn  wenn 
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man  u  um  irgend  eine  Periode  vermehrt,  werden  die  Glieder  der 
Beihe  (3)  nur  untereinander  vertauscht;  dadurch  wird  aber  der  Wert 
der  Beihe  nicht  geändert,  da  sie  ja  unbedingt  konvergiert  Auf  die 
Beihe  (4)  können  wir  diesen  Schluß  nicht  anwenden ,  da  in  ihr  die 
durch  die  Klammer  verbundenen  Glieder  nicht  auseinandergerissen 
werden  dürfen.    Wir  können  aber  aus  der  Gleichung: 

6)  p'[u  +  2co,)=p'{u), 

durch  Integration  ableiten: 

und  folgendermaßen  zeigen,  daß  die  Integrationskonstante  C  gleich 
Null  sein  muß:  Wie  aus  ihrer  Definition  durch  die  Beihe  (4)  hervor- 
geht, ist  die  Funktion  pu  eine  gerade  Funktion  ihres  Arguments;^ 
denn  zu  jeder  Größe  w  findet  sich  unter  ihnen  auch  die  entgegen- 
gesetzte, und  die  zu  zwei  entgegengesetzten  Werten  von  w  ge- 
hörenden Glieder  der  Summe  vertauschen  sich  einfach,  wenn  man 
u  durch  —  u  ersetzt.     Es  ist  also  auch 

8)  •;^K)  =  /^(-ö>i); 

und  zwar  ist  po)^  jedenfalls  ein  endlicher  bestimmter  Wert  Denn 
pu  ist  nach  seiner  Definition  und  dem  Satze  I,  §  51,  HI  überall 
regulär,  außer  in  den  Periodenpunkten.  (Zu  diesen  gehört  (o^  sicher 
nicht;  denn  wäre  «^  =  2^^  «^  +  2Ä3  w^,  so  wäre  das  Verhältnis 
Wj/rfij  reell  und  rational,  gegen  die  Voraussetzung.)  Setzen  wir 
aber  in  Gleichung  (7)  t£  =  —  w^,  so  folgt: 

Das  kann  mit  (8)  nur  zusammen  bestehen,  wenn  C  =  0  ist  —  Für 
2(03  ^^  derselbe  Schluß;  also  können  wir  zusammenfassend  sagen: 

ni.  Durch  die  Reihen  (S)  und  {4)  sind  in  der  That  zu  jedem 
nicht  reellen  JFerte  des  Periodenverhältnisses  zwei  elliptische  Funktionen 
—  eine  dritter j  die  andere  zweiter  Ordnung  —  dargestellt 

Man  erhält  noch  eine  bemerkenswerte  Gleichung,  wenn  man  die 
Gleichung  (3),  statt  zwischen  den  Grenzen  0  und  w,  zwischen  den 
Grenzen  u  und  u  +  v  integriert,  nämlich: 

9)  piu  +  v)  -^pu^  V  I  ------l— -  -      Ji      .1 . 


'  Auch  aus  §  16,  3  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung. 


§  18.    Diu  IHfferenUaigleichung  der  Funktion  p  u. 


45 


Wie  aus  ihrer  Definitioii  berrorgeht,  genügeii  die  Funktionen 
pu,  p'h  filr  jeden  Wert  von  m  den  Gleichungen; 

10)  p[mu\mi»„  m6,,)  =  ™-V(«j'«„  'o,). 

11)  p  {mu\mlu^,  rmo^  =  m-^p'{H\oiy,  ta^. 
Mau  pflegt  das  so  anszudrückei] : 
rV.  p  u  und  p'  u  sind  homogene  Funktinnen  der  drei  Variahein  h, 


!  Grade   - 


,  bezw. 


-3. 


§  18.    Die  DiflTerentiaigleichung  der  Funktion  pu. 

Zwischen  den  Funktionen  p  u  und  p  u  besteLt  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  h  luiabbängigen  Koeffizienten,  die  wir  folgender- 
niaßen  ableiten: 

Zunächst  stellen  wir  die  (für  eine  gewisse  Umgebung  des  Null- 
punkts geltende)  Entwicklung  von  p  u  nach  Potenzen  von  u  auf.  Nach 
I,  §  50,  ni  dürfen  wir  dazu  die  einzelnen  Glieder  der  zur  Definition 
von  p  u  dienenden  Reihe  nach  Potenzen  von  u  entwickeln  und  dann 
die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von   m  zusammenfassen.     So  er- 

jn  wir  zunächst: 

Iq  dieser  Entwicklung  sind  jedoch  die  EdeffizieDt«n  ungerader 
Potenzen  von  u  sämtlich  =  0.  da  zu  jedem  w  auch  das  entgegen- 
gesetzte vorhanden  ist'     Wir  können  also  schreilien; 

2)  p„  =  «-=+_|^c.«=--  = 

und  erhalten  dann: 

8)  /„--2„-"+_|;(2.-2)c.„"->. 

Für  bestimmte  Vielfache  der  beiden  ersten  Koeffizienten  c  hat 
man  besondere  Zeichen  eingeführt;  man  setzt  nämlich: 

4)  .9,  =  2Uc,  =  m-^w-K 

5)  y,  =  28<'3=  1402'"'"^- 
Biese  Größen  ^,  und  g^  sind  also  homogene   Funktionen  von 

oij  und  Wg,  ff^  vom  Grade  —  4,  g^  vom  Grade  —  6. 

'  Man  beachte  auch,  dafi  kein  von  u  freiee  Glied  auftritt:  ea  ist  daa  durch 
die  Verfngnng  über  die  Integrationsk  ob  staute  beim  Überg&ng  von  p'  u  exi  pu 


^•1 ''•»■•       ^T"""      •»»■^      •^^^f   • 


F:ziö:!l 


{3j   können 
/«  badoL 


zj-rr.*:   -'rcy-qiyrj-   -•=*>» 


Um^baBg  TOD 

dieselbe),  so 


!*•  ^''-  ,^ 


—  »■ 


Ä 


14 


_  i?.,*-.  i?L,^ 


4r    .  =  1  —    .-'=1*  —  ' '?  i"* 


.  ^-  4-'»  - 


.  a    .      1     -^      ^"^    •  -     ^" 


•  •*  i-   ^^  «  «^s «  Jfe^k  «  ^p»  ^^^  «        ^^^  ^^^M    «h  ^b  ^  ^^  ^^ 


•■,*•         ^  ^1 


a£rKS2e&  Pankten. 
b  13.  IT  eiae  Koo- 
'K«ri»;^«B&  indem 


.  I 


.     •     «   « 


-\ 


^  **i«   «b   ^  -  w      «»  ^  ««  %     ^ 


'S  ri  >.-»     r  . 

.•1   %.»Ä'S1        II. 


A  Bi  i'9j  wtf^ 
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Zu  beachten  ist  aber  dabei,  daß  ff,  und  ^.^  hier  nicht  unab- 
hängige Parameter  bedeuten,  die  man  nach  Belieben  wählen  kann. 
sondern  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  als  Funktionen  der 
Perioden  definiert  sind.  Ob  man  die  Perioden  stets  so  wählen  kann, 
daß  ^3  nnd  g^  beliebig  vorgegebene  Werte  erbalten,  ist  eiue  Frage, 
die  auch  hier  noch  durchaus  otfen  bleibt  und  die  erst  durch  die 
Entwicklungen  des  VI.  Abschnitts  in  bejahendem  Sinne  entschieden 
Verden  wird. 

Nach  dem  Fundamentalsatz  der  Algebra  {I,  §  44,  VTI)  kaau 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (S)  in  drei  lineare  Faktoren  zerlegt 
■werden;  wir  setzen  sie: 


10) 


-4(.- -.,)(-- -«,)(.- 


Wird  pti  einer  dieser  Zahlen  ea(«  =  l,   2,  3)  gleich,   so  wird 

p' ir  —  0.     Andrerseits  folgt  aus  den  Gleichungen: 


?■(-")  = 


und: 


daB  p'u  entweder  Null  oder  nnendhch  werden  muß,  wenn  u  gleich 
einer  halben  Periode  wird.  Ea  wird  aber  nur  in  den  zu  0  kongruenten 
Punkten  unendlich;  also  muß  es  in  Wj,  co^,  m^  Null  werden,  und  da 
es  eine  elliptische  Funktion  3.  Ordnung  ist,  kann  es  nach  §  15,  1 
auch  nirgends  sonst  als  in  diesen  Punkten  und  den  zu  ihnen  kon- 
gruenten Null  werden,  und  in  keinem  von  ihnen  von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung.  Also  muß  ;/«  in  jedem  der  Punkte  <•)^,  t.,^.  rn^ 
einen  der  Werte  e^,  c,.  e.^  annehmen;  und  zwar  nimmt  es  in  jedem 
dieser  Punkte  den  betreffenden  Wert  gerade  zweifach  au  (I,  §  46.  VI). 
Aber  p  u  nimmt  jeden  Wert  im  Peiiodenparallelogramm  gerade 
zweimal  an  (§  15,  I);  also  muß  es  in  jedem  der  drei  Punkte  w,,  (d,, 
(«j  einen  andern  der  drei  Werte  e, ,  e^,  e^  annehmen,  und  diese 
drei  Werte  müssen  voneinander  verschieden  sein.  Es  gilt  also 
der  Satz: 

m.  Sie  drei  Faktoren  de»  Ausdrucks  (10)  sind  stets  voneinander 
verschieden. 

(In  der  That  würde  auch  sonst  die  Umkehrung  des  Integrals  (i>) 
nur  auf  einfach  periodische  Funktionen  führen.) 

Wir  denken  uns  die  Bezeichnung  s 


)  gewählt,  daß 
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Nach  den  Sätzen  über  den  Zusammenhang  der  symmetrischen 
Funktionen  der  Wurzeln  mit  dem  Koeffizienten  einer  algebraischen 
Gleichung  bestehen  die  Relationen: 

12)  e,+e^  +  e.,==0, 

13)  e^e^  +  e^e^  +  e^e^  =  ^  ^{e,^+ e^^  +  e^^  =  -  |^2 

Die  ea  sind  homogene  Funktionen  von  cuj,  CÖ3,  vom  Orade  —  1. 

Durch  wiederholte  Differentiation  nach  u  erhält  man  aus  der 
Gleichung  (6)  der  Reihe  nach  die  Gleichungen: 

15)  /;''ti  =  6/?*M  — 1^2, 

16)  p"u  =  12  pupu, 

17)  p-u  =  I20p^u  -  18 ff.pu  -  12  <73 

u.  s.  w.    Man  beweist  allgemein  durch  den  Schluß  von  n  auf  n  4- 1 : 

IV.  Die  (2ny*  Ableitung  von  pu  ist  gleich  einer  rationalen  ganzen 
Funktion  (n  +  /)'*"  Grades  von  puy  die  (2n  +  /)'*  gleich  dem  Produkt 
von  pu  in  eine  rationale  ganze  Funktion  n'***  Grades  von  pu.  Die 
Koeffizienten  dieser  Ftnktionen  sind  ganze  ganzzahlige  Funktionen  von 

Die  Gleichung  (16)  insbesondere  kann  zur  Ableitung  einer  ein- 
fachen Rekursionsformel  für  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  (2) 
dienen.  Entwickeln  wir  nämlich  ihre  beiden  Seiten  nach  Potenzen 
von  u  und  vergleichen  die  Koeffizienten  von  u'^^"^,  so  erhalten  wir 
für  A>  3: 

(2a  -  2)(2A  -  3)(2Ä  -  4)c,  =  24{(A  -  l)c,  +  (A  -  3)c,c,_2 

+  (A  —  4)  C3  ca_8  +  .  .  .  +  2ca-.3Ca  +  cx-2  Ca  —  ci\ 

=  24(A-2)C^+    12(/.-2){c2  0_2  +  C3C;i_3+   .   .   .  +C;i_2C,}, 

also : 

3 


Ca  =  ; 


(A-3)(2A  +  1) 


I  Cj  Cx^2  +  C^  Ca-3  +   .  .  .  +  Cx-2  Cj  I 


V.  Es  sind  also  alle  Koeffizienten  der  Entwicklung  (2)  rationale 
ganze  Funktionen  der  beiden  ersten. 

Es  ist  das  insofern  ein  sehr  merkwürdiger  Satz,  als  es  nicht 
leicht  ist,  ihn  direkt  aus  der  Definition  dieser  Koeffizienten  durch 
die  Summen  2'^~"^>  ^^^®  Zuhilfenahme  der  Funktion  pu,  zu 
beweisen. 
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§  19.    Die  Funktion  ^u. 

Ebenso  wie  wir  aus  Gleichung  (3)  von  §  17  Gleichung  (4)  des- 
selben abgeleitet  haben,  erhalten  wir  aus  dieser  durch  abermalige 
Integration  eine  neue  Funktion: 

1)  ^u  =  -+:£l-^+-+-.\' 

die  in  den  Gitterpunkten  tc  nur  noch  je  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  groß  wird.  Diese  Funktion  kann  somit  angesehen  werden 
als  definiert  durch  die  Gleichungen: 

u 

2)  pu  =  --^y     C^^  -^Jpudu, 

wenn  die  Integrationskonstante  so  bestimmt  wird,  daß  in  der  Ent- 
wicklung von  ^u  nach  Potenzen  von  u  kein  von  u  freies  Glied  vor- 
kommt. Die  Anfangsglieder  ihrer  Reihenentwicklung  nach  Potenzen 
von  u  sind: 

'  ^  tt         60  ^*  140  ^3 

Doppeltperiodisch  kann  diese  Funktion  ^u  nicht  sein,  da  sie 
im  Periodenparallelogramm  nur  einmal  unendUch  groß  wird.  In 
der  That  kann  man  zwar  ganz  ebenso,  wie  aus  der  Gleichung  (6) 
von  §  17  die  Gleichung  (7)  desselben  abgeleitet  wurde,  jetzt  aus 
der  letzteren  wieder  ableiten: 

4)  f  («  +  2  Wj)  =  ^w  +  Const; 

aber  man  kann  jetzt  nicht  wie  damals  schließen,  daß  die  Konstante 
gleich  Null  sein  muß.  Denn  ^v  ist  eine  ungerade  Funktion  von 
u;  setzt  man  also  in  der  Gleichung  (4)  ti  =  —  o)^  und  benutzt  die 
Bezeichnung: 

5)  C«i=^i> 
so  erhält  man  Const.  =  2i7,,  also: 

6)  C{u  +  2(o,)=^:u  +  27],. 
Ebenso  findet  man: 

7)  ^(«  +  2ft>3)  =  :t«  +  2i73, 
wenn  tj^  durch  die  Gleichung: 

definiert  wird. 
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Durch    wiederholte    Benutzong    der    Gleichangen   (7)   und   (8) 
findet  man: 

9)  f(t£  +  2A,  «,  +  2A3  «3)  =  ?«  +  2Äi  17,  +  2 A3 173; 
insbesondere  für  A,  =  A3  =  —  1 : 

10)  C(«  +  2cÜ3)  =  ^ti  +  2i73, 
wenn  rj^  durch  die  zu  §  12  (1)  analoge  Gleichung: 

11)  ^1+17,4-^3  =  0 

definiert  wird.     Substituiert  man  m  =  —  «^  in  (10),  so  folgt  noch: 

12)  v:  0^2  =  1^2. 

Die  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  eingeführten  Großen 
f/p  173  sind  Funktionen  yon  co^  (a^\  es  geht  aus  unseren  bisherigen 
Entwicklungen  zunächst  nur  soviel  über  sie  hervor,  daß  sie  nicht 
beide  für  ein  und  dasselbe  Wertepaar  «j,  (o^  verschwinden  können, 
da  sonst  die  dazu  gehörige  Funktion  l.u  doppeltperiodisch  wäre.  Wir 
erhalten  aber  eine  wichtige  zwischen  ihnen  bestehende  Relation, 
wenn  wir  den  Satz  von  der  Summe  der  Residuen  (I,  §  45,  DI)  auf 
die  Funktion  ^u  und  das  Periodenparallelogramm  anwenden.  Da 
nämlich  1^?/  in  diesem  nur  einen  Pol  imd  in  ihm  das  Residuum  +  1 
hat  (wie  die  Darstellung  (1)  zeigt),  so  folgt: 

13)  2ni  =  f^udu  +  f^udu  +  fCudu  +  JCudu. 

a  a  +  2a>i  a  —  2oO|  a  +  2tOi 

Nun  ist  (vgl.  die  Ableitung  des  Satzes  §  14,  V): 

a  +  2  CO3  a  a 

l^udu  =  k(m  +  2(0^)  du  =  1  (f  M  +  2fj^)du 

(nach  Gleichung  (7));   also  die  Summe  des  ersten  und  dritten  Inte- 
grals auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (13): 

a  +  2  wj 


=  —  j2%du  =  —  4  (0^173. 


Ebenso  ist  die  Summe  des  zweiten  und  vierten  Integrals  =  +  4  //j  (o^  \ 
man  erhält  also  den  Satz: 


§  20,     DU  FunkOon  (tu.  51 


1.  Die  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  definiei'ten  Funktionen 
1]^,  fj^  von  Q>p  r<>3  sind  nicht  voneinander  unabhängig,  sondern  es  be^ 
steht  zwischen  ihnen  die  ,yZEOENDRESche^  Relation^^i 


m 


Das  Vorzeichen  von  i  in  dieser  Belation  ist  wesentlich  durch 
die  in  §  14,  II  getroffene  Festsetzung  betr.  die  Lage  von  «3  zu  cöj 
bedingt;  würde  man  diese  Festsetzung  abändern,  so  würde  man  auch 
in  der  LEGENDßEschen  Relation  das  Vorzeichen  ändern  müssen. 

Führt  man  die  Größen  cj^,  t]^  in  die  LEOENDBESche  Relation 
ein,  so  erhält  man  verschiedene  gleichbedeutende  Formeln,  die  man 
in  die  eine  Aussage  zusammenfassen  kann: 

II.  Es  ist: 

15)  ija  (üy  —  7]y  (Oa  =  -~    oder*    =  —  ^ , 

je  nachdem  (a,  ß,  y)  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Permutation  der 
drei  Indices  (1,  2,  3)  ist. 

Eine  andere  Darstellung  der  Funktion  ^  erhalten  wir  durch 
Integration  der  Gleichung  (9)  von  §  17  in  Bezug  auf  u  zwischen 
den  Grenzen  0  und  u,  nämlich: 

16)  r(M  +  ü)  -  Ci?  +  w/7i?=  2  I  —T' — -  +  r  ^  \  • 

Was  die  Homogeneltät  (§  17,  IV)  der  in  diesem  Paragraphen 
eingeführten  Größen  angeht,  so  ist  ^n  eine  homogene  Funktion  des 
Grades  —  1  von  u,  (o^,  (o^\  ij^  und  tj^  sind  ebensolche  Funktionen 
von  ö>j  und  cj^  allein. 


§  20.    Die  Funktion  (tu. 

Aus  den  Eigenschaften  der  Funktion  ^u  folgt  (I,  §  65),  daß 
sie  die  logarithmische  Ableitung  einer  ganzen  transscendenten 
Funktion  au  ist     Wir  sagen: 

I.  Definieren  wir  eine  Funktion  <tu  durch  die  Gleichung: 

,v  d  los  au  cu         y, 

1)  --f =     —  =  Cw 

'  du  au         ^ 

und  die  Nebenbedingung : 

2)  ^'W=l, 


^  Bei  Leqendre  selbst  erdcheint  sie  in  etwas  anderer  Form. 
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so  können  tcir  sie  für  alle  endlichen  Werte  van  u  darstellen  durch  das 
unendliche  Produkt: 

In  diesem  Produkte  dürfen  ebensowenig  wie  in  den  unendlichen 
Beihen  der  letzten  Paragraphen  die  in  einer  Klammer  yereinigten 
Bestandteile  auseinandergerissen  werden. 

II.  Als  ganze  transscendente  Funktion  läßt  sich  diese  Funktion  au 
in  eine  in  der  ganzen  Ebene  konvergente  Reihe  entwickeln. 

Die  Koeffizienten  dieser  Beihe  sind  ganze  Funktionen  von  g^ 
und  ^3  mit  rationalen  Zahlenkoefiizienten.  Man  erhält  sie  aus  §  19,  3; 
zunächst  durch  Integration: 

4)  logdw  =  logt£  -  2iö-^2"*  "■  W^3«^'  +  •  •  • 
und  daraus: 

5)  ^"  =  "--2iö-^8"'""-8lo^3«'+  ••• 

Beide  Darstellungen  (3)  und  (7)  zeigen  übrigens: 

III.  (TU  ist  eine  ungerade  Funktion  von  u. 

Das  Verhalten  von  (t  u  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine 
Periode  leiten  wir  aus  §  19,  4  durch  Integration  ab.  Bezeichnen 
wir  mit  C  eine  Integrationskonstante;  so  erhalten  wir  zunächst: 

Um  die  Konstaute  zu  bestimmen,  setzen  wir  u=:^  --  (o^  und  be- 
rücksichtigen Satz  ni;  wir  erhalten: 

Da  a>j  keine  Periode  ist  (vgl.  §  17),  ist  (tcj^  sicher  4=0;  also 
muß  C=  —  ^2i7jw,  gejii      j)[q  gesuchte  Gleichung  lautet  folglich: 

6)  (r(u  +  2ojj)=  —  e^iii^  +  ^)(Tu, 
Ebenso  wird  erhalten: 

7)  fT{u  +  2(0,^)  =  —  e-v»i^  +  oh)fru. 

Aus  diesen  beiden  Formeln  läßt  sich  mm  das  Verhalten  von  u 
bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  beliebige  Periode  ableiten. 
Man  erhält  zunächst,  wenn  man  in  der  Gleichung  (6)  u  durch 
t£  +  2  ojj  ersetzt: 
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allgemein: 

wie  man  durch  den  Schluß  Ton  h^   auf  A^  +  1   besULtigt     Ebenso 
erhält  man: 

Setzt  man  in  Oleichung  {9)  u  +  2\a)^  für  ti  und  wendet  dann 
Gleichung  (8)  an^  so  erhält  man: 

(7{tt  +  2  AjWj   +  2*3(03)  =  (—  l)*.<?2Ä,,7,(tt  +  2*,a,,+*.«.)^(„  +  2  A,  ö)j) 

Verfährt  man  aber  umgekehrt,  so  erhält  man  für  dieselbe  Größe 
den  Wert: 

(  —  1)  Äi  +  *s  ^  (2 Äi  »Ji  +  2  Ä,  i;,)  (tt  +  Ä, »,  +  Ä, «g)  +  2 Ä,  Ä, (i7i  o»,  -  17, CO,)  ^  2^^ 

Beide  Werte  müssen  aber  doch  übereinstimmen  (und  zwar  für 
jedes  Paar  ganzer  Zahlen  Aj,  A3);  also  folgt:  Die  DiflFerenz  der  Ex- 
ponenten^ nämlich  ^y^  ro,  —  173  ro^  ^  muß  jedenfalls  ein  ganzzahliges 
Vielfaches  von  2  ;r  1  sein,  wenn  es  überhaupt  eine  eindeutige  Funktion 
von  u  geben  soll,  die  die  beiden  Eigenschaften  (6)  und  (7)  gleich- 
zeitig besitzt  Mehr  können  wir  auf  diesem  Wege  allein  nicht 
schließen;  aber  da  wir  bereits  in  §  19,  Gleichung  (14)  gefunden 
haben,  daß  dieses  Vielfache  gerade  =2;rt  ist,  so  können  vrir  die 
gefundene  Formel  schreiben: 

10)    (r(tt  +  2Aj(Oj+2A3a>3)  =  (— 1)'^*» +  *>+*»  <?<2Ä,  17t +2Ä,„)(u+Ä,a„+Ä.«,)^^. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

11)  Aj  Wj  +  A3  «3  =  (0,       Aj  17^  +  A3 1^3  =  iy, 

so  können  wir  auch  sagen: 
IV.  Allgemein  ist: 

12)  (T{u  +  2(0)  =   :F  tf2,;(tt  +  o,)^,^. 

und  zwar  gut  das  Zeichen   — ,   wenn  m  nur  eine  halbem   + ,  wenn  es 
zugleich  eine  ganze  Periode  ist 
Insbesondere  ist: 

13)  g{u  +  2«,)  =   —  e27«("  +  «'i)(7M. 

Eine  Darstellung  von  au,  die  später  von  Wichtigkeit  wird,  er- 
halten wir  durch  Integration  aus  §  19,  Gleichung  (16),  nämlich: 


a{u  +  v)       _ 


„c..v,..,.=n{(i__^^) 


«  u* 


+ 


j^j        ÜA!iJLZl.^ -«:«»  + Vtu'p«'   =nil  1 ^^le*"-"      2(«;-r;» 
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Aus  dieser  Darstellung  läßt  sich  die  Oleichung  (10)  durch 
direkte  Bechnung  ableiten,  indem  man  in  ihr  o  ==  2  oi  setzt  Aller- 
dings erscheinen  dabei  ihre  beiden  Seiten  zunächst  in  unbestimmter 
Form;  aber  der  Grenzübergang  läßt  sich  ausführen.  TSa  bleiben 
nämlich  für  lim  v  =  2(o  alle  Faktoren  des  unendlichen  Produkts  bis 
auf  einen  endlich  und  das  Produkt  selbst  gleichmäßig  konvergent; 
und  zwar  ist  sein  Grenzwert  gerade  gleich  den\jenigen  Produkt» 
durch  das  in  Gleichung  (1)  auju  ausgedrückt  war.  Es  bleibt  dann 
noch  der  Grenzwert: 

lim    |(rt;.«-^«'-V.««p«'.fl <1_.)  ^  2^r:r^  "*"  2(3»-0)«  l 

ZU  bestimmen,  was  durch  Reihenentwicklung  geschieht  Setzen  wir 
zur  Abkürzung  »  —  2  cö  =  »^  und  benutzen  die  Abkürzung  (ü^*)  in 
demselben  Sinne  wie  §  18,  so  haben  wir: 

(l  +  ^)  (rr  =  t£(r' (2  a>) +  (»!), 

.     _    1_  —         <r^(2  6>)  +  P|  g'' (2  fi>)  +  (Pt*) 1^ 

Setzen  wir  das  alles  ein,  so  erhalten  wir  als  den  gesuchten 
Grenzwert: 

^  a"  (2  a>) 

also  die  Gleichung: 

15)  (7{w  +  2(y)  =<T'{2(»).^*"*^t2«,)~^ 

die,  was  die  Abhängigkeit  von  u  betrifft,  mit  (12)  übereinkommt 
Vergleichung  der  Koeffizienten  giebt  die  Beziehungen: 

16)  <T'(2ft>)=  :f  «2,,«,^ 

17)  .?l(2a,)       4^ 


§  21,    Darsteüung  ron  a  u  durch  ein  einfach  unendliches  Produkt.    55 


§  21.   Daretellung  von  au  durch  ein  einfach  unendliches  Produlct 

In  dem  unendlichen  Produkt  (1)  des  vorigen  Paragraphen  durch-  \  3 
laufen  die  Buchstaben  h^,  h^  unabhängig  voneinander  alle  ganz- 
zahligen Werte;  man  kann  es  deshalb  als  ein  y,zweifach  unendliches 
Produkt**  bezeichnen.  Faßt  man  alle  diejenigen  Faktoren,  in  welchen 
A,  einen  und  denselben  Wert  hat,  zu  einem  einzigen  Faktor  zu- 
sammen, so  hat  man  dann  noch  alle  diese  Faktoren  zu  einem  ,,em- 
fach  unendlichen  Produkt*^  zu  vereinigen.  Dm  das  bequem  aus- 
zufuhren, führen  wir  zunächst  die  auch  später  noch  häufig  zu  be- 
nutzenden Bezeichnungen  ein: 

dann   können   wir  das  zweifach  unendliche  Produkt,   von  dem  wir 
ausgehen,  folgendermaßen  schreiben: 


2)  (r(2ö),  »)  = 


i-)=2a>,.n'{(i-;-)^^'*-' 


1 


(tr  =  ju  +  f  T,     /Lt,  f  =  0,   ±  1,  ±  2  .  .  .  in  int) 
oder  auch: 

3)  <T{2ö>i»)  =  Il9).K 

r  =s  —  CO 

indem  wir  setzen: 

4)  9'o('')  =  2a,jrn'{(l-j)«^^*^} 
und  für  v  4=0: 

In  jedem  dieser  Teilprodukte  können  wir  die  letzten  Faktoren 
der  einzelnen  Glieder  für  sich  vereinigen,  da  die  Summen: 

und: 

7) 


■t^  1  n* 


;.:^oo  (/*  +  »" »)*         ein'»-!)! 

jede  f&r  sich  unbedingt  konvergieren  (I,  §  52,  1,  17).    Die  Werte 
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der  übrig  bleibenden  Produkte  können  wir  aus  I,  §  65,  (0)  und  (10) 
entnehmen;  wir  erhalten  so: 

8)  yoW~"~*  ^   sinr^r, 
und  für  IT  +  0: 

9)  q>Av)=  "° (."»-'')"  /"'"*"" -^JiEiTT^. 

Wenn  wir  dann  das  Produkt  aller  dieser  Faktoren  bilden 
wollen,  so  können  wir  wieder  die  mit  v*  multiplizierten  Glieder  in 
den  Exponenten  für  sich  vereinigen.  Denn:  zufolge  der  Voraus- 
setzung §  14,  IV,  an  der  wir  immer  festhalten,  ist 

10)  *  >  0, 
wenn: 

11)  rn  =  a  +  bi 
gesetzt  wird.     Da  dann: 

sinvT^r  =  —(e"«*-"^  —  «-"«'  + •'^) 

ist  (vgl.  I,  §  40,  9),  so  ist  nach  I,  §  5,  III: 

12)  \smvT7t\>  \{e\^\^---  e-\^\^)>\v\b\ 

und  da  die  Reihe  2'f  "^  unbedingt  konvergiert,  so  folgt,  daß  das 
Gleiche  von  der  Reihe  ^' sin^-vm  gilt  Setzen  wir  also  zur  vor- 
läufigen Abkürzung: 

13)  a=  -"-  +  ^i.^f-  — ^ 
so  erhalten  wir: 

14)  a(2(o,v)^^^^e-^smvnU'l^--^^^^^— 

Damit  haben  wir  für  die  gesuchte  Darstellung  der  Sigmafunktion 
durch  ein  einfach  unendliches  Produkt  eine  erste  Gestalt  gefunden. 
Eine  bequemere  Gestalt  erhalten  wir,  wenn  wir  je  zwei  Faktoren 
zusammennehmen,  in  denen  v  entgegengesetzt  gleiche  Werte  hat; 
die  Exponentialfaktoren  heben  sich  dann  weg,  die  trigonometrischen 
lassen  sich  vermöge  der  Gleichung: 

sin  (r  T  +  ü)  ;r .  sin  (v  r  —  r)  ;r  =  J-(cos  2vn  —  cos  2  v  r  n) 

=  sin*  v  T  Ä  —  sin*  v  n 
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umformen,  und  wir  erhalten: 

15)  .{2a,,.)=^.-sin..fl^{l--2^). 

Ene  dritte  Form  erhalten  wir,  wenn  wir  die  trigonometrischen 
Funktionen  durch  Exponentialfunktionen  ersetzen.  Führen  wir  zu 
diesem  Zwecke  die  auch  später  noch  öfter  zu  benutzenden  Be- 
Zeichnungen  ein: 

16)  e«"'»  =  r,     «»'»•  =  A, 
so  haben  wir  zu  setzen: 


17)  sin  ü  »  = 


*  —  » —  1 


2i 


9 


18)  smvT;r=:  —  -. —  =i— — » 

19)  sin  (v  T  —  »)  ;r  = ^—, =  i  z -— > 

20)  sin(vr  +  v)n  = —. =  iz-^  —  —^ 

Damit  geht  die  Gleichung  (14)  zunächst  über  in: 

21,   ,(2„..,) - ^"■->-^iF^ ft  '■  - *'-,r'-"ri"-" 


V  =1 


Hier    kann    man    das    unendliche    Produkt    in    drei    Teilprodukte 
spalten.     Denn  aus  der  Ungleichung  (10)  folgt: 

22)  |A|<i; 

man  kann  deshalb  für  jeden  endlichen  und  Ton  NuU  verschiedenen 
Wert  von  z  eine  Zahl  N  von  der  Beschaffenheit  angeben,  daß 
A^^z^l  kleiner  ist  als  ein  von  v  unabhängiger  echter  Bruch  m, 
sobald  1^  >  iV  ist  Für  alle  solchen  v  läßt  sich  nach  I,  §  56,  VI 
der  Hauptwert  von  log(l  —  h^^'z^  in  eine  Reihe  entwickeln,  aus  der 
hervorgeht,  daß  sein  absoluter  Betrag: 


^      1  I    I.O Ol       ^ 


1  -  |Ä2i'»2|     ^      1  -  m 

ist    Da  nun  die  Summe  2  I  ^^^  ^^  I  wegen  (22)  unbedingt  konvergiert, 

SO  folgt,  daß  das  Gleiche  auch  gilt  für  die  Summe  2  ^^8(1 ""  A^T^ 

und  folglich  auch  für  das  Produkt  U  (1  —  A^"  ^^.     Infolgedessen 
kann  man  die  Gleichung  (21)  auch  schreiben: 
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»-X-1        ^(l-A2rx2)^(l-Ä2rx-2) 

28)     (7(2«,r)  =  ^^-- ^ ^^^^ 

Auch  aus  dieser  GleichuDg  können  wir  ablesen,  was  aus  or  wird, 
wenn  wir  das  Ai^ment  um  eine  Periode  Yermehren.  Ersetzen  wir 
nämlich  u  durch  u  +  2a}^,  so  haben  wir  v  durch  v  +  Ij  z  durch 
—  r  zu  ersetzen.    Damit  erhalten  wir: 

24)  (r(2o^ii;  +  2rOi)=  -  e^^^^^\<r{2(o^v). 

Wollen  wir  aber  u  durch  ti  +  2  «3  ersetzen,  so  mfissen  wir  v  +  t 
für  V  und  Az  flir  A  schreiben.    Damit  erhalten  wir  zunächst: 

c  ( 2  Wj  »  +  2  «3)  = 

Ä»-Ä-l»-l        S^(l  -Ä2r+2,«)5^(l  -Ä2r-2*-2j 


n  « 


also: 


25) 


2  t  77(1  -Ä2r)« 


(T 1 2  cjj  r)  *  —  »  -  1        1  —  *  -  2 

_  ^  (a  T  —  a  1)  i2  i>  +  t)  ^ 


Vergleichen  wir  diese  Formeln  mit  den  fiüheren  (§  20,  6  und  7), 
so  erhalten  wir: 

26)  a  =  2  i7j  6)j ,       a  T  —  ;r  i  =  2 173  cUj ; 

die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  den  Ausdruck  der  in  diesem 
Paragraphen,  Gleichung  13,  eingeführten  Größe  a  durch  die  früher 
benutzten  Größen,  die  zweite  dann  einen  dritten  Beweis  der 
liEGENDBEschen  Relation  (§  19,  14). 

Führen  wir  in  den  Ausdruck  von  a  (Gleichung  18)  ä  ein,  so 
erhalten  wir  noch: 

—  ein  einigermaßen  handlicher  Ausdruck  iiir  die  Größe  tj^,  an  dem 
es  uns  bisher  noch  fehlte. 
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DRITTER  ABSCHNITT. 


Darstellang  der  elliptischen  Funktionen  dnrch  au  ondpu. 

§  22.    Darstellung  der  elliptischen  Funktionen  durch  Quotienten 
von  -r- Produkten. 

■Jede  rationale  Funktion  einer  complexen  Veränderlichen  kann 
als  Quotient  von  Produkten  von  Lineart'aktoren  dargesteUt  werden, 
anders  ausgedrückt,  von  Funktionen,  die  nur  in  je  einem  Punkte 
Null  werden.  Wollen  wir  eine  analoge  Faktoren  Zerlegung  einer 
elliptischen  Funktion  vornehmen,  so  werden  wir  nicht  verlangen 
dürfen,  daß  die  einzelnen  Faktoren  selbst  eüiptiscbe  Funktionen 
sein  aollen;  denn  es  giebt  keine  elliptische  Funktion,  die  nur  in 
einem  Punkte  des  Periodenparallelogramms  Null  würde  (§  13,  VI). 
Wohl  aber  hat  die  Funktion  «■(«  —  a)  die  Eigenschaft,  daß  sie  nnr 
iär  u  =  a  und  in  den  dazu  kongruenten  Punkten  Nul'  wird ;  und 
aus  solchen  Faktoren  läßt  sich  in  der  That  jede  elliptische  Funktion 
zusammensetzen.  Bilden  wir  nämlich  einen  Quotienten  von  Pro- 
dukten solcher  Funktionen; 


n-(u-b,) 


unter  C  einen  von  u  unabhängigen  Faktor  verstanden,  so  können 
wir  uns  zunächst  auf  Grund  der  ßleichungen  (6)  und  (7)  des  §  2ü 
ohne  Muhe  von  der  Bicfatigkeit  des  Satzes  überzeugen; 

I.   Jeder  solche  Quotient  i»f  eine  elliptische  Funktion    von  u,    venn 
die  beiden  Gleichungen  bettehen: 
2) 


S) 


S-'-S*' 


Andrerseits  haben  wir  in  §  15  und  16  gelernt,  daß  die  Null- 
punkte und  Po\e  jeder  elliptischen  Funktion  die  Gleichungen  (2)  und  (3) 
befriedigen,   wenn  wir  aus   jedem  System    koogruenter  Nullpunkte, 


Darsfeitung^ 


t  und  f 


bezw,   Pole    einen  glBAi^fHeG^''  BepiuälAkuCm' ^nnräfalen.     Da 
ferner  gesehen  haben,  daß  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben 
Nullpunkten   und   denselben  Polen   sich  nur  durch  einen  von  i 
abhängigen  Faktor  unterscheiden  können,  so  können  wir  scbließmj 

IL  Jede  eUiptücbe  FunUüta    läßt  tich   in   der  Form  (1), 
Bediiu}uiigeH  (2)  und  (3),  ah  Quotient   von   Sigmaproduhten  darntellei 

Man  beachte,  daß  die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  nirgend»  "* 
voraussetzen,  daß  die  fl,^  oder  die  ö^  voneinander  verschieden  seien. 
Die  Sätze  I  und  II  gelten  vielmehr  auch  för  mehrfache  Nullpunkte 
and  mehrfache  Pole;  man  hat  nur  jeden  Punkt,  der  z.  6.  ein  /-fachera 
Nullpunkt  der  Funktion  werden  soll,  /-mal  unter  die  o^  au&unehm« 

§  23.    Ein  wichtiger  Spezialfall;  Additionsttieoreme  der  Funktionei 

P  u  und  ]>  ". 

Wir  wenden  den  Satz  n  des  vorigen  Paragraphen  zunächst  a 
die  Funktion  pu—pv  an,  indem  wir  unter  v  eine  von  a 
hängige  Größe  verstehen,  von  der  wir  vorläufig  voraussetzen,  daß  i 
nicht  gleich  einer  halben  Periode  sei.  Diese  Funktion  wird,  als 
Funktion  von  u  betrachtet,  für  w  =  0  von  der  2.  Ordnung  unendlich 
groß,  dagegen  für  die  beiden  unter  der  angegebenen  Voraussetzung 
inkongruenten  Wert«  u  =  v  und  ti  =  —  v  Null,  und  zwar  nur  » 
der  ersten  Ordnung,  da  dann  p' v  und/i'(— d)  von  Null  verschiede 
sind.  In  allen  Punkten,  die  weder  zu  0.  noch  zu  v.  noch  zu  —  d 
kongruent  sind,  ist  sie  endlich  und  von  0  verschieden.  Die 
nannten  Pole  uud  Nullpunkte  sind  unter  den  unendlich  vielen 
ihnen  kongruenten  schon  so  ausgewählt,  daß  die  G-leichung  (3)  dei 
vorigen  Paragraphen  genau  (nicht  etwa  bloß  bis  auf  Perioden)  1 
steht     Also  ist  die  zu  untersuchende  Funktion  von: 


nur  um  einen  Faktor  verschieden,   der  von  u  unabhängig  ist   (abei 
deswegen   nicht  auch  von  v  unabhängig  zu  sein  braucht).     Um  i 
zu  bestimmen,  entwickeln  wir  beiderseits  nach  Potenz_en  von  u  i 
Tergleichen  die  Koeffizienten  von  «--,     Wir  erbalten  so: 
I.  die  fundamentale  Formel: 

„„  _„„ a{u  +  v).a(u-  r) 


Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  mußten  wir  voraussetzen,  ( 
V  nicht  gleich  einer  halben  Periode  sei;  wir  können  uns  nachträgUdi 


§  23.    Addüiorutheormne  der  JWnJMtnMn  fu  vxtd  p'u. 


6t 


voQ  dieser  Kioschränkang  wieder  frei  machen.  Denn  da  auf  beiden 
Seiten  eindeutige  analytische  Funktionen  auch  von  r  stehen,  ao 
müssen  {nach  I,  §  39,  lET)  beide  Seiten  übereinstimmen  ftir  alle  die- 
jenigen Werte  tod  v,  für  die  sie  Bedeutung  haben. 

Ans  der  somit  als  allgemein  gültig  bewiesenen  Formet  leiten 
wir  zunächst  durch  logaritbmische  Differentiation  nach  «,  bezw.  v 
die  beiden  folgenden  her: 


2) 


-£("- 


Aus  diesen  ergiebt  sich  durch  Addition: 

II.  das  sogenannte  Additionstheorem  der  Funktion  Hu: 

4)  ;(.  +  .). ;„  +  ;„  +  i^^;:'; 

und  aus  diesem  durch  abermahge  Differentiation  nach  »: 

III.  dan  Additionstheorem  der  Funktion  p «  in  der  Form: 


5) 


/'(«H 


A  t^ 


Dem  letzteren  kann  man  noch  verschiedene  andere  Formen 
geben.  Führt  man  zunächst  die  Differentiation  aus  und  benutzt  die 
Gleichungen  (6)  und  {15)  von  §  18,  so  erhält  man: 

fil     n  (h  4-  iil  =  n  M  4-  <^  ?'■*  -  j  ftK/""  -  P")  +  ■*?'  "  -  g.  P"  -  gi  -  P'wp'P 
"J    PV    -r    j      f     -r  2{pu-pt)' 

und  wenn  man  auf  gleichen  Nenner  bringt: 

2(pupv  -  i-g.l(p«  +  ;'p)- 


7) 


Pi"+'')- 2lpu^prt' 

Vertauscht  man  femer  in  Gleichung  (6)  m  mit  v  und  verbindet 
Gleichung  mit  (6),  so  erhält  man: 


8)  Pi'+'')  +  P'-+P'=i('-ft--f^l   ■ 

Ersetzt  man  in   dieser  Qleichung  u  durch  u  +  v  und  i 
—  V,  so  findet  mau,  daS  ihre  linke  Seite  auch  gleich: 


ist.     E^  mui5  also  auch: 


r  ^         p'  (u  +  v)  +  p't 
<        =^   p(u  +  e)-pv 
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sein;  Entwicklung  beider  Seiten  nach  Potenzen  Ton  u  zeigt,  dafi  das 
untere  Zeichen  das  richtige  ist.  Diese  Formel  nimmt  eine  sym- 
metrische Gestalt  an,  wenn  man  ein  drittes  Argument  w  so  ein- 
führt, daß: 


9) 


u  +  V  +  w  =  0 


wird;  sie  lautet  dann: 
10) 

oder  in  Determinantenform: 


p  u  —  p  V  p  UJ  —  p  V 

pu  —  pv  pw  —  pv 


11) 


1  pu  J)  u 
1  pv  p  V 
1     pw    p  w 


=  0. 


Durch  Vertauschung  von  v  mit  —  v  erhält  man  Formeln  för 
p[u  --  v\  die  sich  mit  den  schon  erhaltenen  in  mannigfacher  Weise 
verbinden  lassen.     Unter  diesen  Verbindungen  sei  erwähnt: 


5» 


12)      p[u  +  V)  -;,(,,«  t;)  =  -  (-~^-~-)ä  =  äför^^«(^"  "-''^)"' 

aus  ihr  entspringt  durch  doppelte  Integration  in  Bezug  auf  u  und 
auf  V  wieder  die  Ausgangs formel  (1). 

Das  Additionstheorem    der  Funktion  pu   erhält  mau  am  be- 
quemsten, indem  man  Gleichung  (5)  nach  v  differentiiert;  man  findet: 


13) 


'  "ouov    pu  — pv 


1  (pv  —  puf         2  {pv  —  pu)*  i  " 

+ 1  _j_p_>_)' t::ji U'„ 

'    l  (pu  -  pr)'         2  {pv  -  pu)^  j  ^ 


Die  wesentlichste  Eigenschaft  dieser  Formeln  sprechen  wir  aus- 
drücklich aus  in  dem  Satze: 

IV.  p{u  +  v)  und  p'{u  +  v)  drücken  sich  rational  aus  durch  puj 
pVj  pu,  pv. 

Man  kann  sie  auch  noch  etwas  anders  fassen;  man  kann  näm- 
lich mit  Hilfe  der  Gleichung  von  §  18  und  der  aus  ihr  durch  Ver- 
tauschung von  u  und  v  hervorgehenden  pn  und  p'v,  bezw.  pu  und 
pv  eliminieren.     Man  findet  dann: 


V.  Zwischen  p{K  +v),  pu,  pv  —  und  eheiuo  zxoitehen  p'  («  +  v\ 
p'u,  p'v  —  besteht  für  beliebijfe  H'erte  von  u  und  (,■  eine  algebraische 
Gleichung,  deren  Koeffizienten  von  u  und  v  unabhänyig  sind. 

Von  einer  Funktion,  die  diese  Eigenschaft  hat,  sa^  man,  sie 
besitze  ein  algebraisches  Ädditionstheorem.^ 

Wir  schließen  noch  die  Darstellung  Ton  p'u  als  Quotient  von 
Sigmaprodukten  an.  Diese  Funktion  wird  nach  §  17  (3)  filr  h  =  0  von 
der  dritten  Ordnung  unendlich  und  nach  §  18,111  in  den  drei  Punkten 
iii^,  Wj,  (Oj  je  von  der  ersten  Ordnung  Null.  Diese  Punkte  geattgen 
der  Bedingung  §  23,  3;  es  ist  also: 


14) 


p«  =  2^ 


yA. 


§  24.    Partialbruchzerlegung  der  elliptischen  Funktionen. 

Nach  §  13,  VI  ist  eine  elliptische  Funktion  his  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt,  wenn  tiir  jeden  Pol  die  Glieder  mit  negativen 
Exponenten  in  der  zugehörigen  Eeiheneutwicklung  der  Funktion 
bekannt  sind.  Wir  wissen  bereits  aus  §  14,  V,  daß  diese  Glieder 
der  einen  Einschränkung  unterliegen,  daß  die  Summe  der  fiesiclnen 
gleich  Null  sein  muß;  ob  sie  noch  andern  Bedingungen  unterworfen 
sind,  blieb  damals  dahingestellt  Wir  wollen  jetzt  versuchen,  eine 
elliptische  Funktion  zu  bilden,  für  die  jene  Glieder  in  Überein- 
stimmung  mit  jener  Bedingung,  im  übrigen  aber  ganz  willkürlich 
vorgeschrieben  sind. 

Wir  nehmen  den  einfachsten  Fall  voraus,  daß  die  vorgeschrie- 
benen Pole  fljj  (A  =  1,  2  .  . .  n)  alle   einfach   sind.     Die  Residuen  in 
ihnen,  A^,  mUssen  der  Bediugung  genügen: 
l)  ^1  +  J,  +  . . .  +  ^,  =  0. 

Eine  Funktion,  die  diese  vorgeschriebeaen  Pole  und  Residuen 


2)        i/;{«)  =  Jj  ;(«  -  Ol)  +  ^,;Cu  -  a,)  +  . . .  +  J,i:(«  -  aj. 

Die  einzelnen  Terms  dieser  Funktion  sind  freilich  keine  ellip- 
tischen Funktionen;  vielmehr  tritt  zu  jedem  von  ihnen  nach  §  19  (9) 
eine  Konstante  2  jj ,  A^,  wenn  man  daä  Argument  w  um  eine  Periode 
2  0}  vermehrt     Aber  die   Summe  dieser  Eonstanten   ist  Null,   eben 


'   Mao   beachte,    daß   Oleichuug  (4I    keio   algtbraigckes   Additioiutbeorein 
I   TOratelll,  du  Ewischeo  pu  und  ^u  keine  algebraische  Gleichung  besteht. 
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wegen  der  Yorausgesetzten  Relation  (1).    Also  ist  rp{u)  in  der  That 
eine  elliptische  Funktion  mit  den  verlangten  Eägenschaften. 

Gehen  wir  nunmehr  zum  allgemeinsten  Fall  über;  nehmen  wir 
an,  für  jeden  Pol  a^  sei  die  Ordnungszahl  ky  gegeben  und  das 
Aggregat  der  Glieder  mit  negativen  Exponenten  in  der  zugehörigen 
Reihenentwicklung  der  zu  bildenden  Funktion,  etwa  in  der  Form: 

Auch  hier  müssen  die  Residuen  Ä^i  natürlich  der  Bedingung 
genügen: 

4)  J,^  +  A^^  +  ...  +  J,i  =  0. 

Dann  können  wir  uns  zunächst  aus  ^u  und  seinen  Ableitungen 
eine  Funktion  bilden,  die  für  u  =  €1^  einen  Pol  der  vorgeschriebenen 
Art  hat  und  sonst  im  ganzen  Periodenparallelogramm  regulär  ist, 
nämlich: 

^^    ^  -  +  -...+i-l)''^-'~:^P^'-'Hu-a,). 

Diese  Funktion  selbst  ist  nicht  doppeltperiodisch;  bilden  wir 
aber  die  Summe  der  so  für  die  einzelnen  Pole  aufzustellenden 
Funktionen  von  r  =  1  bis  r  =  n,  so  erhalten  wir  in  der  That  eine 
elliptische  Funktion,  eben  wegen  der  Relation  (4).  Jede  andere 
elliptische  Funktion  der  verlangten  Art  kann  sich  von  der  so  ge- 
bildeten nur  durch  eine  additive  Konstante  unterscheiden.  Somit 
haben  wir  den  Satz  gewonnen: 

I.  Jede  elliptische  Funktion,  die  an  vorgeschriebenen  Stellen  in  twr- 
geschriehener  Weise  unendlich  werden  soll,  läßt  sich  in  der  Farm 
darstellen: 


6) 


*    r 


y,  ky 


+  -   +   ...   +(-l)*V-l__^l'_  p(t,-2)(„_^). 


und  jeder   solche    Ausdmck    stellt    eine    elliptische   Funktion    der    ver* 
langten  Art  dar.^ 


*  Man  kann  die  Formeln  §  28,  (2)— (5)  als  spezielle  FfiUe  dieses  Satses 
ansehen. 


f- 
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Die  Formel  (B)  ist  ein  inalogon  zur  Zerlegoag  einer  rationalen 
Funktion  in  Partialbrüche;  wir  werden  aus  ihr  mannigfache  Kon- 
sequenzen ziehen.  Zunächst  ermöglicht  sie  wie  jene  Zerlegungs- 
formel die  Integration;  man  findet: 


I) 


ffMd, 


1  4'li  „(».- 


also  den  Satz: 

IL  ßat  Intei/ral  einer  beliebigen  elliptischen  Fmihtion  setzt  sich 
aus  folgenden  Bentandteilen  zusammen: 

1.  einer  elliptischen  Funktion: 

2.  einer  linearen  Funktion; 

3.  einer  Summe  von  1^-Fjinktionen; 

4.  einer  Summe  von  Logarithmen  von  Sigmafunhlionen. 
(Wenn   man  niU,  kann   man  die  Anzahl  der  ^-Funktionen  auf 

1  reduzieren,  da  die  Differenz  ^{«  —  a)  —  ^u  nach  §  23,  Gleichnug  (4) 
eine  elliptische  Funktion  von  u  ist.) 

Andrerseits  liefert  Formel  (6)  auch  noch  einen  für  die  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  selbst  fundamentalen  Satz.  Die  in  ihr 
vorkommenden  höheren  Ableitungen  von  p[u  —  a,)  lassen  sich  nach 
§  18,  IV  rational  durch  p{u  —  a.)  und  p  (u  —  a,)  ausdrücken,  diese 
wieder  nach  §  23,  IV  rational  durch  pu  und  p' u  (und  die  Kon- 
stanten pa,,  p' a.).  Auch  ^(m  —  a.)  drückt  sich,  vrie  eben  schon 
benutzt  wurde,  rational  aus  durch  ^u,  pu,  p'u  Und  Konstante. 
Wesentlich  ist  nun,  daß  dabei  aus  der  Summe  (6)  vermöge  der 
Relation  (4)  ^n  herausfällt,  sodaß  man  den  Satz  erhält: 

III.  tfede  elliptische  Funktion  läßt  sieh  durch  die  zu  demselben 
Periadtnparallelogramm  gekörenden  Funktionen  p  u ,  p'u  rational  au»~ 
drucken. 

Durch  analoge  Umformungen  wie  in  §  4,  Gleichungen  (4)  bis  (ö) 
können  wir  jede  rationale  Funktion  von  p  «  und  p'  u  auf  die  Form 
bringen : 
8)  r{^)-A  +  Bp'u. 

in  der  Ä,  B  rationale  Funktionen  von  p  u  allein  bedeuten.  Ist  dann 
f{u)  =  f[-  u),  80  folgt,  daß  5^0  sein  muß;  ist  aber  /(«}=  -/(-«), 
so  folgt  A^O.  Wir  können  also  Satz  III  durch  folgeadeu  Zusatz 
ergänzen: 


I 
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IV.  Jede  gerade  elliptische  Funktion  ist  eine  rationale  Fimkikm 
der  zu  demselben  PeriodenparaUelogramm  gehörenden  Fwuhtion  pu, 
jede  ungerade  elliptische  Funktion  das  Produkt  einer  solchen  JF^nktion 
in  p  u. 

Aus  Satz  m  ergeben  sich  noch  weitere  Folgerungen.  Hat  man 
zwei  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehörende  elliptische 
Funktionen,  so  kann  man  aus  ihren  Ausdrücken  durch  pu  und  p'u 
und  aus  der  zwischen  pu  und  p'u  bestehenden  Gleichung  pu  und 
pu  eliminieren.    Daraus  folgt: 

V.  Zwischen  irgend  zwei  elliptischen  Funktionen  desselben  Perioden' 
Parallelogramms  besteht  eine  algebraische  Gleichung  mit  von  u  unalh 
hängigen  Koeffizienten. 

Ein  spezieller  Fall  dieses  Satzes  ergiebt  sich,  wenn  man  be- 
achtet, daß  die  Ableitung  einer  elliptischen  Funktion  selbst  eine 
solche  Funktion  ist;  nämlich: 

VI.  Jede  elliptische  Funktion  genügt  einer  algebraischen  Differential' 
gleichung  erster  Ordnung  höheren  Grades^  in  der  die  unabhängige  Ter* 
änderliche  explicite  nicht  vorkommt;  mit  andern  Worten,  sie  ist  die 
Umkehrungsfunktion  des  Integrals  einer  algebraischen  Funktion. 

Eliminiert  man  endlich  aus  den  Gleichungen,  die  f{u  +  v\ 
f{u),  f(v),  bezw.  mit  p{u  +  v),  pu,  pv  verbinden,  und  aus  dem 
Additionstheorem  der  Funktion  /?w  (§  23,  V)  die  drei  zuletzt  ge- 
nannten Größen,  so  findet  man: 

VII.  Jede  elliptische  Funktion  besitzt  ein  algebraisches  AddiOons-' 
theorem} 

§  25.    Das  Additionstheorem  der  Sigmafkinktion. 

Die  Funktion  nn  besitzt  kein  algebraisches  Additionstheorem 
in  dem  §  23,  V  definierten  Sinne.  Doch  besteht  zwischen  Sigma- 
funktion  linear  verknüpfter  Argumente  eine  allgemeine  Relation,  die 
eine  große  Anzahl  interessanter  Spezialfälle  in  sich  schließt  und  die 
man  im  weiteren  Sinne  als  Additionstheorem  der  Sigmafunktion 
bezeichnen  kann.  Man  kann  sie  auf  verschiedene  Arten  ableiten; 
z.  B.  indem  man  in  der  algebraischen  Identität: 

(x  -y)(r  -  /)  +  (x  -  z)[t^y)  +  (t  -  t){y  -  z)-  0 


'  Wbiebstbam  hat  in  seinen  Vorlesungen  aach  die  Umkehrung  dieses 
Saties  bewiesen:  daß  nXmlich  alle  Funktionen  einer  Variabein  mit  algebraischem 
Additionstheorem  algebraische  Funktionen  von  elliptischen  Funktionen  oder 
Ausartungen  von  solchen  (vgl.  den  IX.  Abschnitt)  sind. 


§  25,    Das  AddUtonstheorem  der  SigmafunktUm,  67 


die  Substitutionen: 

^=pU,      y^pU^,       Z:=pU^,       '=P««8 

vornimmt  und  dann  die  B\mdamentalformeI  §  23^  1  anwendet  Man 
erhält  so: 

+  fT{u  +  U^)(T{u  —  U^)fT{u^  +  U^)(T{u^  —  t«,)  =  0. 

Eine  noch  symmetrischere  Gtestalt  nimmt  diese  Form*el  durch 
Einführung  neuer  Variabler  an.     Setzt  man  nämlich: 

2)  ti  +  tta  =  *a,    tt  — «5,=  — c„    iij  +  Uj=— rfj,   ti,  -  u^  =  o,, 

tu-  «3  =  A3,      tt  -  «3  =   -  C3,     «1   +  tt,  =   -  l/j,     Uj  -  tt,  =  «3, 

80  kann  man  jedes  der  drei  Systeme  von  je  vier  Größen  a,  b,  c,  d 
als  ein  System  unabhängiger  Veränderlicher  ansehen  und  die  Größen 
der  beiden  andern  Systeme  durch  sie  ausdrücken.  Man  erhält  so 
die  Gleichungssysteme: 


3) 


20,  =  — Oj—  i^—  Cj— rf^  203=— Oj+ii  +  Cj+d^ 

2  ^3=  ^+^1—  'a""^  2*3   =   —  Oj+Äj—  Cj—  <ij 

2  Cj  =       «1  —  *i  +  ^1  —  ^         2  C3  =  —  Oj  —  *i  +  Ci  —  lij 

2  ^2  =       «1  -  *i  -  ^1  +  ^  2 £/3  =  -  Oj  -  Äj  -  Cj  +  <^, 

sowie  zwei  andere,  die  aus  ihnen  durch  cyklische  Vertanschung  der 
Indices  1,  2,  3  hervorgehen.^  Man  kann  demnach  das  „Ädditions- 
theorem  der  Sigmafunktion^  folgendermaßen  aussprechen: 

Wenn  zwischen  drei  Systemen  van  je  vier  Großen  die  Delationen 
(3)  bestehen,  so  ist  stets: 

4)  (T  Oj  rr  *j  CT  Cj  (T  <fj  +  (T  a,  (T  Ä,  CT  Cj  CT  d^  +  (T  «3  CT  A3  CT  C3  (T  d^  =  0. 

Man  beachte  noch,  daß  man  in  diesen  Formeln  nicht  nur 
die  Indices  1,  2,  3  cyklisch  vertauschen  kann,  sondern  auch  die 
Buchstaben  mit  gleichem  Index,  wenn  man  nur  gleichzeitig  auch  die 
Buchstaben  mit  andern  Indices  in  gewisser  Weise  unter  sich  ver- 

^  Deatet  man  a,  b,  c,  d  als  Tetraederkoordinaten  eines  PonkteB  im  Baume, 
80  stellen  die  Gleichungen  a^  =0,  ..«{,=s08.4  Ebenen  vor,  die  drei  Tetraeder 
bilden.  Bestehen  dann  die  Gleichungen  (8),  so  sagt  man,  „die  drei  Tetraeder 
befinden  sich  in  desmischer  Lage". 

5» 
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tauscht  und  gewisse  Vorzeichen  ändert     Will  man  z.  R  o^  mit  \ 
vertauschen,  so  hat  man  die  zwölf  Argumente  zu  ersetzen  durch: 

*i         «1         ^1  ^ 


§  26.    Hilfssatze. 

Ist  eine  beliebige  Anzahl  untereinander  zu  k  «=  0  inkongruenter 
Punkte  Up  u^. .  .u^  gegeben,  so  erhält  man  eine  elliptische  Funktion 
der  Variabein  tc^,  die  sie  alle  zu  Nullpunkten  hat,  wenn  man  die 
Determinante  bildet: 

'  1    P^o   P% ;^^""^^««o 

I   1    pu^    p  u^  .  .  ,  ,  p^*  ~  ^^  Uj 

\  l    pu^    pu^ ;>(«-^)ti, 

1)  V{^07  «i>  «2 «**)=  I 


I  1    PK   P'K /?^~-^)tt. 

Diese  Funktion  ist  im  fundamentalen  Periodenparallelogramm 
überall  regulär,  außer  in  m  =  0,  wo  sie  einen  Pol  der  Ordnung  «  +  1 
hat;  folglich  hat  sie  nach  §  16,  3  außer  den  zu  ihrer  Definition 
dienenden  n  Nullpunkten  noch  einen  (n  +  1)**°  in: 

—  K  +  Wg  +  .  .  .  +  mJ. 

Sie  läßt  sich  daher  nach  §  22,  II  folgendermaßen  durch  einen 
Quotienten  von  rr-Produkten  ausdrücken: 


a^^^u. 


Der  Faktor  c^  hängt  nicht  mehr  von  ti^  ab,  wohl  aber  noch 
von  u^f  ^2  '  '  'f  ^n'  ^^  ^^  ^^  bestimmen,  entwickeln  wir  beiderseits 
nach  Potenzen  von  u  und  vergleichen  die  Koeffizienten  der  AnfiEUigs- 
glieder.     So  finden  wir: 

3)     —  n!  qr  («1 ,  u^  .  .  .  u^  =^  c^fru^au^  .  .  .  (Tu^fT{u^  +  u^+  ...  +  «J. 
Andrerseits  besteht  aber  auch,  ebenso  wie  (2),  die  Gleichung: 
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^o  ^«-1  ^^^^  ^0^  ^  nicht  mehr  abhängt,  sondern  nnr  mehr  von  u^, 
ti,  . . .  u^.    Es  folgt  also: 

Fahren  wir  so  fort^  so  können  wir  c^  schließlich  durch  c^  aus- 
drücken, das  nur  noch  eine  f\inktion  von  h^  sein  kann.  Wir  er- 
halten: 

und  Gleichung  (1)  von  §  23  zeigte  daß: 

gesetzt  werden  muß.     Somit  gilt  die  Gleichung: 

vK,  «i>  w, .. . wj  = 

(— 1)*213!4!.       ^;  <^(«o  +  ti|  +  M,  4-  ...  +  ti„)/rg(«<a  -  uß) ^ 


7) 


das  Produkt  erstreckt  über  alle  Paare  von  Zahlen  a,  ß  aus  der 
Reihe  0,  1,  2  . .  .  n,  ftir  die  er  >  /?  ist 

Die  Ableitung  dieser  Formel  setzte  implicite  voraus,  daß  keine 

der  Summen  u^  +  f^  +  ...  +  «„>  Wj  +  «s  +  •  •  •  +  ^«  •  •  •>  **«— i  +  "« 
der  Null  kongruent  sei;  die  Formel  selbst  gilt  aber  nach  I,  §  39,  DI, 
solange  ihre  beiden  Seiten  reguläre  Funktionen  der  Argumente  sind, 
d.  h.  solange  nur  keines  der  u  selbst  =0  ist 

Einen   interessanten   speziellen   Fall   der   Gleichung  (7)   erhält 
man,  wenn  man  in  ihr 

setzt  Dabei  werden  allerdings  zunächst  beide  Seiten  identisch  Null; 
aber  man  erhält  von  Null  verschiedene  Grenzwerte,  wenn  man  erst 
beiderseits  mit  /7(tia  —  Uß)  dividiert  und  dann  den  durch  (8)  ge- 
forderten Grenzübergang  vollzieht  Die  Determinante  (1)  kann 
nämlich  auch  so  geschrieben  werden,  daß  man  die  dritte  Zeile  er- 
setzt durch: 

0,  /?u,  —piij,  /^'tij  —/?'mj  .../>(*• -i)tij  —]»('» -i)ttj. 

Dividiert  man  dann  durch  {u^  —  w^)  und  setzt  hierauf  «^  =  tij  =  v, 
so  wird  diese  Zeile: 

0,  p'vj  p"v  . .  ./?<••)». 
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Dann  kann  man  die  yierte  Zeile  ersetzen  dorch: 

nnd  wenn  man  mit  \{u^  —  v)*  dividiert  nnd  dann  auch  u^  »  o  seti^ 
80  wird  diese  vierte  Zeile: 

0,   p"v,   fv..  . 
So  fortfahrend  erhält  man  schließlich  links: 


2!  3!  .  .  .(n-l)! 


1 

fU 

/>'«...    ./>(""^>t« 

1 

pv 

p'  V  .  .  .  ./><"~^)ü 

0 

p-v 

p'v  .  .  .  ./?<»)ü 

0 

fv 

p'"v ;?(«  +  i)ü 

rechts  dagegen,  mit  Rücksicht  auf  §  20,  2: 

(-  l)-2!  3!  . . .  n!  _^(«  +  n».^'(^- u)  ^ 


ua 


Wenn  man  also  noch  links  die  Determinante  etwas  vereinfacht^ 
erhält  man: 


9) 


pu  —  pv    p  u  —  p  V 
p  V  p  V 

p    V  p     V 


•    •    •     • 


p(*)v 


-Dt, 


(n-l) 


V 


i(n) 


V 


j9(2»«-2)^ 


und  wenn  man  hier  noch  beiderseits  nach  Potenzen  von  u  entwickelt^ 
und  die  Koeffizienten  von  m"**"^  vergleicht: 

p'v         p"v  .  .  .  ;?('»)» 
fv         fv  .../>(" +  i>t, 


10) 


i(«-i) 


t;p(*)ü 


>(2n-2) 


V 


=  (-l)«-i(2!3!...(n-l)!) 


<nv) 


§  27.   Die  Multiplikation  des  Arguments  der  elliptischen  Funktionen. 

In  den  in  §  28  mitgeteilten  Formen  des  Additionstheorems  der 
BNmktion  J9U  kann  man  nicht  ohne  weiteres  v  =  u   setzen,   indem 
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man  dadurch  nnbestiminte  Ausdrücke  der  Form  0/0  erbalten  würde. 
Man  könnte  diese  Unbestimmtheit  (analog  wie  in  §  4)  dadurch  be- 
seitigen, daß  man  erst  im  Zähler  uud  Nenner  mit  demjenigen  Wert 
mnltipliziert,  in  den  der  Zähler  durch  Vertauschung  von  m  mit  —  « 
übergeht,  dann  (/>'«)*  und  (p'c)*  durch  ihre  Ausdrücke  in  pu,  bezw. 
pv  ersetzt  und  schließlich,  was  durch  diese  Umformung  möglich 
geworden  ist,  Zähler  und  Nenner  durch  [pv  —  pf)^  dividiert.  Ein- 
facher ist  es,  den  „wahren  Wert"  der  unbestimmten  Ausdrücke  nach 
den  Kegeln  der  Diflerentialrechnung  zu  bestimmen;'  die  dabei  auf- 
tretenden b&beren  Ableitungen  von  pu  können  nach  §  18,  IV  durch 
pu  und  p'h  ersetzt  werden.     Man  hndet  so: 


1) 


;,(2« 


"  +  Tg»)'  -i-2gip" 


-  9tP» 


also  gleich  einer  rationalen  Funktion  vierten  Grades  von  p  u.  Auf 
demselben  Wege,  oder  durch  Differentiation  der  bereits  abgeleiteten 
Gleichung  (1),  erhält  man  /''(2w)  ausgedrückt  durch  das  Pi^odukt  aus 
pu  in  eine  rationale  Funktion  6.  Grades  von  pu. 

Setzt  man  in  den  Additionstheoremen  ti  =  2  u  und  benutzt  die 
bereits  abgeleiteten  Ausdrücke  von  p  (2  u)  und  p  (2  u),  so  erhält  man 
analoge  Ausdrücke  für  7' (3»)  und  p'{^u).  So  könnte  man  fortfahren; 
indessen  erlangt  man  auf  diesem  Wege  keinen  Einblick  in  das  all- 
gemeine Bildungsgesetz  der  auftretenden  rationalen  Funktionen. 

Zu  einem  solchen  Einblick  gelangt  man  dagegen  durch  folgende 
Überlegungen.  Wir  betrachten  p[nu)  als  Funktion  von«.  Aus  den 
Fe riodicitätsei genschaften  von  p  u  folgt,  daß  auch  p  (n  u)  ungeändert 
bleibt,  wenn  man  u  um  2h^ta^  +  ih^tD^  vermehrt;  also  haben  wir 
zunächst: 

I.  p  (n  u)  pehört,  ah  Funktion  von  u  betrachtet,  zu  den  eltiptüchen 
Funktionen  des  Periodenparallelogramms  (2  (Uj ,  2  tn^. 

Ferner  ist  p  (n  w)  ebenso  wie  p  u  eine  gerade  Funktion  von  w. 
Also  folgt  aus  §  24,  IV: 

II.  7>(n  u)  ist  gleich  einer  rationalen  Funktion  von  p  u. 

Zu  einer  expliciten  Darstellung  dieser  rationalen  Funktion  ge- 
langen wir,  wenn  wir  znnächat  aus  §23,(1)  die  Formel  ableiten: 


3) 


p{nu)-pii 


«{««  +  «)o(nu 


DereD  Anwendung   unterliegt  hier   keinen  Bedenket 
in  dem  sn  nntetsncheDden  Punkte  regnlSr  sind. 
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Wir  kOnnen  dafftr  schreiben: 

3)  p(«ti)-pti=  -  y-fW-y— tW, 

wenn  wir  mit  t^,(t<)  die  Funktion  bezeichnen: 
4)  t/',(«)  = 


im 


die  in  Formel  (10)  des  vorigen  Paragraphen  explicite  durch  pu  und 
seine  Ableitungen  dargestellt  ist  Insbesondere  erhält  man^  filr  die 
niedrigsten  Werte  von  n: 

5)  Vi(«)=l. 

6)  1^,  (b)  =  -  p'u. 


7) 


,    ,  ,      ,.  P  «  P  « 
I  p  u  p    u 


Für  größere  Werte  von  n  (von  n  =  5  an)  kann  man  sich  der 
Beknrsionsformel: 

bedienen,  die  man  erhält,  wenn  man  ans  (2),  ans  der  entsprechenden 
Gleichung  mit  m  statt  u  und  aus: 

die  Funktionen  />  eliminiert. 


§  28.    Elliptische  Funktionen  ü.  Art 

Neben  den  bisher  allein  betrachteten  Funktionen  treten  häufig 
noch  andere  auf,  die  wir  im  Anschluß  an  Hsrmite  folgendermaßen 
definieren: 


^  Formel  (6)  kann  aach  erhalten  werden,  indem  man  in  §  28,  1  r  =  ««  +  A 
setzt,  beide  Seiten  nach  Potenzen  von  h  entwickelt  und  die  Koeffizienten  von 
h  vergleicht;  oder  indem  man  aus  den  Produktdarstelluugen  (§  20,  8  und  14) 
die  Identität: 


«t(m  +  6),)   (t(u  +  w,)   diu  +  w,) 
a2u  =  2(TU - 


ableitet. 


§  28.     Eüi^itdiA  FunkHonm  II.  Art 


I.  Unter  einer  elUplUchen  Funktion  II.  Art  verstehen  wir  eine  im 
Mrullicken  bin  auf  Pole  reguläre  Funktion,  die  :wei  voneinander  un- 
abhängigen Funktionatfiteichutyen  der  Form: 


1) 


/•(«  +  2»,)_p./-(«) 


genügt,  in  denen  /t^  und  fi^  von  v  unabhängige  Größen  bedeuten. 

Die  bisher  allein  so  genanuten  elliptischen  Fonktionen  nennt 
man  dann  speziell  solche  „erster  Art."' 

IL  Zwei  elliptische  Funktionen  II.  Art,  deren  Multiplikatoren  über- 
einttimmen,  neraien  wir  gleichändrig. 

Es  gilt  dann,  wie  man  sofort  sieht,  der  Satz: 

m.  Der  Quotient  zweier  gleichätidrigen  elliptischen  FunAtionen 
II.   Art  itt  eine  elliptisrhe  Funktion  I.    Art. 

Wir  können  Funktionen   II-  Art   leicht  bilden.     Die  Funktion: 


2} 


o{u 


in  der  v  ein  von  u  unabhängiges  Argument  bedeutet  [das  nur  keine 
Periode  sein  darf),  gehört  nämlich  in  jedem  Falle  zu  ihnen,  wie 
aus  den  Gleichungen  §  20,  (6),  (7)  folgt;  und  zwar  ist  für  sie: 


3) 


/«,  =  « 


^2^  Di,-Zc. 


Sind  umgekehrt  |U,  nnd  /ig  beliebig  vorgeschneben ,  so  können 
vir  j(  und  u  stets  so  bestimmen,  daß  diese  Gleichungen  bestehen. 
Wir  erhalten  nämlich  aus  ihnen  unter  Berücksichtigung  der  Lk- 
eENSREscheu  Relation  g  19,  (14): 

4)  ß5r)  =  flilog//3-.i,log^,, 

5)  ü  TT  ("  =  r"i  log  fl,  —  f...,  log  /<j  ; 

den  Logarithmen  können  dabei  beliebige  unter  ihren  unendlich  vielen 
Werten  (I,  §  56,  III)  beigelegt  werden,  natürlich  aber  in  beiden 
Gleich  untren  dieselben. 

Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheidea.  In  dem  ipeitellen 
Fall,  daß  unter  den  Werten  dieser  Logarithmen  welche  sind,  die 
sich  verhalten  wie  die  Perioden,  kann  man  eben  diese  Werte  in  den 
Gleichungen  (4),  (5)  nehmen;   dann   erhält  man   u  =  0.     Man   siebt: 

'  Auch  im  folgeodeo  solleB  übrigens  onler  „elliptischen  Funktionen"  ohne 
weiteren  Zusatz  stets  solche  ..erster  Art"  ventanden  werden,  wo  nicht  das 
Gegenteil  ausdracklich  gesagt  wird. 
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TV.  Eine  Exponentialfunktion,  deren  Exponent  eine  timeare  ganze 
Funktion  qu  +  q^  von  u  ist,  kann  für  jedes  Periodenparailelofframm 
angesehen  werden  als  eine  spezielle  elliptische  Funktion  IL  Art  mit  den 
MuUipKkatoren : 

6)  iUj  =  eG^i,      JLI3  =  ee*^. 

Aus  ni.  folgt  dann: 

V.  Jede  spezielle  elliptische  Funktion  IL  Arty  deren  MultipUkaioren 
die  Werte  (6)  haben,  ist  das  Produkt  aus  e^^  in  eine  elUptische  Funktion 
L  Art 

Es  giebt  also  in  diesem  speziellen  Falle  zwar  solche  elliptische 
Funktionen  IL  Art,  die  zugleich  ganze  transscendente  Funktionen 
sind,  aber  keine,  die  nur  einen  einfachen  Pol  im  Periodenparallelo- 
gramm hätten. 

Sind  aber  unter  den  Werten  der  Logarithmen  der  /ti  keine 
solchen,  die  sich  verhalten  wie  die  Perioden,  so  erhält  man^  welche 
von  diesen  Werten  man  auch  nehmen  mag,  aus  der  Gleichung  (5) 
stets  einen  von  Null  verschiedenen  und  auch  nicht  zu  Null  kon- 
gruenten Wert  für  v.  In  diesem  allgemeinen  Falle  reduziert  sich 
also  die  Funktion  (2)  nicht  auf  eine  Exponentialfunktion^  sondern 
behält  einen  Pol  bei  m  =  0  und  einen  Nullpunkt  bei  m  =  ».  Wir 
erhalten  also  den  Satz: 

VI.  Zu  jedem  beliebig  vorgegebenen  Multiplikatorensystem  giebt 
es  zugehörige  elliptische  Funktionen  IL  Art;  eine  derselben  hat  die 
Form  (2),  wenn  man  in  ihr  v  und  q  aus  den  Gleichungen  (4)  bestimmt; 
jede  andere  ist  das  Produkt  dieser  Funktion  in  eine  eUiptische  Funktion 
L  Art. 

Stellt  man  diese  letztere  nach  Anleitung  von  §  22  als  einen 
Quotienten  von  Sigmaprodukten  dar,  so  gewinnt  man  folgende 
Resultate: 

Vn.  Jede  elliptische  Funktion  IL  Art  läßt  sich  darstellen  als  PrO' 
dukt  aus  einer  Exponentialfunktion,  deren  Exponent  eine  lineare  Funktion 
von  u  ist,  in  einen  Quotienten  von  Sigmaprodukten,  der  gleichviel  Fah^ 
toren  im  Zähler  wie  im  Nenner  hat 

VnL  Die  elliptischen  Funktionen  II  Art  haben  mit  denjenigen 
L  Art  die  Eigenschaft  gemein,  daß  sie  im  Periodenparallelogramm, 
ebenso  oft  Null,  wie  unendlich  werden;  sie  unterscheiden  sich  aber  von 
ihnen  dadurch,  daß  die  Differenz  zwischen  der  Summe  der  Nullpunkte 
und  der  der  Pole  nicht  ~_  0,  sondern  ^j.  0  ist. 

Man  beachte  auch,  daB  es  im  allgemeinen  Falle  zwar  elliptische 
Funktionen  IL  Art  giebt,  die  im  Periodenparallelogramm  nur  einen 


§39. 
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e)BfachenPolhabeQ,ab«rkemeso1cheii,  die  zugleich  ganze transscendente 

Funktionen  wären.  Denn  eine  solche  wflrde.  durch  die  Funktion  (2) 
dividiert,  eine  elliptisclie  Funktion  I.  Art  mit  nur  einem  einfachen 
Pole  liefern;  und  eine  solche  kann  es  nach  g  H,  VI  nicht  geben. 
En  Unterfal!  der  elliptischen  Funktionen  11,  Art  verdient 
spezielle  Berücksichtigung:  daß  nämlich  die  Multiplikatoren  den  ab- 
,soluten  Betrag  1  haben,  ihre  Logarithmen  also  (neben  anderen  auch] 
rein  imaginäre  Werte  haben.  Nimmt  man  dann  diese  Werte  in  {4} 
und  (5),  so  erhält  man: 

B)  D  =  2»,«, +2v,«„ 

unter  *, ,  r,  reelle  Zahlen  verstanden.    Die  MultipUkatoreD  sind  dann: 

Man  setzt  in  diesem  Falle  wohl  die  Funktion  (2),  unter  Hinzu- 
fügung  eines  konstanten  Faktors, 

0         LH) 

10)  =       äü      ' 
indem  man  definiert: 

11)  (r^^(K)  =  «I3'.'J.  +  3',l.H»  +  ','-,  +  *.«,lff(«_2»rj  J^l  -  2l',  J?,). 

Insbesondere  bedient  man  sich  dieser  Bezeichnung  für  den  Fall, 
daß  fj  und  f,  ratimtak  Zahlen  mit  gemeinsamen  Nenner  sind.  (Man 
läSt  dann  wohl  auch  diesen  gemeinsamen  Nenner  in  der  Bezeichnung 
■weg.)     Die  Multiplikatoren  sind  in  diesem  Falle  Einheitmimrzein. 

§  29.     Partialbruchzerlegung   der  elliptischen  Funktionen  It-  Art 

Wenn  wir  neben  die  im  vorigen  Paragraphen  gelehrte  Faktoren- 
zerleguDg  der  eiliptischen  Funktionen  II.  Art  eine  Zerlegung  in 
Partialbrüche  stellen  wollen,  so  müssen  wir  den  „speziellen"  und  den 
„allgemeinen"  Fall  unterscheiden.  Im  speziellen  Fall  erhalten  wir 
auf  Grund  von  §  28,  V  die  gesuchten  Formeln  einfach  dadurch, 
daß  wir  in  den  entsprechenden  Formeln  von  §  24  alle  Glieder  mit 
«»"  multiplizieren.  Dagegen  im  allgemeinen  Falle  haben  wir  eine 
elliptische  Funktion  11.  Art  mit  nur  einem  einfachen  Pole;  wir 
können  sie  der  Partialbruchzerlegung  zu  Grunde  legen.  Da>:u  nor- 
mieren wir  sie  zweckmäßigerweise  so,  daß  ihr  Residuum  =  1  wird; 
wir  bilden  die  „ Elementar funktum  IL  Are*: 


1) 


f{u;  v)=  ~tO' 


EÜiptische  FunMionan  zweiter  Sfwfi, 


lat  dann  irgend  eine  elliptische  Funktion  11.  Art  mit  denselben 
UnltipUkatoren,  ipu,  vorgelegt,  die  im  Periodeaparallelograniin  die 
einfaclien  Pole:  l^^,  b^  .  .  .  b^,  bezw.  mit  den  Besidoen  B^,  Ä,  .  ,  .  B 
hat,  Bo  gilt  die  Gleichung: 

2)  <»(»)  - 


gÄ,T(. 


Wenden  wir  diese  Formel  z.  B.  auf  die  FunktioD: 


Ä,  = 


ist,  so  erhalten  wir  wieder  die  Gleichung  (1)  Ton  §  25. 

Will  man  auch  elliptische  Funktionen  II.  Art  mit  mehr&chen 
Polen  in  Partialbruche  zerlegen,  so  muß  man  neben  der  FunktioQ 
tf>{v\  V)  ihre  Ableitungen  einführen,  ebenso  wie  das  in  §  24  mit 
den  Ableitungen  der  Funktion  in  geschehen  ist. 


VIERTER  ABSCHNITT. 


Elliptische  Funktionen  zweiter  Stufe. 

§  30.    Sigmafunktionen  mit  Index. 

W'  ir  haben  bis  jetzt  nur  solche  elliptische  Funktionen  betrachte 
die  Ton   den   beiden   Fundamentalperioden   in   ganz  gleicher  Wein 
abhängen,    sodaß   keine    derselben    vor   der   andern   bevorzugt  i 
Auch    haben    wir    nur    Beziehungen    zwischen   solchen    elliptischei 
Funktionen    aufgestellt,   die    zu    demselben  Perioden par all elogi 
gehören.     Nach  den  beiden  so  bezeichneten  Richtungen 
wir  nun   unsere  Untersuchungen   ausdehnen.     Die   dabei    sich   dai 
bietenden  prinzipiellen  Fragen  wollen  wir  aber  erst  im  XII.  Abschi 
angreifen;   hier  wollen  wir  uns  zunächst  auf  einem  gewissermaBeqj 


Sigmafunldianvt  mit  Indvi. 


11 


empirischen  W'ege  zu  einer  Gruppe  von  Ftmktionen  fahren  lassen, 
die  man  mit  einem  später  noch  genauer  zu  erläuternden  Terminus 
als  elliptische  Funkäojiea  zweiter  Stufe  bezeichnet. 

Wir  untersuchen  zunächst  diejenigen  unter  den  hereits  in  §  28 
eingeführten  Funktionen  itj,  ^(h)  näher,  deren  Indices  ganzzahlige 
Vielfache  von  ^  sind.  Es  gieht  deren  drei  verschiedene;  dividiert 
man  sie  durch  ihre  Nullwerto,  d.  h.  durch  diejenigen  Werte,  die  sie 
für  w  =  0  annehmen,  so  erhält  man  die  von  Weieustrams  mit 
(Ta(u](of  =  1,  2,  3)  bezeichneten  Funktionen,  nämlich: 


1) 


3) 


ö<«) 


v,f") 


(Die  Identität  der  beiden  je  fiir  dieselbe  Sigmafonktion  ge- 
gebenen Werte  folgt  aus  §  20,  (6),  (7),  (13).) 

Wie  aus  dieser  ihrer  Detinition  hervorgeht,  sind  diese  Funk- 
tionen ebenso  wie  a  k  ganze  transficendente  Funktionen  des  Arguments 
«,  und  zwar  gerade  Funktionen  desselben,  da  rr»  eine  ungerade 
Funktion  ist.     Für  w  =  0  ist: 


4) 


'f.(Ö)  =  'r,(0)  =  a,tO)=l. 


Midtipliziert  man  je  die  beiden  verschiedenen  Formen  derselben 
Sigmafunktion  miteinander  und  berücksichtigt  Gleichung  (I)  von 
§  23,  so  findet  man: 


6) 


ff(«+  u„)  ir(u  -w^) 


(«  =  1,  2,  3). 


Diese  Formel  zeigt,  daß  die  Gesamtheit  der  Werte  von 
ypu  —  Ba  nicht  eine  zweiwertige  analytische  Funktion  von  u  vor- 
stellt, sondern  in  zwei  eindeutige  analytische  Funktionen  zerfällt, 
TOn  denen  die  eine  =  (t„w/itu,  die  andere  =  —  ij„uI<tv  ist  (Vgl. 
I,  §  70-) 

Andrerseits  erhalten  wir  aus  Gleichung  (14)  von  §  23  mit  Bück- 
Bicht  auf  Gleichung  (11)  von  §  19: 
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Man  kann  diese  Formel  auch  ableiten,  indem  man  die  drei  Glei- 
chungen (5)  mit  der  Gleichung  (6)  des  §  18  verbindet  und  das  dabei 
unbestimmt  bleibende  Vorzeichen  durch  Vergleichung  der  Glieder 
mit  t£~~^  in  den  Entwicklungen  beider  Seiten  nach  Potenzen  Ton  s 
bestimmt 

Von  weiteren  Eigenschaften  dieser  ^yNebensigma^  wie  man  sie 
wohl  nennt,  ist  vor  allem  wichtig  ihr  Verhalten  gegenüber  Fermekrung 
des  Arguments  um  eine  ganze  Periode.  Man  erhält^  indem  man  zuerst 
die  zweite,  dann  die  erste  Form  der  Definition  benutzt: 

8)  ^  ^^a 

I  =  -  e^M''-^^a)fT^u.(a  =  1,  2,  3). 

Für  ce  ^  ß  erhält  man  dagegen  zunächst: 


<t«(m  +2(0ß)  = 


(TG) 


oder  mit  Rücksicht  auf  §  20,  Gleichung  (12): 

^  - ,,jM  +  2a,ß) ^2nß («  +  «>«  +  «/?)att  +  Ol« 


0*  6> 
a 


J 


und  wenn  man  noch  §  19,  (15)  benutzt: 

9)  /7a (m  +  2(Oß)=-  e2,7^(«  +  ^ß)a^u. 

Vermehren  wir  die  Argumente  nur  um  halbe  Perioden^  so  ver^ 
tauschen  sich  die  vier  Sigmafunktionen  (mit  und  ohne  Index)  unter 
sich,  bis  auf  zutretende  Exponentialfaktoren.  Man  erhält  zunächst 
aus  der  zweiten  Definitionsform  von  /7a  u: 

10)  Ga{u  +  a>a)  =    — 

femer  aus  der  ersten: 
H) 


) 

(TW^ 

? 

e 

-n 

a(-  + 

+ 

Wa  +  (Oß) 

— 

e~ 

»^aC« 

l/U 

a  (Oy    (JyU 

§  31.     Darstellung  der  SigmafunkUonen  mit  Index.  79 


Eine  übersichtlichere  Gestalt  nehmen  diese  .,Verwandlungs- 
formebi^  an^  wenn  man  statt  der  Funktionen  tr^^u  die  Funktionen 
^  i    /« («)  selbst  benutzt     Bezeichnet  man  sie  zur  Abkürzung  mit 

TaU,  setzt  also: 

12)  Ta  («)=<?-  M""  +  V.«a)  (T  (t<  +  ö>„)  =   -  e'lai^  +  V.«a)o-(l«  -   }  W.), 

80  erhält  man: 

13)  (T{u+  (Da)  =  eVai^  +  */.«>«)  Ta(tt), 

14)  T«(t£  +  0)«)  =  -  <?»?«(» +  V.««)(rtt, 

15)  7>(tt  +  0)«)  =  ±  ieM^  +  V.«a)  7;(t£); 

dabei  gilt  in  der  letzten  Formel  das  untere  oder  das  obere  Zeichen, 
je  nachdem  {a,  ß^  y)  eine  gerade  oder  ungerade  Permutation  der 
drei  Indices  (1,  2,  3)  ist 

Endlich  bemerken  wir  noch: 

Die  Sigmafunktionen  mit  Index  sind  homogene  Funktionen  der  drei 
Fariaheln  u,  ct>^,  co^  von  der  Dimension  0. 

§  31.    Daretellung  der  Sigmafunktionen  mit  Index 
durcli  unendliclie  Produkte. 

Aus  der  in  §  20,  (14)  gegebenen  Darstellung  von  <t{u  +  v) 
durch  ein  unendliches  Produkt  erhalten  wir  ohne  weiteres  Dar- 
stellungen der  Nebensigma  durch  solche  Produkte,  wenn  wir  in  ihr 
V  bezw.  =6)|,  (o^j  o>3  setzen.  Dieselben  schreiben  sich  am  ein-  * 
fachsten,  wenn  man  das  Zeichen  tr«,  zur  Bezeichnung  irgend  einer 
der  Größen 

2  Äj  O?!  +  2  Äj  0)3  +  0)« 

benutzt,  oder,  was  dasselbe  ist: 

M7j    für  (2Äi  +  l)(0^  +  2Ä3Ö>3, 

IT,  für  {2k,  +  1)0),  +(2Ä3  +  l)a>3, 
tv^  flir  2Ä,ö>j  +(2Ä3  +  1)q>3 

schreibt;  man  erhält  dann: 

1)         '^««=--.--ri|(i-ä^"'"''"i 


«'a 
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Ans  diesen  ^^zweifiM^h^  unendlichen  Produkten  kmnn  man  ebenso^ 
wie  es  in  §  21  f&r  <j-t<  geschehen  ist,  dorch  ZnsammenfEWsen  der 
Faktoren  „einfach^  unendliche  Produkte  erhalten.  Rascher  gelangt 
man  zu  demselben  Ziele ,  wenn  man  in  den  einfach  unendlichen 
Produkten  des  §  21  u  durch  u  +  fü^  ersetzt  Dabei  macht  sich 
jedoch  der  umstand  geltend,  daß  beim  Übergang  zu  jenen  einfiu^ 
unendlichen  Produkten  die  beiden  an  und  für  sich  gleichberechtigten 
Perioden  2coj  und  2a>3  ganz  verschieden  behandelt  worden  sind; 
infolgedessen  müssen  wir  hier  die  Rechnung  f&r  jedes  der  drei 
Nebensigma  gesondert  durchfuhren. 

um  zu  fT^u  überzugehen,  haben  wir  u  durch  «  +  co^,  also  v 
durch  V  +  ^j  z  durch  i z,  2 ly^  ©j  t?*  durch  2  ^j  a>j  v*  +  i!^i  k  +  ^^i  ©j 
zu  ersetzen;  femer  haben  wir: 

'  ^  77(1  -  Ä^")* 

zu  berechnen.     Damit  erhalten  wir: 


00  #  o_      %    00 


_i/7(l+A''*»)mi +*'*'*- ^ 

3)  *7,  (2  «,  V)  =  «2,,.«..*  — -^  -  =  ' 0^-=^=^^ 

2  J7(x+a2')* 

4)  =  <?2»7i«>it'co8»;r  TT ^-zi ■ 

Um  (T^{u)  zu  erhalten,  ersetzen  wir  u  durch  u  +  (u^,  r  durch 
v  +  \t,  z  durch  ÄV«r,  2 i^j  a>j  o*  durch  27^^(0^»*  + 2j7jC03t?  +  ^i7,  flOj'cöj*"^ 
oder  unter  Benutzung  der  LEOENDRESchen  Relation  durch: 

und  berechnen: 

r  =  l 

oder  wenn  wir  den  isoliert  stehenden  Faktor  in  das  erste  Produkt 
im  Zähler  mit  hinein  ziehen: 

^d-A-'-*)* 

5)  ff<»3  =  i— '«•/.•».«.Ä-v.^ 


r=l 
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Wir  erhalten  dann: 


rr,(2ö)i  V)=  <f2.ha,,r«^(^-l_^^) 


n 


00 

n 

r=l 


£r(l-A2'  +  l».)^(l_*2'-l;,-3) 


OO 


/7(i  -  /' 


2r-  IM 


Y 


oder  wenn  wir  auch  im  Zähler  die  entsprechende  Umformung  vor- 
nehmen: 


Jld-Ä^'-'^OÄd-Ä'"-'*-^ 


6)  rT3(2a>iü)=<?2,.cu,r«  j- 


ysl 


y=l 


7) 


_  g2  ,,  o), »» jQ  1 


#(i-a2'->)» 


(l-A^r-l) 


Um  endlich  fr,  u  zu  erhalten,  ersetzen  wir  u  durch  u  +  co^,  v 
durch  t>  — i  — -J-r,  z  durch  ^ih^^l*Zj  2f]^(o^v*  durch  2i7jö)jr* 
+  2fyj  (üjü  +-|-i7i  ö>,*cöi~^  oder  unter  Benutzung  der  LEOENDSEschen 
Relation  durch: 

2 i7j  (üj  i?^  +  r/^u  ^  vni  +  \fj^G)^  +  ^rni  +  \nt 

und  berechnen: 


8) 


.,-',.^.oi,n{i+h^'-')n{i+h^'*') 


2  t 


oo 


=  _  ?•  «•..■h-.y/.A-v.'-"' 

TT  ' 


OD 


=  1 


Damit  erhalten  wir: 


fT2(2a>ii7)  =  <?2*'>'^'^.z-i.(r  — Äz-i) 


oder  nach  entsprechender  Umformung: 


^(1+ä2''-1*«).5(i+ä2''  +  1»-2) 


rsl 


OD 


77(1  +  A 

r  =  l 


2y-l\2 


9)  fT2(2(ü,  r)  =  tf^''»«»'^ 


^d+Ä^^-^^O^d+Ä^'-^*-^ 


»»=1 


y=l 


00 


Ä(l  +  A''-7 


^  M  (l+A^'-T 
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In  den  Zwischenrechnangen  dieses  Paragraphen  kommeii  die 
Größen   yi  und  A^/«,  AVi  vor;  aus  der  Rechnung  selbst  geht  herror, 

daß  der  ersteren  der  unzweideutig  bestimmte  Wert  e  ^  beizulegen 
ist  und  daß  unter  den  letzteren  die  eindeutigen  Funktionen  des 
Periodenverhältnisses  e^f*^"^,  ^Vi»«»  zu  verstehen  sind. 

§  32.    Die  Werte  der  Sigmafunktionen  fDr  die  Halbperioden. 

Jedes  der  drei  Nebensigma  wird  gleich  Null,  wenn  man  sein 
Argument  gleich  der  gleichnamigen  Halbperiode  setzt: 

1)  (TafOa   =   0. 

Setzt  man  aber  das  Argument  gleich  einer  der  beiden  andern 
Halbperioden,  so  erhält  man  sechs  Werte,  die  sich  durch  die  Werte 
der  ursprünglichen  Sigmafunktion  fUr  die  Halbperioden  folgender- 
maßen ausdrücken: 

Dabei  kann  (a,  ß,  y)  irgend  eine  Permutation  der  Indicea  (1,  2,  3) 
bezeichnen.  Vertauscht  man  hier  a  mit  ß  imd  verbindet  die  ent- 
stehende Formel  mit  der  ursprünglichen,  so  findet  man  mit  Sück- 
sieht  auf  §  19,  (15): 

3)  —-^-  :   -'^--"  =.e'Va^ß+vßco^  =  ±  i- 

p  « 

und  zwar  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  (a,  ß^  y) 
eine  gerade  oder  eine  ungerade  Permutation  von  (1,  2,  3)  ist 
Femer  folgt  aus  (2): 

4)  (TaCüyfTß(Oy  =  e^r'^Y 

und 

Diese  Werte  der  Sigmafunktionen  für  die  Halbperioden  sind 
eindeutige  Funktionen  der  Perioden.  Sie  lassen  sich  als  solche  dar- 
stellen mit  Hilfe  der  unendlichen  Produkte: 


6) 
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Diese  Produkte  konvergieren  unbedingt  und  gleichmäßig,  so- 
lange I  A  I  <  1,  d.  h.  solange  der  imaginäre  Bestandteil  von  r  positiv 
ist.  und  stellen  folglich  im  Innern  der  so  definierten  Bereiche 
reguläre  Funktionen  von  A,  bezw.  von  r  vor. 

Multipliziert  man  gliedweise  aus^  so  erhält  man: 

Man    sieht;   daß  beide  Produkte  zusammen   gerade  die  sämtlichen 
Faktoren  von  H^  geben;  es  ist  also  B^  =  H^H^H^H^  und  folglich: 

7)  H^H^H^^  \. 

Mit  dieser  Bezeichnung  gehen  die  Formeln  (2),  (5)  und  (8)  des 
vorigen  Paragraphen  üjber  in: 

■   g  /«»7i<»i  — y   , 


8) 


ac3^  = 


(T(0^=   -Vi    "-L  *-*'*<?"«»?• 


I«t  - 


(7a>3  = 


^1 
4»' 


.  Ol 


also: 

9) 


Femer  findet  man: 

für  tt  =  a>j  wird  v  =  \,  z  =  t,  e^'ü«!"*  =  eVfh«»!, 


für  M  =  ©,  wird  t?  =  -  |  -  -^  ,  r  =  -  lÄ  -Vt,  g2iH«,,;«  ^  }7A */«<?*/.*««, 

also: 

10)     ^,«,  =  -  ^iyzA-V.^v.*c..  gl,  ,T3«,  =  2ViAV*^V.'^«.  AI; 

för  /i  =  «3  wird  t?  =  -|^ ,  z  =  AVt,  ^Sih«»«"  ^  AV^cVti.«!, 
also: 

Man    überzeugt   sich,   daß  diese  Ausdrücke  der  61eichimg  (2) 
Genüge  leisten,  wenn  man  berücksichtigt,  daß: 


T  1 


=    ±  -p     —  ^;a  «/J  +  'ya  «y  +   y/a  «a  =    ±   "S 2  1?«  Wß 


ist 


6* 
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Durch  Vermittlung  dieser  Produkte  gelangt  man  nun  auch 
dazu,  die  Differenzen  der  Wurzeln  Ca  als  Funktionen  der  Perioden 
explicite  durch  einigermaSen  handliche  Ausdrücke  darzustellen.   Aus 

der  Oleichung  (5)  von  §  30  erhält  man  nämlich: 


12) 


V^a  -^ß  = 


also  speziell  (unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (7)): 


1») 


V^  -  -.  = 


Oy  Ol, 

fr  ci>, 


."    H*H*, 


'Ibi 


I«. -'8  = 


J  «'s  -  ''i  =  =  -  * 

I  ^  —  *^a  =         •  =  —  I 


(TgW, 

= 

n 
2  a., 

^0*  ^,S 

= 

.       71 

2rü, 

//o'  ^3*. 

= 

2n 

Ä^.  IT^^  h 

n 
2a>, 


w, 


l)un*h  dioso  Gleichungen  sind  bestimmte  Werte  der  links 
stehondou  Quadratwurzeln  als  eindeutige  Funktionen  der  Perioden 
dHrjfestoUt  (vgl.  1,  §  70):  wir  setzen  fest: 

dmrek 


1.   Im  fohimden  sollen  unter  den  Zeichen  }ea  ~-  eß  stets 
die    iileichuiyen  (9)    definierten    eimieutit/en    Funktionen    der   Perioden 
rerstunden  Krrden.^ 

Zwischen  ihnen  bestehen  (vgl  3)  die  Relationen: 


U) 


}  c'j  -  e'j  =       '  J  ^1  -  <^a  . 
\e^  -«'i  =  -  '  Wi  -<^3» 


,  }  ^3   -  ^i   =  O  «'s   -  «^3  • 

Die  Formeln  ^13'-  selbst  zeigen  übrigens,  daß  auch  noch  ge 
Kv^mbiuAtioueu  der  eierten  Wurzeln  aus  den  Differenzen  der  #  sich 
;ils  eindeutig  Funktionen  der  Perioden  darstellen  lassen;  nämfick 
eiuenjeits  die  lV>dakte: 


l^ieM  LVciuiCiou  «ciiuiur  -iii:  >ior  v. a  T^XTiEiiT   liud  yi*}UL  dber^in:   da- 
g«j|j:eu    uichc  dun:Qw«g  hl: c  der   von  Wsisb^^th^.-««»  nnd  ScHWiJKs;   v^t.  «üx*  mitf- 
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15)  y(^a-^>?)(^«-  e,)  = 

(wegen  (4)),  andrerseits  die  Quotienten: 


(TCt) 


16) 


<rö)y 


Man  erkennt  nämlich,  daß  man  in  den  Gleichungen  (15)  das 
Vorzeichen  willkürlich  so  wie  geschehen  festsetzen  kann;  in  den 
Gleichungen  (16)  muß  es  dann  aber  so  wie  geschehen  gewählt 
werden^  wenn  man  nicht  mit  der  bereits  in  (12)  gegebenen  Definition 
der  Quadratwurzeln  in  Widerspruch  kommen  will. 

Für  zwei  von  den  Quotienten  (16)  pflegt  man  besondere  Zeichen 
zu  benutzen,  nämlich: 

17)  yÄ=  ]/j£f  =  «-•'•'•'^'^,0,,  =  2AjV.^;. 
und 

18)  V*'  =  l^f^  =  «--'— .«.=f^- 
Das  Produkt: 

19)  G  =  K  -  *,)» («,  -  «,)» («,  -  «j)*  =  tV (^,*  -  27 g^*) 

heißt  die  Diskriminante  des  zu  dem  vorgelegten  Periodenparallelo- 
gramm gehörenden  Körpers  elliptischer  Funktionen.  Von  ihr  ist 
noch  die  12.  Wurzel  eine  eindeutige  Funktion  der  Perioden: 

Auch  den  vierten  Wurzeln  selbst  kann  man  eindeutig  definierte 
Werte  beilegen,  aber  nur  mit  Hilfe  einer  willkürlichen  Festsetzung. 
Bezeichnet  man  mit: 


2^)  l/^ 


irgend  einen  Wert  dieser  Wurzelgröße  —  gleichviel  welchen,  aber 

in  allen  Formeln  denselben  — ;   femer  mit  y7  die  bestimmte  achte 
Einheitswurzel: 


n% 


22)  ■f^^'  e  * 
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*/ 

so  kann  man  festsetzen,   daß  unter  den  Zeichen  ye«  —  eß  die  fol- 
genden Werte  zu  verstehen  sein  sollen:^ 


23) 


Diese  Festsetzung  steht  mit  den  früheren  nicht  in  Widerspruch ; 
die  Produkte  und  Quotienten  der  so  definierten  vierten  Worzehi 
geben  genau  die  in  (15)  und  (16)  schon  festgelegten  Werte.  —  Man 
kann  dann  auch  einen  Wert  der  24.  Wurzel  aus  der  Diskriminante 
festlegen  durch: 

24)  V=|/^^AV«Äo 

und  unter  yG  die  dritte  Potenz  dieses  Wertes,  also: 

verstehen. 

§  33.    Die  Sigmaquotienten  und  die  Funktionen  Jacobi'8. 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  von  §  30  zeigen,  daß  die  vier 
Sigmafimktionen  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode 
sich  mit  ^Faktoren  multiplizieren,  die  sich  höchstens  im  Vorzeichen 
unterscheiden.     Daraus  folgt: 

I.  Die  Sigmaquotienten,  d,  A.  die  Quotienten  je  zweier  Sigma^ 
funktioneny  ändern  sich  höchstens  im  Torzeichenj  wenn  man  ihr  Argument 
um  je  eine  Periode  vermehrt 

Im  einzelnen  ist: 

'  (T(t*  +  2  w^)  au 

2  -'^4- — -  - -^  =  -^     («  +  /?.  r). 


^  Die  beiden  Vorzeichen  der  ersten  Zeile  kann  man  willkürlich  wfihlen; 
man  erhält  aber  nur  dann  in  allen  drei  Zeilen  in  der  zweiten  Kolonne  das- 
selbe  Zeichen,  wenn  man  „  —  "  wählt 
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dagegen: 


4) 


5) 


6) 


(Tß(u  +  2  (Oß)  -^  <Tß{u+  2  ft)y)  «r^t* 

Ans  den  beiden  letzteren  Gleichungen  folgt: 

(r^{u+  4aß)  ^   a^u 


Znsammen  mit  (I)  und  (2)  sagen  diese  Gleichungen  aus.* 

n.  aaUJfTU  und  aßUJayU  sind  doppeltperiodische  Punktionen  von 
u  mit  den  Perioden  2(Oa  und  4(Oß, 

In  dem  durch  diese  Perioden  bestimmten  Periodenparallelo- 
gramm hat  jede  dieser  beiden  Funktionen  zwei  und  nur  zwei  ein- 
fache Pole:  nämlich  a^ujau  bei  u  =  0  und  u  =  2a>^,  aßUJayU  bei 
tt  =  coy  und  u  =  (Oy  '\'2cDß.  Hätte  nun  eine  dieser  Funktionen  noch 
eine  Periode,  die  von  2  (Da  und  4q>^  unabhängig  wäre,  so  müßte 
diese  Periode,  zu  dem  einen  Pol  addiert,  den  andern  ergeben.  Aber 
2  07^  ist  nach  (4)  und  (5)  keine  Periode  dieser  Funktionen.  Also 
folgt,  als  Vervollständigung  des  Satzes.  11: 

in.  Alle  Perioden  jeder  dieser  Punktionen  lassen  sich  aus  den 
angegebenen  homogen  und  linear  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zu- 
satnmensetzen. 

Mit  diesen  <T-Funktionen  stehen  diejenigen  Funktionen  im  engsten 
Zusammenhang,  die  Jacobi  seinerzeit  gewählt  hat,  um  alle  übrigen 
elliptischen  Funktionen  durch  sie  auszudrücken.  Diese  Funktionen 
Jacobis  sind  homogene  Punktionen  nullten  Grades  der  drei  Argumente 
Uj  a>p  QI3,  die  in  der  WEiEBSTRASSschen  Theorie  auftreten;  sie  hängen 
also  nur  von  den  Verhältnissen  dieser  drei  Argumente  ab.  Doch 
muß  man,  um  zu  Jacobis  Bezeichnung  überzugehen,  zunächst  nicht 
etwa  die  schon  wiederholt  benutzte  Größe  v  ==  u/2(o^  als  unabhängige 
Variable  einführen,  sondern: 


7)  M7  =  «y^j  — 


'3> 


wobei  der  Quadratwurzel  die  in  §  32,  13  definierte  Bedeutung  bei- 
zulegen  ist     Diese   Größe    ist  nämlich    ebenfalls    eine    homogene 
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Funktion  nnllter  Ordnung  von  v,  to^j  fo^,  da  die  e«  von  der  OrdDimg 
(—2)  sind.  Jacobib  Funktionen  drücken  sich  dann  folgendermafien 
durch  die  Sigmaquotienten  aus:^ 


8)   sn  tc  =  Ve.  ^  e^ :  c  it  t£7  =  — ^— - :  dn  w  =^  ^^  • 

^  *         ^  «^t«  «^t«  ^3« 

Will  man  umgekehrt  von  den  JACOBischen  Bezeichnimgen  zu 

den  WEiERSTBASsschen  übergehen,  so  kann  man  ftr  y^  — ~e^    einen 
ganz  willkürlichen  Wert  vorschreiben. 


§  34.    Relationen  zwischen  den  Sigmaquotienten,  liezw.  den  Funk- 
tionen Jacobi's;  DiflTerentiaigieicIiungen,  denen  eie  genAgan. 

Algebraische  Relationen,  die  zwischen  den  SigmafiinktioneD 
identisch  bestehen,  erhält  man,  wenn  man  aus  den  Gleichungen 
§  30,  (5)  py  eliminiert     Man  findet  so  zunächst: 

oder: 

1)  frju  —  (Tß^U  +  (<?a  —  eß)fT*U  =  0. 

Aus  den  drei  Gleichungen,  die  aus  dieser  durch  Vertanschong 
der  Indices  hervorgehen,  erhält  man  femer: 

Von  den  so  erhaltenen  vier  homogenen  linearen  Belationen 
sind  gerade  zwei  voneinander  unabhängig,  sodaß  man  den  Salz 
erhält: 

L  Durch  zwei  beliebige  der  vier  Sigmaquadrate  lasten  sich  die 
beiden  andern  linear  und  homogen  ausdrücken. 

Für  die  Funktionen  Jacobis  lauten  diese  Relationen: 

3)  cn^  tt?  =  1  —  sn^  tr;  dn^  tr  =  1  —  k^sn^w\ 

das  Zeichen  k  hat  dabei  die  durch  die  erste  Gleichung  (17)  von  §  32 
erklärte  Bedeutung. 

Als  elliptische  Funktionen  müssen  die  Sigmaquotienten  zufolge 
§  24,  VI  algebraischen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  genügen, 

*  Jacobi  nannte  seine  Funktionen  bezw.  sinus,  cosinus,  delta  amplitndinii 
und  bezeichnete  sie  mit  sin  am,  cos  am,  A  am;  die  im  Text  benutzte  Abkümuig 
dieser  Bezeiehnung  rfihrt  von  Güdermakk  her. 
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in  denen  die  unabhängige  Variable  ezplicite  nicht  yorkommt  um 
dieselben  aofzustellen,  gehen  wir  aus  yon  der  Gleichung  (5)  yon  §  80. 
Wir  erhalten  aus  ihr  zunächst  durch  Differentiation: 

2      a  *»         a  f 

au       du    au        ^     ' 

also  wegen  §  30  (4): 

« 

4^  _?_  _^ __    ß      _Y 

du    au  au     au 


5) 


Hieraus  folgt  weiter: 

d     au   ^  V^  ^y^  . 
du   a„u         au    au  ' 


endlich  durch  Verbindung  der  Gleichungen  (4)  und  (5): 


6) 


d     Oß^         au     d     "s»    ,    "ß^     d     au 

S5S    ■•—    — ^—     ■ 

du    au         au    du    au  au    du    au 

a^u         a^^ua^u  „m.    a„u 

OL  .         p  a  /  \Uc»a 

= h  -^ — 5 —  =  —  (e»  —  eJ) — 

au  aua^u  ^  *^         ''  au    au 


(die  letzte  Umformung  mit  Bücksicht  auf  (1)). 

Ersetzt  man  in  diesen  Gleichungen  jedesmal  die  rechts  auf- 
tretenden Sigmaquotienten  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
durch  die  links  yorkommenden,  so  findet  man: 

n.  Die  vier  Funktionen: 

^.  a^u  1         Vi      _   \ V*      1 ^^ 

sind  partikuläre    Integrale    einer   und    derselben    Differentialgleichung 
(erster  Ordnung,  zweiten  Grades): 

Wollen  wir  aus  diesem  Satz  den  entsprechenden  für  die  Funk- 
tionen Jacobis  ableiten,  so  müssen  wir  beachten,  daß  in  diesen  die 
unabhängige  Veränderliche  anders  gewählt  ist  (§  33,  7).  Damit  er- 
halten wir  aus  (5): 

9)  —-Z =  cn  w  dn  w  =s  1/(1  —  sn^  w)  (1  —  k^  sn*  w) 

und  aus  (6): 
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10)  -j-      SS  —  All  IT  dn  «7, 

1 1)  -j —  =  —  k^sn  w  dn  w, 

'  dt€ 

Auch  die  Sigmafunktionen,  bezw.  die  Funktionen  Jaoobis,  sind 
also,  ebenso  wie  pu  (§  18,  II)  Umkehrungen  gewisser  elliptischer 
Integrale  I.  Gattung;  so  ist  z.  B.  die  Gleichung  snw^sx  gleich- 
bedeutend mit: 

12)  ir=f-_..l^__.. 

0 

Auch  hier  ist  aber  zu  beachten:  der  ,,Modul^  k  ist  durch  die 
Gleichung  §  32,  17  als  Funktion  des  Perioden  Verhältnisses  definiert; 
es  geht  aus  unseren  bisherigen  Untersuchungen  noch  nichts  darQber 
hervor,  ob  wir  das  Periodenverhältnis  stets  so  wählen  können,  daß 
k  einen  vorgegebenen  Wert  erhält 


§  35.    Additionstheoreme  der  Sigmaftinktionen. 

Aus  der  Gleichung  (1)  bezw.  (4)  von  §  25  erhält  man  eine 
große  Menge  weiterer  Relationen  zwischen  allen  vier  Sigmafunktionen, 
wenn  man  die  Argument«  um  halbe  Perioden  vermehrt  Von  diesen 
unterscheiden  sich  aber  immer  eine  Anzahl  nur  durch  die  Be- 
zeichnung; um  zu  sehen,  welche  wirklich  voneinander  verschiedene 
man  bekommt,  hat  mau  zu  beachten,  daß  die  vier  Größen  tc  aUe 
unter  sich  gleichberechtigt  sind,  daß  die  Gleichung  sich  nicht  ändert» 
wenn  man  irgend  zwei  von  ihnen  vertauscht  Infolgedessen  hat 
man  folgende  Möglichkeiten  zu  unterscheiden: 

1.  Vermehrung  aller  vier  Größen  u  um  dieselbe  Halbperiode 
ändert  die  a,  b.  c.  d  nur  um  ganze  Perioden,  giebt  also  nichts  Neues. 

2.  Vermehrung  nur  einer  der  Größen  u  um  eine  halbe  Periode 
—  etwa  von  m  um  a}^  —  führt  die  zwölf  Argument«  über  in: 

Setzt  man  diese  Werte  ein  und  fuhrt  die  Sigmafunktionen  mit 
Indices  ein.  so  öndet  man.  diiß  die  Exponeutialfaktoren  sich  weg- 
heben: man  behalt  die  Gleichung  übrig: 

1)     aa^  ffa^i  ^a^i  f^d^  +  fTQ^  fj^h^  n^c^  nd^  +  na^  gJ>^  (t^c^  ad^  =  0. 
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2) 


3.  Vermehrang  zweier  der  Ghrößen  u,  etwa  Ton  u  und  u^  um 
dieselbe  Halbperiode  Wa  ftihrt  die  zwölf  Argumente  über  in: 

«3  +  «a  *3  +  6>«  ^3  —  ö}a  ^3  —  CO«, 

Man  erhält: 

+  ^««2  <ya*2  ^«^2  ^a^%  ""  '^a^S  '^«^S  ^«^8  ^«^3  =  ^• 

4.  Vermehrung  von  zweien  der  u  um  zwei  verschiedene  Halb- 
perioden —  etwa  von  u  um  «„  und  u^  um  «^  giebt: 

a,  —  «/?       ^2  +  ^«       <^2  —  ^«  ^2  "  ^V 

und  damit: 

f    (*«  ""  ^/?)  ^^  ^r\  ^y^i  ^^1 


f      («a  —  «/?)  <^ai  'yy*!  CyC^  (^d^ 

I       +  <yija2  ^«^2  ^0^2  '^i»^  ~"  '^A^S  ^«^3  ^^ 


^3^ß^3  =  ^' 


5.  Vermehrung  von  dreien  der  vier  u  um  dieselbe  Halbperiode 
a>a  kann  dadurch  erreicht  werden,   daB  man  erst  das  vierte  u  um 

—  (Oa  vermehrt,  dann  alle  vier  u  gleichzeitig  um  je  c»«.  Diese  letz- 
tere Operation  ändert  die  a^  ...  d^  nur  um  ganze  Perioden,  hat  also 
auf  die  Formel  keinen  Einfluß. 

6.  Ebenso  kann  Vermehrung  von  u  und  u^  um  je  6>«,  von  t£, 
um  —  (Oß  dadurch  erreicht  werden,  daß  man  erst  u^  um  coy,  u^  um 

—  (Oa  vermehrt,  dann  alle  Größen  gleichzeitig  um  —  co^-  Auch 
damit  erhalten  wir  also  keine  neue  Formel. 

7.  Dagegen  erhalten  wir  noch  eine  neue  Formel,  wenn  wir  drei 
der  vier  u  jedes  um  eine  andere  Halbperiode  vermehren.  So  führt 
z.  B.  Vermehrung  von  u^  um  ©a»  von  v^  um  co^,  von  u^  um  coy  die 
zwölf  Argumente  über  in: 

flj   +  «^  —  (Oy  b^   +  (Oa  C^   +  (Oa  d^   —  (Oa 

ag  +  ö?y  —  (Oa  ^2  +  ^ß  ^2  +  ^ß  ^2  "-  ^ß 

a^  +  (Oa  —  (Oß       ^3  +  (Oy       c^  +  (Oy       d^  —  (Oy, 

liefert  also  die  Formel: 
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M 


{eß  —  tfy)  /Ta«!  ^ä^i  fTaC^  ^a^^  +  («y  —  ««)  (TfiO^  ffßÖ^  ffßC^  iTßd^ 

+  {fia,—  ^ß)  <^r^  ^rh  ^r^z  ^r^  =  ^' 


8.  Die  Größen  a^  . . .  d^  vermehren  sich  auch  dann  um  Halb- 
perioden, wenn  man  die  yier  Größen  u  um  eine  nnd  dieselbe  Viertel- 
periode vermehrt  Dabei  erhält  man  aus  (1)  eine  neue  Formel; 
vermehrt  man  nämlich  alle  u  noch  einmal  um  je  ^fOß,  so  gehen  die 
zwölf  Argomeute  über  in: 


«1 

Äj      —     (Oy 

Cj  —  (Oa 

d^-fOß 

«2 

b^      —     (Oy 

c,  —  rö« 

d^-toß 

S 

K   -  Wy 

C3  -CO« 

^-o>/?; 

man  findet  also: 

5)  (TOj  (Tyb^  O'aCj  <y^^   +  0'fl3  ffyÄj  fTaCj  (T^^/j    "t"  ''^^  ^Y^9  ^«^8  ^^^8  *^  ®' 

Wenn  man  in  den  Formeln  (1)  bis  (5)  eine  oder  zwei  der  vier 
Größen  u  gleich  Null  setzt,  erhält  man  spezielle  Formeln.  Von 
diesen  mögen  hier  nur  einige  der  zweitgenannten  Kategorie  an- 
gehörige  aufgeführt  werden.  Man  erhält  z.  B.  aus  (1)  ftlrttsstc^ssO, 
wenn  man  ti  für  ti,,  o  f&r  u^  schreibt: 

6)  (T{u  +  ü)fT{u  —  v)  =  (T^UfTa^V  —  (T^V  a^U\ 

aus  (2)  fiir  Wj  =  m,  =  0: 
aus  (5)  für  t£  =  0,    Mj  =  0: 

8)  (Tß(u  +  v)(t{u  —  V)  =  (TU  (TßU  GyV  (T^^  —  (TyU  (XaU  (TV  ffßV] 

endlich  wenn  man  aus  (8)  durch  Buchstabenvertauschung  (§  25  a.  EL) 
ableitet: 

(^a  —  ^ß)  ^y«i  f^^i  (TyCi  (T d^   —  CßO^  (Tab^  (TßC^  (Ta<^ 

+  fTßa^  <ra*8  (fßc^  <fad^  =  0 
und  dann  «^  =  ti^  =  0  setzt: 

9)  <^a  («<  +  »)  <yjj(w  —  r)  =  <7«tt  (T^M  (TaV  (TßV  —  (tf^  —  ^ß)  ^tl  ÜyU  GV  GyV. 

Die  Formeln  (6)  und  (7)  lassen  sich  durch  Benutzung  der 
Formeln  (1)  und  (2)  von  §  34  noch  in  verschiedene  andere  Ge- 
stalten bringen. 


§  36.    AddMonalkeorane  dar  Sigmagitotianten. 


§  36.    Addition stheoreme   der  Sigmaquotienten 
und  der  Funictionen  Jacobi's. 

Aus  den  letzten  FormelD  des  Torigen  Paragraphen  lassen  sich 
durch  geeignete  Divisionen  Additionstheoreme  für  die  Sigmaquotienten 

ableiten.     So  folgt  z,  B.  aus  (6)  und  (8): 


femer  erhält  man,  wenn  man   in  (9)  cf  durch  ;'  ersetzt,  und  die  E 
umgeformte  Gleichung  mit  der  ursprünglichen  terbindct: 


ffy(w  +  ») 


-('--"ß)^^——. 


Fahrt  1 


1  die  Funktionen  Jacobis  ein,  so  erhftlt  man  aus  (1): 


vdnr  —  «nveniiiinH 


3)  ,»(.  +  »)_^-j^ 
atu  (2): 

4)  "(»  +  •')  =  ^ 
und: 

Da  zwischen  den  Sigmaqaotieoteu ,  bezw.  den  Funktionen 
Jacobis  algebraische  Gleichungen  (§  34)  bestehen,  vennfige  deren 
mau  diese  verschiedenen  Funktionen  durch  je  eine  unter  ihnen  aus- 
drücken kann,  so  stellen  die  Gleichungen  dieses  Paragraphen 
algebraische  Adilitionitheoreme  in  dem  §  23,  V  detinierten  Sinne  vor 
(wie  denn  aus  §  24,  VII  und  §  33,  II  iiervorgeJit,  daß  solche  Theoreme 
existieren  müssen).  Sie  teilen  übrigens  mit  dem  Additionstheorem 
der  Funktion  pu  die  Eligenschaft,  daß  ihre  rechten  Seiten  flir  be- 
stimmte Werte  des  Arguments  in  der  unbestimmten  Form  0/0  oder 
cc/oo  erscheinen.  Durch  algebraische  Umformung  kann  man  diese 
Unbestimmtheit  an  der  Stelle,  an  der  sie  znuächst  auftritt,  beseitigen; 
aber  dann  tritt  sie  dafür  an  einer  andern  Stelle  auf.     So  erscheint 


1 
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z.  B.  die  rechte  Seite  von  (8)  für  u  »  v  in  der  Form  0/0;  mnltipliiiflrt 
man  im  Zähler  und  Nenner  mit: 

snucnvdnv  +  snvcnudnu, 

formt  den  entstehenden  Nenner: 

sn^ucn^vdn^v  —  sn^vcn^udn^u 

durch  Benutzung  der  Gleichungen  §  34  (8)  um  in: 

sn^u  —  sn^v  +  k^(8n^U8n^v  —  sn^vsn^u) 

und  dividiert  mit  sn^u  —  sn^v  im  Zähler  und  Nenner,  so  erhält  man: 
d)  sn{u  +  v)  = -= — 

Diese  Form  wird  für  2£  =  o  nicht  mehr  unbestimmt|    sondern 
liefert  direkt: 

17V                                               ck            2  8nuenudnu 
7)  sn2u  ^     V"li — 4 ; 

dagegen  wird  sie  unbestimmt,  wenn  man  dem  u  einen  solchen  Wert 
beilegt,  daß  die  (miteinander  verträglichen)  Gleichungen  bestehen: 

1  i    dn  c  j  ,  cnv 

snu  =  ,         ,        cnu  =  r  >        ant£  =  t 

ksnv  k    8nv  snv 


FÜNFTER   ABSCHNITT. 


JAi'OBi'sche  Funktionen. 

§  37.    Elliptische  Funktionen  III.  Art 

in  den  (r-ITunktionen  mit  und  ohne  Index  sind  uns  Funktionen 
geläufig,  welche  die  Eigenschaft  haben,  bei  Vermehrung  des  Arguments 
um  eine  Periode  ungeändert  zu  bleiben  bis  auf  einen  zutretenden 
Exponentialfaktor,  dessen  Exponent  eine  lineare  Funktion  des 
Arguments  ist  Wir  stellen  nunmehr  die  Frage  nach  den  all- 
gemeinsten eindeutigen  analytischen  Funktionen  dieser  Art,  die  in 
jedem  endlichen  Bereich  bis  auf  Pole  regulär  sind.  Bringen  wir 
die  zutretenden  Exponentialfaktoren  gleich  auf  eine  für  die  weiterhin 
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durchzufahrenden  Bechnungen  bequeme  Form,  so  können  wir  die 
Aufgabe  folgendermaßen  formulieren: 

Alle  im  Endlichen  bis  auf  Pole  regulären  Funktionen  zu  finden^ 
die  den  beiden  Funktionalgleichungen  genügen: 

2)  </>(«  +  2(Ö3)  =  tf-2*«fl,(i.  +  «,)-;r<5,0(,^), 

In  diesen  Gleichungen  sollen  die  .Perioden  L  Art**  ^^i,  ^^37 
die  f,Ferioden  IL  Art*  —27fia^,  —  271103  und  die  „Parameter*^ 
^1»  ^3  ^^^  ^  unabhängige  Größen  bedeuten. 

Bevor  wir  die  Frage  beantworten,  ob  es  Funktionen  der  ver- 
langten Art  für  beliebige  Werte  dieser  Größen  giebt,  woUen  wir 
erst  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  einige  andere  ableiten,  die  dann 
für  alle  Funktionen  gelten  müssen,  für  die  die  ersteren  gelten. 

Wir  erhalten  zunächst,  indem  wir  in  (1)  u  durch  w  —  2a>j  ersetzen: 

und  ebenso: 

Ersetzen  wir  femer  in  (1)  u  durch  u  +  2(o^,  so  erhalten  wir: 

0(U  +  4(öj)  =  e-2«.«.(u+S«H)-;r.6,  ^(j^  +  2(0^) 

und  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens: 

wie  man  durch  den  Schluß  von  Äj  auf  k^  +  \  beweist  Aus  Glei- 
chung (3)  folgt  übrigens,  daß  (5)  auch  für  negative  (ganze)  Zahlen  A^ 
gilt     Ebenso  erhält  man: 

6)  *(m  +  2^3(03)-  tf-2l:.«.fl,(«  +  *.ca,) -*..-»»  6.  0(„). 

Setzen  wir  femer  in  (5)  m  +  2  A3  «3  für  «  und  benutzen  dann 
(6),  so  erhalten  wir: 

0(tt  +  2Äj(öi  +  2*3(03) 

^_  ^  -  2  fcj  a  i  Ol  (u  +  2  jk,  CO,  +  k,  ctfi)  -  2  Ic,  jT  I  a,  lu  +  ^  a>a)  -  A^  ^  i bi  -  &3 .1  i  &,  0  UA 


1) 


Setzen   wir   aber   umgekehrt  in  (6)   u  +  2k^G}^    für  m  und  be- 
nutzen dann  (5),  so  erhalten  wir: 

/  (l>(u  +  2k,cü[  +  2k^(o^) 
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Soll  0  eine  eindeutige  Funktion  von  u  sein,  bo  mOssen 
beiden  Ausdrücke  (7)  und  (8)  übereinstimmen.  Das  ist  aber  nur 
dann  der  Fall,  wenn  die  Differenz  der  beiden  Exponenten,  also  die 
Differenz  zwischen: 

—  4  Ä^  Äj  ;r  I  Oj  «3       und       —  4li^k^nia^(o^ 

ftkr  alle  ganzzahligen  k^  und  k^  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  2wi 
ist,  also  wenn  2  (a^  co,  —  a,  eo^)  eine  ganze  Zahl  ist  Eis  gilt  also 
der  Satz: 

I.  Eine  eindeutige  Funktion ,  die  den  Funktionalgleichungen  (1) 
und  (2)  genügte  kann  jedenfalls  nur  dann  existieren^  wenn: 

9)  —  2  flj  «3  +  2  «3  eoj  =  n 

eine  ganze  Zahl  ist 

Wir  definieren  nun: 

n.  Unter  einer  elliptischen  Funktion  IIL  Art  verstehen  wir  eine 
Funktion,  die  den  Funktionalgleichungen  (1)  und  (2)  genügt  und  m  der 
ganzen  Ebene  bis  auf  Pole  regulär  ist, 

JH.  Zwei  elliptische  Funktionen  IIL  Art,  deren  Perioden  L  tmi 
IL  Art  und  Parameter  übereinstimmen,  heißen  gleichändrig . 

Für  solche  Funktionen  können  wir  über  die  durch  die  Glei- 
chung (9)  eingeführte  ganze  Zahl  noch  weiteres  aussagen.  Um  dabei 
nicht  Vorzeichenunterscheidungeu  eintreten  lassen  zu  müssen,  nehmen 
wir  die  Festsetzung  II  von  §  14  wieder  auf.  Leiten  wir  dann  aus 
den  Definiüonsgleichungeu  (1),  (2)  durch  Differentiation  die  beiden 
folgenden  ab: 

10)  ^'(''  +  2'-.>=   *'")  -2nia„ 

'  <P(?i  +  2w,)  <P(w)  *' 

11)  ^"'  +  '^'->=-*'-<''^-2.T,ö„ 

80  können  wir  auf  diese  Funktion  *'  (u) :  *  (w)  dieselben  Schlüsse 
anwenden,  wie  in  §  19  auf  die  Funktion  ^u:  wir  müssen  nur  ^j 
und  1/3  durch  —:Tia^  und   — -Ti^g  ei-setzen.     Wir  finden  dann: 

IV.  Die  durch  die  Gleichung  (9)  definierte  ganze  Zahl  n  Hai  für 
eine  elliptische  Funktion  III,  Art  folgende  Bedeutung:  sie  ist  gleich 
der  Anzahl  der  Nullpunkte,  vermindert  um  die  Anzahl  der  Pole^  die 
die  Funktion  im  fundamentalen  Periodenparallelogramm  besitzt.  Wir 
nenjien  sie  die  Ordnungszahl  der  Funktion, 

Endlich  seien  hier  noch  folgende  Sätze  erwähnt,  die  sich  un- 
mittelbar aus  den  Definitionsgleichungen  ergeben: 
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V.  Das  Produkt  ztceier  etlipHschen  Funktionen  ITT.  Art  mit  den- 
telden  Perioden  I.  Art  ist  wieder  eine  solche  Punktion;  ihre  Parameter 
imd  ihre  Perioden  II.  Art,  also  auch  ihre  Ordnungszahl  ergeben 
nch  au»  den  aUsprechendea  BesHmmungssöicken  der  Paktoren  durch 
Addition. 

VI.  Der    Quotient    zweier    gleiehändrigen    eätptischen    Punktionen 
,  ITT.  Art  ist  eine  elliptische  Punktiaa  I.   Art. 

Vn,  Ist  0(u)  eine  elliptische  Punktion  III.  Art  dea  Arguments  u 
mit  den  Perioden  I.  Art  2m^,  2(0^,  den  Perioden  II.  Art  —  2niaj, 
und  den  Parametern  b^,  b^;  ist  ferner  v  eine  von  u  un- 
GrÖße,  so  ist  0  («  +  u),  als  Punktion  von  u  betrachtet,  eine 
elliptische  Pujiktion  III.  Art  mit  denselben  Perioden  l.  und  II.  Art, 
aber  den  Parametern  Äj  -\-  2  a^v,  b^  -i-  2  a^  v. 


§  38.    Pole,  Nullpunkte  und  Charaktere  der  elliptischen 
Funktionen  III.  Art. 

Wir  erhalten  weitere  Auskunft  über  die  Lage  der  Pole  and 
Nullpunkte  einer  elliptischen  Funktion  III.  Art,  wenn  wir  den 
I,  §  46,  XI  anageaprochenen  nnd  in  §  16  dieses  Heftes  für  die 
elliptiBehen  Funktionen  I.  Art  benutzten  Satz  heranziehen.  Wie 
dort  zerlegen  wir  das  um  ein  PeriodenparaUelogramm  zn  nehmende 
Int«gral : 


in  vier  Einzelbestandteile,  die  über  je  eine  seiner  Seiten  zu  er- 
strecken sind.  Den  dritten  formen  wir  anter  Berücksichtigung  von 
g  37,  Gleichung  11  um  in: 


die  Summe  des  ersten  und  dritten  Bestandteils  wird  also: 

B  +  Zgi, 

0  +  3.U. 

«  [4«io,o)jt(  +  ÄiajU*  —  2 TOj  log  0 («)] 

+  2io,Pi..o,(o  +  oj,)  +  ^.-J,  +2.,iiq 
-  2!ii|2<i(a,0),  +  o,  0),)  +  2(ii,  +  2a,)iB,oij  +  2<i,o,'  +  o),d,  +  2t,(r),]. 
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Ebenso  wird  die  Samme  des  zweiten  und  Tierten  Bestandteils: 

—  2ni\2a{a^Wy  +  o^  (»3)  +  2(2«^  +  a,)©^  «3 
+  2fl4«3*  +  «jÄ3  -  2^1«^}; 

der  Wert  des  Integrals  wird  also: 

=  2  ;r  I  { 2  a,  Q?j  •  +  2  («3  -  aj  «i  (O3  -  2  Oj  o>, » 

+  «8  *1  -  ^'h  ^3  +  2  f'i  (Oj  +  2  1*3  (ü,  } 

oder  mit  Bücksicht  auf  §  37,  (9): 

=  2  ;r  t { «(Wj  +  W3)  +  (O3  Äi  -  «1  A3  +  2  Vj  ©1  +  2  »^  g>^  j. 

fTj  und  r,  bedeuten  dabei  ganze  Zahlen,  die  durch  die  Vieldenti^eit 
des  LfOgarithmus  hereingekommen  sind  und  deren  Wert  uns  hier 
nicht  weiter  interessiert  Wir  sprechen  das  Resultat  yielmehr 
folgendermaßen  aus: 

I.  Die  Differenz  zwischen  der  Summe  der  Nullpunkte  und  der 
Summe  der  Pole,  die  eine  elliptische  Funktion  III,  Art  n**^  Ordnung  m 
einem  PeriodenparaUelogramm  hat,  ist  modulis  Perioden  kongruent  zu: 

n  (cöj  +  «j)  +  Äj  0)3  —  ^3  (Oj . 

Dieser  Satz  gieht  Veranlassung,  die  beiden  complexen  Großen 
b^  f  b^  auszudrücken  durch  eine  complexe  Größe  fjL  und  zwei  wesentÜA 
reelle  Zahlen  g^,  g^.  Nach  §  12,  V  ist  es  nämlich  auf  eine,  und 
nur  auf  eine  Weise  möglich,  zwei  reelle  Zahlen  g^,  g^  so  zu  be- 
stimmen, daß  die  complexe  Größe: 

1)  c  =  ^j  (o^  -  ^3  Wj  =  g^  0)3  -  ^3  (öj 
wird;  definiert  man  dann  fx  durch: 

2)  u=  ^--A=  klLlL^ 
so  wird: 

II.  Die  beiden  durch  diese  Gleichungen  eingeführten  reellen  Zahlen 
g^j  g^  nennen  wir  einzeln  die  Charaktere,  zusammengenommen  die 
Charakteristik  der  elliptischen  Funktion  III.  Art, 

Die  Definitionsformeln  (§37,  1,  2)  bleiben  ungeändert^  wenn 
man  die  Parameter,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Charaktere  um  gerade 
Zahlen  vermehrt  oder  vermindert  Man  kann  das  so  ausdrücken, 
daß  man  sagt:  die  Charaktere  kommen  tlberhaupt  nur  modulo  2  in 
Betracht.  Indessen  ist  wohl  zu  beachten,  daß  in  späteren  Formeln 
(§  43)  die  Charaktere  selbst,  nicht  etwa  nur  ihre  modulo  2  ge- 
nommenen Reste  auftreten. 


EUiptiache  Funktümen  HL  Jrt  nutÜer  Ordntmg^ 


§  39.    Elliptische  Funktionen  IM.  Art  nullter  Ordnung. 
Verwandte  elliptische  Funktionen  ill.  Art. 

Wir  betrachten  nun  speziell  elliptiache  Funktionen  HI.  Art  von 
der  Ordnung  0.  Aus  der  Gleichung  (9)  des  §  37  folgt,  daß  für 
eine  solche  Funktion  die  Perioden  II.  Art  zu  denjenigen  I.  Art  pro- 
portional sein  müssen,  mit  andern  Worten,  daß  sich  eine  Größe  X 
so  bestimmen  lassen  muß,  daß: 

ist.     Zu  diesen  Funktionen  gehört,  wenn  k  ^0  ist.  insbesondere  die 

Exponentialfunktion : 

2)  ,-■.,."-. 

die  als  elliptische  Funktion  III.  Art  mit  den  Parametern  0,  0  be- 
trachtet werden  kann.    Satz  VI  von  §  37  liefert  dann  das  Resultat: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  III.  Art  der  Ordnung  0  ist  gleich  dem 
Produkt  einer  Exponentialfunktion  der  Form  2  in  eine  elüptücKe 
FuTÜttion  II.  Art. 

Wir  erhalten  noch  eine  weitergehende  Beduktion,  wenn  wir 
auch  noch  ein  Glied  mit  der  ersten  Potenz  von  k  im  Exponenten 
liinzufageri.  Die  Funktion  e-"'/-«  kann  angesehen  werden  als  eine 
elliptische  Funktion  111.  Art  der  Ordnung  0,  mit  den  (beliebigen) 
Perioden  I.  Art  (2öIj,  2<u,),  den  Perioden  11.  Art  (0,  Ü)  und  den 
Parametern  (^w,,  fito^.  Verstehen  wir  unter  n  die  durch  die 
Doppelgleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  definierte  Größe  und 
wenden  Satz  V  von  §  37  an,  so  finden  wir  die  beiden  folgenden  Sätze: 

IL  Jtde  elliptische  Funktion  IlT.  Art  der  Ordnung  0  ist  gleich 
dem  Produkt  eines  Exponentialfaktors  der  Form: 

in  eine  elliptische  Funktion  II.  Art,  deren  MultipUkatoreii  den  absoluten 
Betrag  t  hohen. 

IIL  Überhaupt  kann  man  durch  Multiplikation  mit  einem  &- 
ponentialfaläor  der  Form  (3)  jede  elliptische  Funktion  III.  Jrt  in  eine 
andere  verwandeln,  die  dieselben  Perioden  I.  Art  und  dieselben  Cha- 
raktere, aber  beliebig  vorgeschriebene  Perioden  11.  Art  und  Parameter 
hat,    die   nur  den   Relationen   §  37  (9)  und  §  38  (2)  genügen    müisen. 

Solche  elliptische  Funktionen  III.  Art,  die  dieselben  Perioden 
L  Art  und  dieselben  Charaktere  haben,  nennt  mau  wohl  verwandt; 
m&ii  kann  dann  Satz  lU  so  aussprechen: 


^ 


IV.   Verwandte  elHptüche  Funktionen  III.  Art  künnsn  durch  . 
plihation    mit  einem    Exponentialfaktor  der   Form   (3)    in   fflackändriife 
übergeführt  werden. 


§  40.    JAcoBi'sche  Funktionen; 
der  negative  Teil  des  HERMiTE'schen  Satzes. 

I,  ElUptiache  J'^mhtionen  III.  Art,  die  zugleich  ganze  trangacendentt 
Funktionen  des  Arguments  u  sinil,  nennt  man  JAOomsche  Funktioneni 
insofern  mit  einigem  Recht,  als  bereits  Jacobi  verschiedene  der- 
artige Funktionen  betrachtet  hat' 

Für  solche  Fonktionen   ergeben  sich  aus  den  ■ 
allgemeinen  Entwicklungen  speziell  die  folgenden  Sätze: 

II.  Die     Ordnungszahl    einer    JACoaischen    Funktion     kamt 
negativ  sein. 
(aus  §  37,  IV). 

m.    Jede    JAoouische    Funktion    nulller    Ordnung    ist  gleich 
Exponentialfunktion,    deren    Exponent  eine  ganze   Funktion   U. 
des  Arguments  ist. 

Denn    eine    elliptische   Funktion   IL  Art,   die    keinen   Pol  ■ 
gehört   notwendig    dem  singulären   Fall  dieser  Funktionen   an  i 
ist   gleich    einer  Exponentialfunktion,    deren   Exponent   eine 
Funktion  ersten  Grades  von  u  ist  (§  28,  V);  hieraus  und  auB  §  5 
ergiebt  sich  der  ausgesprochene  Satz. 

Femer    erhalten    wir    einen    wichtigen    Satz    über  Jaoobis 
Funktionen   aus  dem  Satz  I  von  §  38.     Aue  demselben   folgt  näm- 
lich, daß  die  Summen  der  Nullpunkt«  zweier  gleichändrigen  Jaoobi- 
I  Beben  Funktionen  kongruent  sind.     Haben   also  zwei   gleichändrige 
jjACOBische  Funktionen  n^'  Ordnung  n  —  1  inkongruente  Nullpunkte 
,   80  haben  sie  auch  den  letzten  geraein.     Dann  ist  aber  ihr 
Quotient  eine  elliptische  Funktion  I.  Art  ohne  Pole,  also  nach  §  13,  ] 
I  Konstante.     Es  gilt  also  der  Satz; 

IV.  Zwei  gleichändrige  Jicosische  Funktionen  n'"  Ordnung,  die  i 
Periodenparallelogramm    n  —  t   Nullpunkte  gemein  haben,    haben   i 
den  letzten  gemein  und  sind  bis  auf  einen  von  u  unabhängigen  . 
ideTttisck. 

Wir  nehmen  nun  (zunächst  ohne  Beweis)  an,  es  gehe  m  glei 
ändrige  JACOBische  Funktionen  m'^  Ordnung  T,,  T,  . .  .  T^,  zwischt 

'  Ändere  Najuen  Bind  „fonctions  intermSdiaireB' 
Kyeriodische  Punktionen". 
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denen    keine  homogene   lineare  Relation  mit  von   u  unabhängigen 

Koeffizienten  identisch,  d.  h.  für  alle  Werte  Ton  u,  besteht    f^Ur  die 

Koeffizienten  des  Aggregats: 

1)  c,T,+c,T^+  ...  +c^T^ 

lassen  sich  dann  Werte  angeben,  die  nicht  alle  gleich  Null  und  so 
beachafien  sind,  daß  dieses  Aggregat  in  m  —  1  beliebig  vorgeachrie- 
benen  Punkten  Null  wird.  Denn  diese  Forderung  giebt  m  —  l 
lineare  homogene  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  m  Unbekannten  c; 
solche  können  aber  inuner  durch  Werte  der  Unbekannten  erfüllt 
werden,  die  nicht  alle  =  0  sind.  Das  mit  dieaen  Werten  der  c 
gebildete  Aggregat  ist  dann  sicher  nicht  identisch  Null,  da  nach 
Voraussetzung  überhaupt  keine  lineare  homogene  Verbindung  der  1 
mit  konstanten  Koeffizienten  identisch  NdJI  ist  Bestimmen  wir  die  c 
insbesondere  so',  daß  das  Aggregat  in  m  —  1  von  den  Nullpunkten 
einer  (m  +  !)'"■  mit  den  gegebeneu  gleichändrigen  JAConischen 
Funktion  7^^,  Null  wird,  so  folgt  aus  IV,  daß  es  sich  von  ^'„4.1 
nur  um  einen  von  u  unabhängigen  Paktor  unterscheiden  kann. 
Damit  haben  wir  den  negativen  Teil  des  für  die  Theorie  der  Jacobi- 
schen  Funktionen  fundamentalen  HEEanrEschen  Satzes  gewonnen: 

V.  £a  giebt  nicht  mehr  als  m    linear   unabhängige  gleickändrige 

jACOEisc/ie    Funktionen    m'"    Ordnung;     mit    andern    ff'orten,     zwischen 

m-^  1  gleichändrigen  JAcoBUchen  Funktionen  m'"  Ordnung  2[„  T^...  T^^^ 

besteht  stets  eine  lineare  homogene  Identität  mit  von  u   unabhängigen 

I   KoeffixteiUeR,  die  nicht  alle  gleichzeitig  0  sind: 

2)  cj  r,  +  c,y,  +  .. .  c.y,  +  c^^,r.^,=o. 

Der  Satz  ist  unabhängig  von  der  bei  seinem  Beweise  gemachten 
Voraussetzung,  daß  T^,  T^  .  .  .  T^  linear  unabhängig  seien.  Denn 
wUrde  schon  zwischen  diesen  eine  lineare  Relation  bestehen,  so  würde 
man  diese  auch  als  Relation  der  Form  (2)  mit  e^^,■^  =  0  auflassen 
können.  Auch  beachte  man,  daß  der  Satz  auch  gut,  wenn  -T^^, 
mehrfache  Nullpunkte  hat;  denn  die  Forderung,  daß  das  Aggregat  {1) 
einen  bestimmten  Punkt  zum  Ä-facben  Nullpunkt  haben  soll,  drückt 
sich  ebenfalls  durch  k  lineare  Gleichungen  zwischen  den  c  aus. 

Aus   diesem   Satz    nnd    ans   §   39,   IV    ergiebt   sich   noch    der 


VL  Zwischen  m  +  1  verwandten  JACOBischen  Funktionen  m'"  Ord- 
nung T^,  2",  .  ■ .  r^  +  i   besteht  stets  eine  lineare  homogene  Identität: 

8)  z,  r,  +  Zj  7i  + . . .  +  i,  r^  +  £,^,  ?",+, =0, 

Koeffizienten  jAooaische .  Funktionen  nullter  Ordnung  sind. 


pfafwi  £oel 
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§  41.    Reduzierte  JACoei'sche  Funktionen.    ThetafkinktioHaiL 

Aus  der  Gesamtheit  aller  untereinander  Terwandten  Systeme 
^eichändriger  jACOBischer  Funktionen  heben  inr  nun  ein  solchei 
System  als  besonders  einfach  heraus  durch  die  Definition: 

I.  Eine  JACOBische  Punktion  heißt  reduziert,  wenn  ihre  erste  Periode 
zweiter  Art  3*i///  ist  und  ihre  Parameter  gleich  ihren  Charakteren  md, 
wenn  also  ihre  Definitionsgleichungen  folgendermaßen  lauten: 

1)  T{u  +  2(o^)^e-9^''' »  T{u), 

2)  T(u  +  2fü^)=:e'-9*-^^e'~'^""^      T(u). 

In  diesen  Gleichungen  kommen  die  drei  Tariabeln  tr,  a»^,  «x, 
nur  in  den  beiden  Verbindungen  (ygL  §  21,  1): 

3)  ^  =  r,      -'^=r 

Tor:  wenn  es  überhaupt  möglich  ist,  sie  zu  befriedigen,  muß  es  anch 
möglich  sein,  sie  durch  Funktionen  zu  befriedigen,  die  die  drei 
Tariabeln  nur  in  iliesen  beiden  Verbindungen  enthalten.  Solche 
Funktionen  nennt  man  Thetafuuktionen;  deren  Definition  lautet 
demnach : 

II.  Unter  einer  Thetafunktion  n'^  Ordnung  versieht  man  eine  ganze 
transscendente  Funktion  von  r,  die  den   Gleichunpen  genitat: 

4}  ^  r  -  1)  =  <r-ft--^'f^^r% 

5)  Ö'r-fT-  =  e-ft-''»>-*^*  -^  +  »  Ö(r). 

Jede  reduzierte  JACOBische  Funktion  kann  dann  angesehen 
werden  als  Produkt  einer  Thetafunktion  mit  einem  Ton  m  nnab* 
hangigen  Faktor. 

Wir  rekapitulieren  noch  einmal  die  Schritte,  die  erforderlich 
sind,  um  eine  beliebige  JACOBische  Funktion  durch  eine  solche 
Thetafunktion  aaszudrücken. 

Zuerst  ist  aus  den  «Tleichungen: 
der  Faktor  k  zu  berechnen    §  3^.  III .     I^ann  ist  b^  o^,  —  Ä,  «^  anf 


^  42.    Die  fundanumtai«  Thetafunktio». 


I  zu  bringen,  in  der  ff^,  ff^  reelle  Zahlen  be- 


1  setzen  (g  38,  II).     Sind  X, 


8)     T{u;  «„  «,;  a, 
dabei  bedeutet  C  e 


I  onabhäugigen  Faktor. 


§  42.    Die  fundamentale  Thetafunktion. 

Wir  wollen  uns  nun  zunächst  mit  Thetafunktionen  erster  Ord- 
nung der  Charakteristik  (0,  0)  beschäftigen,   also   mit  ganzen  trans- 
scendenten  Punktionen  von  v,  die  den  Gleichungen: 
1)  &{v  +  l)=,'t-(v), 

genügen.  Nach  §  40,  Y  können  sich  alle  solchen  Punktionen  (sofern 
es  deren  Oberhaupt  giebt)  nur  durch  von  o  unabhängige  Faktoren 
unterscheiden.  LTier  diese  Faktoren  wollen  wir  weiterhin  noch  Ver- 
fügung treÖen;  zunächst  müssen  wir  uns  durch  wirkliche  Aufstellung 
eines  analytischen  Ausdrucks  von  rler  Existenz  einer  Funktion  mit 
den  verlangten  Eigenschaften  überzeugen.  Aus  der  Gleichung  (l) 
und  aus  I,  %  49  folgt  zunächst,  daß  sich  jede  solche  Funktion  durch 
eine  gleichmäßig  konvergente  FouBiEESche  Reihe  der  Form: 


9) 


*W-2'<.«" 


darsteUen  lassen  muß.     Diese  Entwicklang  soll  nun  auch  die  Glei- 
chung (2)  befriedigen,  es  soll  also: 


2''.''- 


.2J.."'i"- 


BeiA.     In   der  Summe   rechts  kann  man  den  Sununationsbnchstaben 
m  durch  m  +  l  ersetten;  sie  lautet  dann: 

Nun    ist    aber    (vgl.  I,    §  47,   II)    eine   Entwicklung   einer   ganzen 

IFnnktiOQ  in  eine  Reihe  der  Form  (3),  wenn  überhaupt,  nur  auf  eine 
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Weise  möglich;  man  kann  also  durch  Vergleichnng  der  SIoefiBnenten 
gleichhoher  Potenzen  von  e^''*^  den  Schluß  ziehen: 

Soll  die  Reihe  (8)  die  Gleichung  (2)  befriedigen,  so  mOssen  ihre 
Koeffizienten  der  Bekursionsformel  genügen: 

Diese  Bekursionsformel  gestattet,  alle  diese  Koefifizienten  fol- 
gendermaßen durch  den  ersten  auszudrücken: 

5)  ^,  =  <?«•'--»*  J^; 
die  Reihe  (3)  erhält  damit  die  Form: 

6)  i^2*^"^"*"^"'^**- 

«  =s  —  GO 

Wir  haben  vor  allem  zu  untersuchen,  ob  sie  konyergiert  Zu 
diesem  Zweck  bilden  wir  (ftLr  m  >  0)  den  Quotienten  des  (m  +  1]P* 
Gliedes  durch  das  m^;  wir  erhalten: 

Man  sieht,  daß  er  mit  wachsendem  m  unendlich  groß  wird,  wenn 
die  zweite  Koordinate  von  r  negativ  ist,  dagegen  unendlich  klein, 
wenn  sie  positiv  ist;  und  zwar  gleichmäßig  für  alle  endlichen  Werte 
Ton  V  und  alle  dieser  Bedingung  genügenden  Werte  von  r.  Ebenso 
wird  gezeigt,  daß  unter  derselben  Bedingung  auch  der  zu  negativen 
Werten  von  m  gehörende  Teil  der  Reihe  konvergiert  Wir  haben 
aber  seit  §  14, 11  an  der  Voraussetzung  festgehalten,  daß  die  zweite 
Koordinate  von  r  positiv  sei,  können  also  jetzt  sagen: 

I.  Die  Reihe  (6)  konvergiert  gleichmäßig  in  jedem  in  JBeiraekt 
kommenden  Gebiet  der  Tariabeln  v  und  r,  d.  h,  in  jedem  Gebiet ^  da$ 
nur  endliche  Werte  von  v  und  nur  Werte  von  r  mit  positiver  zweiter 
Koordinate  enthält 

Indem  man  die  ausgeführten  Schritte  rückwärts  verfolgt,  über- 
zeugt man  sich,  daß  die  durch  diese  Beihe  definierte  ganze  trans- 
scendente  Funktion  von  v  auch  wirklich  alle  verlangten  Eigenschaften 
besitzt  Wir  vervollständigen  die  Definition  noch  dadurch,  daß  wir 
den  Koeffizienten  Ä^^  der  bis  jetzt  noch  eine  willkürliche  Funktion 
von  T  sein  konnte,  von  r  unabhängig  und  zwar  =  1  annehmen. 
Wir  definieren  also: 

EL  Als  fundamentale  Thetafunktion  bezeichnen  wir  die  durch  die 
Beihe: 

8)  {f-{v)=&[v  r)  =  2^^**"^ -"*"'•''* 

ms:  —  GO 

dargestellte  ganze  transscendente  Funktion  von  v. 


f 
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Zieht  man  je  zwei  Glieder  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
zusammen  nnd  fUhrt  trigonometrische  Fnoktionen  ein  (I,  §  4Ü,  6), 
ao  erhäit  man  die  Daratellimg: 

benatzt  man  bereits  die  in  §  21,  (16)  eingefQhrta  Bezeichnung,  so 
kann  man  auch  schreiben: 


10) 


*M_2*" 


Diesen  expliciten  analytischen  DajstelliingeQ  der  ThetafunktiOQ 
entnehmen  wir  noch  die  beiden  folgenden  Sätze: 

rn.  Die  fundatiuntaU  Thetafwihtion  Ut  eine  gerade  Funktion  von  v, 
d.  h.  es  ist: 

rV,  Sie  ffenügt  der  partiellen  Differentialgleichung: 

.  8» 


12) 


-  =   471 


Jedes  einzelne  Qlied  der  Eeihe  genügt  nämlich  dieser  äleichnng; 
und  da  die  Eeihe  gleichmäßig  konvergiert,  ao  dürfen  die  Differen- 
tiationen nach  I,  §  50,  FI  gliedweise  vollzogen  werden. 


§  43.    Thetafunktionen  höherer  Ordnung.    Positiver  Teil 
des  HERMiTE'schen  Satzes. 

Die  wirkliche  Existenz  von  Thetafunktionen  höherer  Ordnung 
kann  ganz  analog  durch  Aufstellung  von  Beihenentwicklnugen  solcher 
Funktionen  dargethan  werden,  wie  es  in  §  42  för  die  Theta- 
ftinktionen  erster  Ordnung  geschehen  ist  Auch  hier  dürfen  wir 
uns  zunächst  auf  die  Funktionen  der  Charakteristik  (0,  0)  beschränken, 
da  wir  nach  §  37,  VII  von  diesen  zu  Funktionen  einer  heliebigen 
Charakteristik  durch  Vermehrung  der  Argumente  um  Konstante 
kommen  können.     Wie    in  §  42  schließen  wir  aus   der  Gleichung: 

1)  e(»+i)-ew, 

dafi  jede  solche  Funktion  sich  durch  eine  gleichmäßig  konvergente 
FoüBJEBSche  Reihe  der  Form: 


2) 


^K' 


L 


Vf^ß  JjcoBtKke  Fimkhomem, 

dsänUsÜfstk  lawen  maß.    Soll  diese  EntwicUnng  sach  die  Gleidiiiiig 

3;  e(p  +  T)  =  ^-  —  ^«  ^^»>  ©(r) 

fi#;friedigei^  HO  maß 

oder  wenn  man  rechts  den  Sammationsbachstaben  m  durch  m  +m 
enietzt: 

ms  -  » 

fM5]n.     Die  Koeffizienten  müssen  also  durch  die  Bekoraionsformel: 

4)  ^.+.  =  A'-^"^. 

verbunden  sein.  Diese  Bekursionsformel  läßt  noch  n  yon  den  Eoet 
fizienten  /i  unbestimmt;  wir  können  z.  B.  A^j  A^,  J,  . . .  A^_^  wiD- 
kUrlicb   annehmen.    Setzen   wir  z.  B.   alle   diese   Koeffizienten  bis 


aa 


auf  A„  gleich  Null,  A^  =  h  ^  ,  so  werden  von  den  Koeffizienten  Ä 
nur  diejenigen  von  Null  verschieden  sein,  deren  Index  modulo  » 
zu  u  kongruent  ist;  und  zwar  wird: 

1 


^kn  +  a  =  Ä" 


{kn  +  a)* 


Nocbili  man  eine  Reihe  der  Form  erhält: 


ß) 


k=  -  CO 

k=  -  X 


Man  Hiebt,  daß  diese  Reihe  sich  folgendermaßen  durch  die  funda- 
nunitale  Thetafunktiou  ausdrückt: 

Diunit  ist  auch  zugleich  die  Konvergenzirage  entschieden;  denn  die 
zwoito  Koonlinate  von  7i  r  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  von  r.  Wir 
haben  also  iu  der  That  n  verschiedene  ganze  transscendente  Funk- 
tionen gefuuiien,  die  den  Bedingungen  Genüge  leisten;  zugleich  geht 
aus  der  Kntwioklung  hervor,  daß  jede  andere  Funktion  dieser  Art 
sich  aus  den  angegebenen  linear  und  homogen  mit  von  «  nnab» 
bäugigen  Koetlizienton  zusammensetzen  läßt    Damit  ist  der  negative 
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Teil  des  HEEMiTEschen  Satzes  (§  40,  V)  Ton  neuem  abgeleitet; 
darüber  hinaus  aber  sehen  wir  jetzt  noch:  Jede  der  n  Reihen  (5) 
enthält  andere  Potenzen  von  z,  es  kann  also  zwischen  ihnen  keine 
lineare  Relation  mit  von  v  unabhängigen  Koeffizienten  bestehen. 
Wir  können  also  jetzt  auch  den  positiven  Teil  des  HEBMTTESchen 
Satzes  aussprechen: 

L  Es  ffiebt  wirklich  n  voneinander  linear  unabhängige  T/ieta- 
funktionen  n'"  Ordnung; 

oder  allgemeiner: 

H.  Zu  beliebiti  vorgegebenen  Werten  der  Perioden  I.  und  II.  Art 
und  der  Parameter,  die  den  BedingttTiijen  §  14  (2)  und  §  37  (9)  ge- 
nügen, ifiebt  es  stets  wirklich  n  voneinander  linear  unabhängige  JACOBische 
Punktionen  der  positiven   Ordnuntfszafd  n. 

§  44.    Thetafunktronen  mit  von  Null  verschiedener  Charakteristik. 

Durch  die  in  §  42  eingeführt«  fundiiinentale  Tlietal'uiiktion 
en  sich  alle  Tbetafunktionen,  weiterhin  überhaupt  alle  elliptischen 
Funktionen  ITI.  Art  ausdrücken.  Zunächst  ist  nach  §  37,  VII 
'  ~  ■""  o"~ )  *^^  Funktion  «on  v  betrachtet  eine  JACOBische  Funktion 
mit  den  Perioden  I.  Art  1,  t,  den  Perioden  II.  Art  0,  —  2ni  und 
den  Parametern  0,  —  ffi^  +  g^;  es  ist  also  für  sie  i  =  0  (§  41,  6) 
und  wenn,  wie  wir  annehmen  dürfen  und  wollen,  g^  und  g^  reell 
Bind,  so  ist  für  sie  fi  —  —  g^  und  die  Zahlen  g^,  g^  bilden  ihre 
Charakteristik  (§  41,  7).  Aus  §  41,  8  folgt  also: 
I.  Die  Funktion: 


1)  A"! 


ZSl\ 


ist  eine  Tkelafurdttion   erster  Ordmtng    mit  der  Charakteristik  (g^,  g^^; 
und  jede  solche  J'hnhtion  stellt  sich  in  dieser  Form  dar. 

Unter  allen  diesen  Funktionen  wollen  wir  eine  bestimmte 
herausgreifen,  nämlich  diejenige,  bei  der  die  Abhängigkeit  der  Kon- 
stanten C  von  r  so  festgelegt  ist,  daß  die  Funktion  der  paxtiellen 
Differentialgleichung  (12]  von  §42  gleichfalls  genügt,  um  die  dazu 
erforderliche  Kechnung  durchzuführen,  bezeichnen  wir  mit  I  j  den 
partiellen  Differentialquotienten  von  iV  nach  t,  gebildet  ohne  Rück- 
eicht  auf  eine  etwa  vorhandene  Abhängigkeit  des  Arguments  von  t, 
und  schreiben  >>  für  i?  [  o  —       „      j ;    "ir  haben  dann : 
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^^-.e-»<ft. 


dl 


{<'(4?)-?l?+lf*) 


Soll  also  die  erwähnte  Gleichimg  erfüllt  sein,  so  mufi  C  der  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichang: 

genügen,  mit  andern  Worten,  es  kann  sich  von 

nnr  dnrch  einen  aach  von  r  unabhängigen  Faktor  unterscheiden. 
Dieser  Faktor,  der  eventuell  noch  von  der  Charakteristik  abhängen 
kann,  wird  von  verschiedenen  Schriftstellern  verschieden  gewählt;  wir 
wollen  ihn  mit  Hebmite  für  alle  Charakteristiken  gleich  1  aihiaIiwi^, 

IL  Demgemäß  definieren  wir  die  UietiifunktioH  erster  Ordmmff  mit 
der  Charakteristik  (p^,  g^  vollständig  durch  folgende  Gleichung: 

Setzt    man    in   ihr    für   die   fundamentale  Thetafunktion   ihre 
Beihenentwicklung,  so  erhält  man: 


3) 


•  =  —  30 
+  » 


EIrsetzt   man   in   einer  solchen  Thetafunktion  das  Argument  o 
durch  «?  —  J(/i  r  —  y^\  so  erhält  man: 


*) 


Andrerseits    ist    aber    die    Thetafunktion    mit    der    Charakteiistik 
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*Ä  +  ri,  Ä  +  nW 


=  ^ 


<(y«  +  riUf  -  v«(«i  +  yi)»]  ,^  [t?  —  (^1  +ri)^--(^i  +  ri)^ 


Vergleichung  von  (4)  und  (5)  giebt: 
HL  die  aügeTneine  Verwandlungsformel: 

Aus  dieser  allgemeinen  Formel  ergeben  sich  eine  £eihe  von 
speziellen.  Zunächst  erhUt  man  flir  y^  =  —  y^,  /a  ~  ""  ^8  ^® 
Formel: 

die    als   Umkehrung   von  (2)   angesehen   werden   kann;    femer  f)ir 
^1  =  2,    ^3  =  0: 

und  für  ^'j  =  0,    y,  =  2: 

Es  ist  aber  zufolge  der  Definition  der  Thetafunktionen: 

»9^9^^^  -  ^)  =  e9^-ie-^^-'-)»^,^{v) 
und: 

^.>9.(t'  +  i)  =  ^-"''>^^p.W; 

also  folgt  aus  (8)  und  (9): 

11)  ^^^,^  +  2^=  ^^*W. 

(Zu  diesen  Formeln  vergleiche  man  die  Schlußbemerkung  von  §  88.) 
Endlich  sei  noch  eine  Formel  erwähnt,  deren  Bichtigkeit  man 
direkt  aus  der  Definitionsformel  abliest,  wenn  man  berücksichtigt, 
daß  die  fundamentale  Thetafunktion  eine  gerade  Funktion  ihres 
Arguments  ist  (§  42,  III);  nämlich: 

12)  ^-^,  -p. (-*,)  =  ^,.,.(r). 

§  45.    Haupicharakieristiken. 

I.  Als  „Hauptcharakteristiken^^  bezeichnet  man  diejenigen^  deren 
Elemente  beide  den  Wert  0  oder  1  haben. 
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JaoobjbAa  Funktionen, 


Zufolge  der  Gleichungen  §  44  (10),  (11)  giebt  es  deren  vier 
wesentlich  yerschiedene,  nämlich  außer  der  fundamentalen  (0,  0)  nodi 
die  drei  (0,  1),  (1,  0),  {},  1).    Die  zugehörigen  Thetafonktionen  sind: 


1) 


2) 


8) 


+  00 

=  1  +  22(-  l)«A*«C082mü«; 

^1. 0  («^  I  ^)  =  ^  "  "*  •  ^* "  *'*  '^  *  («^  -  i  ^  I  ^) 

«  s=  —  OD 

=  2  2  A<- +  •/.►•  COS  (2  »1  +  l)vn; 
»  =  o 


+  30 
«=  -  GO 


=  2i2(-  1)"Ä("  +  V«)'sin(2iii+  l)vn 


Da  man  mit  diesen  Funktionen  sehr  viel  zu  rechnen  hat,  ist 
eine  kürzere  Bezeichnung  als  die  durch  Doppelindices  wünschens- 
wert; man  setzt  nach  Weiebstrass: 

und  bezeichnet  dann  wohl  auch  die  fundamentale  Thetafiinktion  oder 
*,.,(t;)mit  &,{vy 

Wie  aus  ihrer  Definition  hervorgeht^  sind  &q  (v)  und  &^  (ü)  ebenso 
wie  19*3  (o)  gerade  Funktionen  ihres  Arguments;  0-^  {p)  dagegen  ist  eine 
ungerade  Funktion. 

Ihrer  häufigen  Verwendung  wegen  lohnt  es  sich,  die  Formeln 
für  die  Vermehrung  des  Arguments  um  halbe  oder  ganze  Perioden, 
die  sich  aus  §  44  ergeben,  für  diese  Funktionen  explicite  zusammen- 


'  Man  k&nn  den  hier  bei  ^i   anftretenden  Faktor  »  in  die  allgemeinen 
Formeln  mit  hereinziehen,  wenn  man  in  §  44  (2)  den  auch  von  x  unabh&ngigen 

Faktor,  statt  ihn  mit  Hbrmite  s  i  zu  setzen,  mit  H.  Weber  =  e  '«^'^^  setitL 
Dann  werden  aber  die  allgemeinen  Formeln  jenes  Paragraphen  weniger  «iwlMli- 
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zostellen;  man  hat  dabei  auch  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  des- 
selben zu  beachten.    Man  hat  zunächst: 


6) 


f  ^oC^  +  l) 
&,  (V  +  1) 

&,  (V  +  1) 

l  *,  («  +  1) 
femer: 


*i  (»  +  r) 
*,  (»  +  f ) 
&,  {V  +  r) 


-«-»«»■'  +  »)  i9-,(r), 


6) 


7) 


8) 


'^0  (»  +  i)  = 
«^1  ("  +  *)  = 

^,(«  +  i)  = 


-  «^1  (»), 


§  46.    Übergang  von  den  Sigma-  zu  den  Thetafünktionen. 

Zu  den  jACOBischen  Funktionen  gehören  gemäß  ihrer  Definition 
auch  die  Sigmafunktionen.  Das  Hauptsigma  speziell  (§  20,  6.  7)  ist 
eine  jAConische  Funktion  erster  Ordnung,  mit  den  Perioden  I.  Art 
2<»j,  2(u,,  den  Perioden  11.  Art  2«7j,  2 17,  und  den  Parametern 
1,  1.  Es  ist  also  eine  mit  &^  verwandte  Funktion  und  muß  folg- 
lich mit  0-^  durch  eine  Formel  verbunden  sein,  die  einen  Spezial- 
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fall  der  allgemeinen  Formel  §  41,  (8)  Tontellt    Bestimmt  man  2 
und  /ü  in   der  dort  angegebenen  Weise,  so  findet  man  filr  diesea 

Spezialfall : 

also: 

Die  Konstante  C  läßt  sich  bestimmen,  [indem  man  beiderseits 
nach  u  differentiiert  und  dann  u  =  0  setzt;  man  erhält  so: 

Ebenso  sind  die  Nebensigma  verwandt  zu  den  Thetafonktionen 
mit  den  drei  von  (1,  1)  verschiedenen  Hauptcharakteristiken.  Man 
erhält  die  entsprechenden  Formeln  auf  ganz  demselben  Wege  (nur 
daß  es  zur  Bestimmung  des  konstanten  Faktors  keiner  Differentiation 
bedarf),  nämlich:^ 

4)  -.«  =  «^'-'-J^^' 

r,)  -^-^'"'"^''PM- 

An  diesen  Formeln  (2)  bis  (5)  ist  noch  unbefriedigend,  daß  in 
ihnen  die  „Thetannllwerte'^,  d.  h.  die  Werte  der  Thetafonktionen  uid 
ihriT  Diflereutialquotieuten  filr  den  Wert  0  des  Arguments,  vor- 
konuuen,  die  man  nicht  als  bekannt  wird  ansehen  wollen,  wenn  nian 
von  den  Sigma  uns  die  Theta  einführen  will.  Es  entsteht  daher 
die  Krage,  nach  welchem  Gesetze  diese  Größen  von  den  e^,  ^,  ^ 
abhängen.  Alan  kann  diese  Frage  auf  zwei  ganz  verschiedenen 
Wegen  beantworten:  entweder  durch  direkte  Umformung  der  nn- 
endliohen  Produkte  der  §§  21  und  31  in  die  unendlichen  Beihen 
der  §§  42  und  45:  oder  durch  Umformung  der  partiellen  Differential» 
gleichung  §  42,  (12),  durch  die  der  von  u  unabhängige  Faktor  in 
den  Thetafunktionen  bestimmt  war.  Den  ersten  Weg  wollen  wir 
im  nächsten  Paragraphen  einschlagen,  den  zweiten  können  wir  ent 
s^iäter  (§  59>  betreten. 


*  l>i<»  Indice»  der  Thetafonktioneii  sind  modulo  4  genommen  je  am 
£inbeit  grSfier  als  die  der  ihnen  entsprechenden  Sigmafonktionen. 
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§  47.   Darstellung  der  Thetafiinktionen  durch  unendliche  Produkte. 

Da  die  Formeln  §  30,  (10),  (11)  und  §  45,  (6)  bis  (8)  den  Über- 
gang von  jeder  Sigma-,  bezw.  Thetafunktion  zu  jeder  andern  durch 
Addition  halber  Perioden  gestatten,  so  genügt  es,  wenn  wir  die  Um- 
formung des  unendlichen  Produkts  in  die  unendliche  Reihe  für  eine 
der  vier  Sigmafunktionen  durchführen.  Am  bequemsten  ist  es,  dazu 
die  Funktion  (jgM  zu  wählen,  die  der  fundamentalen  Thetafunktion 
zugeordnet  ist.  Statt  des  unendlichen  Produkts  betrachten  wir  zu- 
nächst das  endliche: 

1)  /,W  =  II(1  +Ä:2'-'r»)(l  +A2'-ir-2). 

y  =  1 

Dieses  Produkt  ändert  seinen  Wert  nicht,  wenn  man  z  mit  —  z 
vertauscht;  seine  Entwicklung  nach  Potenzen  von  z^  mit  positiven 
und  negativen  Exponenten  hat  also  die  Form: 


2) 


Von  den  Koeffizienten  dieser  Entwicklung  ist,  wie  man  direkt 
sieht,  der  letzte: 


für  die  übrigen  leiten  wir  eine  ßekursionsformel  ab.  Die  einzelnen 
Faktoren  von  /'^  (z)  vertauschen  sich  nämlich  zum  größten  Teil  unter- 
einander, wenn  man  z  durch  Ar  ersetzt;  es  fallen  nur  1  +  ^^^  und 
1  -f  A2iii-ijj-2  yfQg  mi^  i  -f  ^2111  +  1^2^  sowie  1  +Ä-^r--  kommen 

neu  hinzu,  sodaß  man  die  Gleichung  erhält: 

(i  +  a2--1x-2)(i+a,2) 

oder: 

4)  [h'^  +  hz^)r^{hz)  ^  (l  +  h-'^^'z^fjz). 

Entwickelt  man  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen 
von  z  und  vergleicht  die  Koeffizienten  von  r-*,  so  erhält  man  die 
gesuchte  Rekursionsformel: 

oder: 
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17)  .'/j (P)  =  «•-  2'».".<''  f[  (1  -  Aa-) fl (1  +  A2' -  i)«o',  « 

y  =   l  V  =  1 

oder  mit  Rücksicht  auf  §  32,  (23): 

1 8)  =  l/ "  '^'  y'^-e^e-  -  Vi «.  ^'  a^  u. 

Durch  Vermehrung  der  Argumente  um  Halbperioden  lassen  sirfi 
aus  dieser  Gleichung  drei  andere  ableiten,  die  die  drei  andern  Theta 
mit  den  drei  andern  Sigma  in  Beziehung  setzen;  nämlich: 

, 4 

19)  .'/„(„)  =  ]/-'"'  *-"'";•<; -2 •7. "'.«•«T,«, 

I  71  —  Vi 


A 


20)  \  (r)  =  |/  -  ';^'  y  "[-  . -« e  -  '^  Vi  o»  ^^r^y^ 


2cü,    ^ 


21)  »V-j  (r)  =  1/  "p  y  6'  Ä  -  2 17, o,. rv  7/. 

(Am  einfachsten  erhält  man  diese  Gleichungen  aus  (17),  wenn  man 
zunächst  die  in  g  30  mit  T  bezeichneten  Funktionen  statt  der  ff 
einführt.) 

Was  die  Werte  der  in  diesen  Formeln  auftretenden  Wurzel- 
großen  betrifft,  so  kann  für  y2roj/;r  ein  beliebiger  Wert  gewählt 
werden;  unter  den  vierten  Wurzeln  aus  den  Differenzen  der  e  sind 
dann  diejenigen  Werte  zu  verstehen,  die  sich  für  diesen  Wert  von 
Y^fü^fTi  aus  den  Gleichungen  (23)  von  §  32  ergeben. 


§  48.   Thetarelationen. 

Zwischen  den  Thetafunktionen  mit  Hauptcharakteristiken  be- 
stehen Relationen,  die  wir  mit  Hilfe  ihrer  Ausdrücke  durch, die 
Sigmafunktionen  aus  den  zwischen  diesen  bestehenden  erhalten 
könnten.  Wir  können  sie  aber  auch  aus  der  Theorie  der  Theta- 
funktionen selbst  ableiten,  und  zwar  aus  dem  HEKMiTEschen  Satz 
(§  40).  Denn  das  Produkt  aus  einer  Thetafunktion  w*^'  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  ((7j,  //.,)  und  einer  Thetafunktion  n*®*"  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  (/ij,  /t^)  ist  eine  Thetafunktion  (m  +  n)*®'  Ord- 
nung mit  der  Charakteristik  {(/^  +  //j,  (/^  +  Ag).  Da  man  nun,  ab- 
gesehen von  den  niedersten  Fällen,  mehr  als  m  +  n  solche  Produkte 
mit  derselben  Charakteristik  bilden  kann,  so  lehrt  der  HsBMiTEsche 
Satz  die   Existeiiz  linearer  Relationen  zwischen  ihnen  kennen.     Die 
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Ko6f6zienten  dieser  Relationen  la&sen  aicb  dann  a  posteriori  dadurch 
liestiuimen,  <l»ß  mau  in  der  zunächst  mit  unbeBtimmten  KoelHzienten 
angesetzten  Relation  der  Variabein  nacheinander  eine  genügende 
Anzahl  geeigneter  spezieller  Werte  beilegt  und  die  Eoet'tizieuteii 
aus  den  so  entstehenden,  in  Bezug  auf  sie  linearen  Oleichungen 
herechnet 

Für  den  Fall  m  +  n  =  \  erhalten  wir  noch  keine  solchen  Rela- 
tionen; denn  es  gieht  zu  jeder  Charakteristik  nur  eine  Thetal'uiiktion 
erster  Ordnung.  Auch  der  Fall  m  +  n  =  2  liefert  noch  keine  Rela- 
tionen, wenn  die  Charakteristik  (^,  +  Ä,,  .7^  +  A,)  von  (0,  0)  ver- 
schieden ist  Denn  jede  von  (IJ,  0)  verschiedene  Charakteristik  läßt 
sich  nur  auf  zwei  Arten  als  Summe  zweier  Hauptcharakteristiken 
darsteUeu  {z.  B.  (0,  1)-(U,  U)  +  (0,  1)_-(1,  0)  +  (l,  1)  {mod.  2)); 
und  die  zugehQrigea  Produkte  stehen,  wie  mau  aus  ihren  Nullpunkten 
sieht,  zu  eiuauder  nicht  in  konstautem  Verhältnis.  Dagegen  läßt 
sich  (0,  0)  auf  oier  verschiedene  Arten  als  Summe  zweier  Haupl- 
charakteristiken  darstellen: 

(0.  0)  ~  (0,  0)  +  (0,  0)  =  (0,  1)  +  (0,  1) 

=  (1,  0)  +  (l,  0)  =  (1,  1)-|-(1,  1)     (mod.  2}. 

Daraus  folgt,  daß  die  Quadrate  der  vier  Thetafiinktiouen  als  Theta- 
funktiouen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  {0,  0}  angesehen 
werden  könuen;  es  könuen  also  höchstens  zwei  von  ihuen  linear 
unabhängig  sein.  Mao  sieht  aber  sofort,  daß  irgend  zwei  von  ihnen 
wirklich  linear  unabhängig  sind.  Denn  würde  zwischen  zwei  Theta- 
quadrateu  eine  homogene  lineare  Belation  mit  von  u  unabhängigen 
Koeffizienten  bestehen,  so  würde  daraus  eine  ebensolche  Relation 
zwischen  den  betrefifenden  Thetafunktionen  selbst  folgen.  Eine  solche 
kann  aber  nicht  existieren,  da  sie  verschiedene  Charakteristiken 
haben,  also  verschiedenen  Funktionalgleichungen  genügen.  Durch 
zwei  beliebige  der  vier  Thetaijuadrate  müssen  sich  also  die  beiden 
andern  linear  und  homogen  ausdrücken  lassen,  mit  andern  Worten, 
es  müssen  zwei  Relationen  der  folgenden  Form  bestehen; 

Setzt  man  in  diesen  Relationen  v  =  0  und  schreibt,  wie  es 
üblich  ist,  iV-a  für  i9-a{0),  ao  findet  man: 


'^'  =  e,  *«• 


■'/,'  =  c,  .'/„* 
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setzt  man  aber  o  =  ^  r  ond  berQcksichtigt  die  Gleichungen  §  46,  7, 
80  findet  man: 

Die  Relationen  lauten  also: 

1)  A     v  •^' W  -  ^^'  »A^)  +  *3"  *i*W  =  0, 

Für  die  Bedeutung  dieser  Formeln  ist  es  wesentlich,  daß  ihre 
Koeffizienten  nicht  Null  sein  können.    Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

I.  Für  keinen  der  Bedingung  IV  van  §  14  gemiffendem  Wert  van  r 
kann  einer  der  drei  ThetanuUwerte  den   Wert  XuU  annehmen. 

Denn  wäre  einer  dieser  Werte  gleich  Null,  so  würde  die  zu- 
gehörige Thetafunktion  fiir  r  =  0  Ton  der  zweiten  Ordnung  Null 
werden:  denn  sie  ist  nach  §  44  (12)  eine  gerade  IHinktion,  also 
ir  (0)  =  0.    Das  stünde  aber  mit  Satz  IT  Ton  §  37  im  Widerspruch. 

Übrigens  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (2),  wenn  wir  in  ihr 
r  =s  ^  setzen  und  die  Gleichungen  (6)  von  §  45  benutzen ,  eine 
Belation  zwischen  den  Thetanullwerteu.  nämlich: 

3)  .•^,*  =  .\*  +  &,*. 

Die  zu  Beginn  dieses  Panumiphen  durchgeföhrten  Überlegungen 
liefeni  außer  den  Helatiouen  yl>  und  {2)  noch  eine  große  Menge 
weiterer:  man  kann  sich  aber  auf  folgendem  W>ge  überzeugen,  daß 
alle  diese  Relationen  bereits  aus  (1)  und  (2)  folgen.  Znr  Ab- 
kürzung werde: 

4)  ^%. : r.  =  X,        r'^j  >)  =  y.        .Vj  ^r^  =  r.        ,V,  (r)  =  ir 
gesetzt:  ferner: 

*.  =  "'     V.  =  ■^- 

es  wird  dftijn  iflfrntisch   d.  h.  auch  wenn  man  x,  v.  ^<  ^  als  voneinander 
xxnMikiisnu  veraud^rrliche  Größen,  betrachtet;: 

z*       //,  -  2  :/  ^  c^2  ^=  -  ^2  y J, 

«.»      //  -  -'  if  _  ü-  JT*  -  a*  V*. 

Iiiioiffe'les5?frjj  kann  rrjau  jede  homogene  rationale  ganze  Funktion 
der  Tier  Variab<:ln  z,  y,  z.  w  durch  identische  Umformung  anf  die 
Form  bringeri: 

5  F  -.yi,A^  JA  if  -r  /i  -r  c/i  -r  u- f,  -r  *r:f\. 
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in  der  M,  nsd  M^  homogene  Funktionen  aller  vier  Tariabeln.  f\, 
fi'  f's'  t\  ^^^  solche  Funktionen  tou  x  und  y  aUein  bedeuten. 
Wenn  nun  eine  solche  FunküOD  die  Eigenschaft  hat.  Null  zu  werden, 
sobald  man  für  die  x,  y,  2,  w  die  Werte  (4)  setzt,  so  muß  auch  die 
Summe  der  vier  letzten  Glieder  in  (5)  für  sich  Null  werden.  Das 
ist  aber  nur  möglich,  wenn  sie  identisch  Null  ist.  Denn  jedes  Glied 
dieser  Summe  hat  eine  andere  Charakteristik,  milBte  also  für  sich 
Null  sein;  und  das  ist  nicht  möglich,  da  zwischen  i^o(f)  und  ^,[v) 
allein  keine  homogene  Relation  besteht.     Also  folgt: 

IL  Jede  homogene  Funktion  von  vier  T ariabeln,  die  Aull  teird, 
wenn  man  diese  vier  Fariabeln  durch  die  vier  Thetafvnhtionen  mit 
HaupCchara/ilerisliken  ersetzt,  läßt  sicfi  durch  identische  Lmformung  in 
die   Gestalt  j¥,  ä -\-  M^  B  letzen; 

und  daraus: 

LH.  Jede  homogene  Delation  zwischen  den  vier  Thrtafunhtionen  ist 
eine  Folge  der   Relationen  (t)  und  (2). 

Andere  als  homogene  Relationen  können  zwischen  den  Theta- 
funktioneu  nicht  bestehen.  Denn  homogene  ganze  Funktionen  der 
Tbetafunktionen  von  verschiedenen  Dimeasionen  sind  Thetafunktionea 
von  verschiedener  Ordnung,  können  sich  also  nicht  gegeneinander 
wegheben. 

§  49.    Additionstheoreme  der  Thetafunktionen. 

Aue  den  in  §  35  behandeltan  Additionstheoremen  der  Sigma- 
funktionen  ergeben  sich  anter  Benutzung  der  Formeln  (17)  bis  (21) 
Ton  §  47  entsprechende  Theoreme  für  die  Thetafunktionen.  Äuß 
der  Theorie  dieser  letzteren  selbst  erhält  man  dieselben  Theoreme 
durch  folgende  Überlegungen; 

L  Die  Produkte  "''b,  ^  («  +  ")  t^,, » {w  —  ")  sind  als  Funktionen 
von  u  betrachtet,  Tlietafunktionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charak- 
teristik (0,  0);  sie  lassen  sich  also  linear  durch  irgend  zwei  Theta- 
quadrate  ausdrücken.  Die  Koeftizienten  dieser  Ausdrücke  sind 
Funktionen  von  e;  man  bestimmt  sie,  indem  man  für  u  nacheinander 
zwei  geeignete  Halbperioden  setzt.    Setzt  man  z.  B.  in  der  Relation: 

.»,  («  +  „) »,  (,,  -  ..)  =  Aty)  »,\u)  +  ÄW»,'M 

=  0,  80  wird  ''^■■^{u)  =  0   und  man  erhält  .*;   setzt  man  u  =  ~ö~' 
Bo  wird  ^a(u)  =  0  und  man  erhält  B.     So  findet  man: 
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n.  Die  Produkte  &g^  ^,  {u  +  «?)  ^^^  ^^  («  —  »)  sind  als  Funktionen 
von  u  betrachtet,  Thetafänktionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charak- 
teristik ((T/j  +  Aj ,  ff^  +  A3).  Jedes  solche  Produkt  laßt  sich  also  durcb 
zwei  Produkte  zweier  Thetafunktionen  von  u  allein  ausdrücken,  mit 
Koeffizienten,  die  noch  von  v  abhängen,  z.  B.: 

Setzt  man  hier  w  =  0  oder  =     "^^   so   findet   man   ^;    setzt    man 
?/  =  ^  oder  M  =  -  ,  so  findet  man  B,     Das  Resultat  ist: 


2) 


'^0  '^  '^3(^'  +  «)  ^1  («  -  ^')  =  ''^oC")  '^  W  •'^l  iP)  '^8  (^) 

-  '^1  [u) .%  (jti)  .\  [V) ,'/,  (r). 


§  50.    Die  DifTerentialgleichungen  der  Thetaquotienten. 

Daß  die  Quotienten  je  zweier  Thetafunktionen  algebraischen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades  genügen, 
in  denen  die  unabhängige  Variable  explicite  nicht  vorkommt,  folgt 
aus  der  entsprechenden  Eigenschaft  der  Sigmaquotienten  (§  34). 
Aus  der  Theorie  der  Thetafunktionen  selbst  gewinnt  man  diese  Glei- 
chungen  durch  folgende  Überlegungen: 

Der  Difi'erentialquotient  einer  jAConischen  Funktion  nach  dem 
Argument  ist  selbst  keine  jACOBische  Funktion,  sondern  verhält 
sich  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode  so,  wie  es  in 
§  37  (10),  (11)  angegeben  ist.  Jene  Gleichungen  selbst  zeigen  aber, 
daß  die  Determinante: 

'l\{u)T^{u)-'l\{u)'l\{u) 

eine  jACOBische  Funktion  ist>  wenn  T^  und  T^  irgend  zwei  JACOBische 
Funktionen  mit  denselben  Perioden  L  und  II.  Art  sind.  Insbesondere 
ist  die  Determinante: 

1)  '\*(«')'n.*.W-.\».(f).n.,.(i') 

(in  der  die  Accente  Diff'erentiationen  nach  v  bedeuten)  eine  Theta- 
funktion  zweiter  Ordnung  der  Charakteristik  g^  +  r/j ,  h^  -f  Äj).  Als 
solche  läßt  sie  sich  (vgl.  §  49,  II)  linear  und  homogen  durch  zwei 
Produkte  je  zweier  Thetafunktionen  ausdrücken;  und  da  sie  ent- 
weder eine  gerade  oder  eine  ungerade  Funktion  von  v  ist,  so 
kann  von  diesen  beiden  Produkten  nur  das  eine  auftreten.  So  er- 
hält man  z.  B.: 
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2)  ,V-,(r)  &,'{v)  -  &, {„)  &,'{v)  =  -^^'  ,9-,(,;)  .•/3(„) 

oder: 

Der  hier  auftretende  von  v  unabhängige  Faktor  läßt  sich  ver- 
einfachen, wenn  man  die  in  §  47  aus  der  Theorie  der  Sigmafunk- 
tionen  abgeleiteten  Ausdrücke  der  ThetanuU werte  benutzt.  Unab- 
hängig von  dieser  Theorie  läßt  sich  eine  solche  Vereinfachung  durch 
folgende  Überlegungen  erzielen: 

Differentiieren  wir  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  (2)  noch 
zweimal  nach  v,  so  erhalten  wir: 

<U^)'^"'(v)  +  &,'{vyß;"{v)  -  ^%"(v)&,'{v)  -  .V"(«')''>i W 

und  wenn  wir  hierin  v  =  0  setzen: 

y i_  __  y 0 |_  y% ,    Y»    , 

d'x  &Q  ^j  &f 

Ersetzen  wir  in  dieser  Gleichung  vermöge  §  42,  (12)  zwei 
Diiferentiationen  nach  v  durch  eine  solche  nach  r,  so  geht  sie  über  in: 

dl  dl 

Es  muß  also: 

4)  ''^' =  C  f^,  f^,  &, 

sein,  wo  C  eine  auch  von  r  unabhängige  Konstante  bedeutet.  Durch 
Vergleichung  der  Anfangsglieder  der  Reihenentwicklungen  nach 
Potenzen  von  h  findet  man: 

5)  C  =  ;r. 

i  51.    Paiüalbruchzerlegung  der  elliptischen  Funktionen  III.  Art 

von  positiver  Ordnungszatil. 

Nachdem  wir  nunmehr  die  Theorie  der  jABOBischen  Funktionen 
zu  einem  gewissen  Abschluß  gebracht  haben,  kehren  wir  wieder  zur 
allgemeinen  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  HL  Art  zurück 
indem  wir  zunächst  den  Satz  beweisen: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  III,  Art  läßt  sich  als  Quotient  zweier 
JACOBischen  Funktionen  darstellen. 
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also  als  Funktion  von  u  betrachtet,  das  Residuum: 

7)  A«Vj-2nA:,, 

Da  diese  Residuen  jedenfalls  endlich  und  von  Null  verschieden 
sind,  so  kann  man  durch  Differentiation  von  F{u,  w)  nach  dem 
zweiten  Argument,  das  in  den  Funktionalgleichungen  sonst  nicht  vor- 
kommt, Funktionen  erhalten,  die  denselben  Funktional gleichungen 
genügen  und  die  im  Periodenparallelogramm  auch  nur  an  je  einer 
Stelle,  an  dieser  aber  bezw.  von  der  zweiten,  dritten  .  .  •  .  Ordnung 
unendlich  groß  werden.     Z.  B.  ist  die  erste  dieser  Funktionen: 

8)  Af_  =  IliF+  (''-'Y  ^h-p'z'^-p—,—^ 

Nun  gilt  der  Satz: 

II.  Aus  diesen  Funktionen  und  den  Funktionen  (fj^)  ^>on  §  43  läßt 
sich  jede  reduzierte  elliptische  Funktion  II L  Art  von  u  mit  positiver 
Ordnum/szahl  und  der  Charakteristik  (0,  0)  linear  und  homogen  mit 
von  u  unabhäntjigen  Koeffizienten  zusammensetzen. 

Denn  man  kann  aus  diesen  F[u)  und  ihren  Ableitungen  immer 
eine  Funktion  bilden,  die  an  denselben  Punkten  des  fundamentalen 
Periodenparallelogramms  und  in  derselben  Weise  unendlich  groß 
wird,  wie  die  vorgelegte;  die  Differenz  zwischen  beiden  Funktionen 
ist  dann  eine  Thetafunktion  n*^'  Ordnung  der  Charakteristik  (0,  0), 
also  nach  §  43  eine  lineare  Verbindung  der  qp^. 

Setzt  man  für  die  F  und  die  rf  die  sie  darstellenden  Reihen 
und  faßt  entsprechende  Glieder  dieser  Reihen  zu  je  einem  zusammen, 
so  erhält  man  jede  reduzierte  elliptvtche  Funktion  HL  Art  der  Charak" 
teristik  (0,  0)  dargestellt  durch  eine  Reihe  der  Form  (2),  in  der  x  ^'^^ 
rationale  Funktion  von  z  ist. 


§  52.    Eigenschaften  der  Elementarfunktion  III.  Art  als  Funktion 

ihres  zweiten  Arguments;   Partialbruchzerlegung  der  elliptischen 

Funktionen  III.  Art  von  negativer  Ordnungszahl. 

Die  Funktion  F{uj  w)  ist  bei  gegebenem  u  nach  I,  §  50,  I  eine 
eindeutige  analytische  Funktion  ihres  zweiten  Arguments  u?,  die  für 
alle  endlichen  Werte  von  w  sich  regulär  verhält  mit  Ausnahme  der- 
jenigen, für  welche  ^  gleich  einem  der  Werte  von  h^^  z^  wird,  d.  h. 
mit  Ausnahme  der  W^erte: 

1)       w  =  u  +  2  Äj  «j  +  2  A3  W3  (Ä^,  A3  =  0,   ±  1 ,   ±  2  .  .  .). 
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In  diesen  Punkten  hat  sie  Pole  erster  Ordnung;  die  zugehörigen 
Residuen  sind,  wenn  man  sie  als  Funktion  von  f  *  betrachtet: 

Ol 

also  wenn  man  sie  als  Funktion  von  w  betrachtet  (da  -7^  =  — *  C*  ist) 

^       dw         ft>i  '  ' 

Vermehrt   man    w   um    2g>j,    so    bleibt    f*    ungeändert,    man 
hat  also: 

3)  F{u,  tu  +  2  «1)  =  F{u,  w). 

Vermehrt  man  aber  w  um  2  «3,  so  geht  i^*  in  Ä*f*  über;  man 
erhält  also  zunächst: 

F{u,  «>  +  20,3)  =  ^  2  h'^'z^'p  -2ir.-JVr^ 
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Wl  psz  — CO 

oder  wenn  man  den  Summationsbuchstaben  p  durch  p  +  l  ersetzt: 


Man  erhält  also: 
F{u,  w  +  2^3)  -  A«c:-'»(/>,  ir) 

«TT       +«>  i,2np^2n       v2n 

=  i!L     VA~p'  +  «z2«P{(Ä2PzV^C*  +  (Ä2|'z«)"-2^+    ...    +f2«j^ 
2''ip=-ao 

oder  mit  Berücksichtigung  von  §  43  (5): 

Die  einzelne  Funktion  F{uy  w)  ist  ako,  als  Funktion  ihres  zweiten 
Elements  betrachtet,  keine  elliptische  Funktion  III.  Art;  aber  eine 
Summe  solcher  Funktionen  kann  eine  elliptische  Funktion  III.  Art 
sein.     Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

I.  Die  Summe: 

5)  2^»^K.  "') 

k 

ist  eine  elliptische  Funktion  III.  Art  von  ir,  mit  der  negativen  Ordnungs- 
zahl —  n,  wenn  die  Koeffizienten  Aj^  den  n  Relationen  genügen: 
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«)  5^*9'«  (^7)=  0  («  =  0,  1,  2...II-1). 

In  diesen  Relationen  sind  die  Aj^  die  Residuen  der  Funktion  in  den 
Polen  Uj^. 

Man  überzeugt  sich  nun,  daß  in  jeder  reduzierten  elliptischen 
Funktion  III.  Art  mit  negativer  Ordnungszahl  und  der  Charak- 
teristik (0,  0)  die  Residuen  solchen  Relationen  genflgen  müssen. 
Ist  nämlich  4>(t<)  eine  solche  E\inktion  von  der  Ordnungszahl  —  x, 
^a(tt/2Q7j)  eine  der  Funktionen  des  §  43,  so  ist  das  Produkt  <f>^. 
eine  elliptische  Funktion  I.  Art,  für  die  eine  der  Gleichungen  (6) 
den  Satz  von  der  Summe  der  Residuen  (§  14)  ausdrückt. 

Andererseits  muß  eine  elliptische  Funktion  m.  Art  von  nega- 
tiver Ordnungszahl,  die  keine  Pole  hat^  notwendig  identisch  Null  sein. 

Aus  diesen  beiden  Thatsachen  folgt: 

II.  Jede  reduzierte  elliptische  Funktion  IIL  Art  von  negaüoer 
Ordnungszahl  und  der  Charakteristik  (0,  0)  läßt  sich  m  der  Form  (5) 
darstellen. 

Auf  Grund  der  Sätze  §  37,  YU  und  §  39,  IV  lassen  sich  die 
Sätze  dieses  und  des  vorhergehenden  Paragraphen  auf  beliebige 
elliptische  Funktionen  III.  Art  übertragen. 


SECHSTER  ABSCHNITT. 
Das  ümkehrproblenL 

§  53.   Allgemeine  Grundlagen  fQr  die  Lösung  des  Umicehrprobleiiis. 

JMunmehr  können  wir  die  am  Schlüsse  des  ersten  Abschnitts 
fallen  gelassene  Fragestellung  wieder  aufnehmen.  Wir  denken  uns 
eine  zweiblättrige  Bi£MANNsche  fläche  mit  vier  willkürlich  an- 
genommenen Verzweigungspunkten  vorgelegt  und  fragen,  ob  es  stets 
möglich  ist,  die  auf  dieser  Fläche  eindeutigen  algebraischen  Funk- 
tionen von  z,  insbesondere  z  selbst  und  '^/'{z),  als  elliptische  Funk- 
tionen (I.  Art)  des  Wertes  darzustellen,  den  das  zu  der  Fläche  ge- 
hörende Integral  1.  Grades  im  Punkte  z  annimmt. 
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Wir  denken  uns  wieder  die  vorgelegte  Fläche  durch  geeignete 
Bückkehrschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt; 
dann  müssen  wir  vor  allem  untersuchen,  oh  die  Periodidtätsmoduln 
des  Integrals: 

an  diesen  Querschnitten  nicht  etwa  ein  reelles  Verhältnis  zu  einander 
haben.  Dazu  bedienen  wir  uns  des  I,  §  35,  YII  bewiesenen  Hilfs- 
satzes.    Setzen  wir  nämlich: 

2)  tt  =  t7  +  ttr, 

wo  also  V  und  w  reelle  Größen  bedeuten  sollen,  so  können  wir  den 
Wert  des  Integrals  fvdw,  genommen  um  die  gesamte  Begrenzung 
der  durch  die  Rückkehrschnitte  einfach  zusammenhängend  gemachten 
RiEMAiirNSchen  fläche,  folgendermaßen  durch  die  reellen  und  rein 
imaginären  Bestandteile  der  Periodicitätsmoduln  von  u  ausdrücken. 

Wir  haben  in  §  4  bereits  festgesetzt,  der  positive  Sinn  der 
Querschnitte  A,  B  solle  so  gewählt  werden,  daß  A  den  B  von  links 
nach  rechts  überschreitet  Sind  dann  a^+  a^i  und  b^  +  b^ i  die 
Periodicitätsmoduln  von  u  =  v  +  toi  an  diesen  Querschnitten,  so 
finden  wir,  analog  wie  in  §  6: 

|t?rftr=  \vdw  +  ivätD—  Ivdw—  jvdw, 
^x  ^x  ^e  ^e 


=  J{vx  '-v^)dw  +  j(vi  —  Vg)  dw, 

A  B 


=  Oj    IdtD  +  Äj    IdtO  =  Oj  Äj  —  Äj  Oj. 

Ä  B 

Aus  I,  §  35,  YII  folgt  also,  da  u  nicht  auf  der  ganzen  Fläche 
konstant  ist: 

3)  a,b^^b^a^>0. 

Dadurch  ist  nicht  nur  der  Satz  bewiesen: 

I.  Die  beiden  Periodicitätsmoduln  eines  elliptischen  Integrals  L  Gat' 
tung  stehen  niemals  in  einem  reellen  Verhältnis  zu  einander  — 
sondern  es  ist  darüber  hinaus  auch  noch  gezeigt: 

n.  Wenn  wir  den  positiven  Sinn  der  Querschnitte  A,  B  so  wie  in 
§  6,  VI  geschehen,  festlegen  und  dann  die  Periodicitätsmoduln  an  diesen 
Querschnitten  mit  2(d^  und  2(o^  bezeichnen,  so  erfüllen  diese  Perioden 
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gerade  die  §  14,  IV  eingeführte  und  seitdem  stets  festgehaltene  Foraus- 
Setzung,  daß  der  imaginäre  Teil  des  PeriodenverhältnUses  (o^io^ 
positiv  sei. 

Wir  können  also  in  der  That  mit  den  so  bestimmten  Werten 
als  Perioden  nach  den  Methoden  der  Abschnitte  11  bis  V  elliptische 
Funktionen  von  u  bilden.  Von  einer  solchen  Funktion  qp  («)  kann 
dann  gezeigt  werden,  daß  sie,  als  Funktion  von  z  betrachtet,  auf 
der  RiEMANXschen  Fläche  von  s  =  Yf^  (z)  eindeutig  und  bis  auf  Pole 
regulär,  also  nach  §  4,  V  eine  rationale  Funktion  von  z  und  j^  ist 
Denn  einerseits  ist  u  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  der  Fläche 
regulär  (§  7,  1),  andererseits  ist  y  (w)  nach  Definition  (§  13,  TL)  eine 
bis  auf  Pole  reguläre  Funktion  von  m;  also  ist  es  auch  auf  der 
Fläche  bis  auf  Pole  regulär  (vgl.  1,  §  33,  VIT).  Daraus  allein  würde 
nun  noch  nicht  folgen,  daß  es  auch  auf  der  Fläche  eindeutig  ist; 
aber  man  überzeugt  sich  davon  durch  folgenden  Schluß:  Beschreibt 
z  irgend  einen  geschlossenen  Weg  auf  der  Fläche,  der  die  Schnitte 
A  und  B  bezw.  k^  mal  und  k^  mal  von  links  nach  rechts  tiber- 
schreitet, so  vermehrt  sich  u  um  2  ä^  (o^  +  2k^(o^;  dabei  kehrt  aber 
ff{u)  zu  seinem  Ausgangswerte  zurück,  da  es  doch  eine  eindeutige 
doppeltperiodische  Funktion  von  u  mit  den  Perioden  2«0j  und  2^3 
sein  sollte.     Damit  ist  in  der  That  der  Satz  bewiesen: 

111.  Jede  elliptische  Funktion  L  Art  des  Integralwertes  k,  deren 
Perioden  mit  den  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  übereinstimmen^  ist 
eine  rationale  Funktion  voti  z  und  s. 

Wenn  wir  aber  die  Umkehrung  dieses  Satzes  beweisen,  d.  h. 
wenn  wir  zeigen  wollen,  daß  jede  rationale  Funktion  von  z  und  «, 
insbesondere  z  und  s  selbst,  sich  als  elliptische  Funktion  von  u  dar- 
stellen läßt,  so  giebt  dazu  die  Untersuchung  der  elliptischen  Funk- 
tionen 1.  Art  selbst  noch  nicht  die  Mittel;  wir  müssen  sie  dazu 
notwendig  als  Quotienten  zweier  ganzen  P\inktionen  darstellen. 
Denn  für  eine  ganze  Funktion  haben  wir  in  dem  Residuensatz  ein 
Mittel,  um  festzustellen,  wie  oft  sie  in  einem  gegebenen  Bereich 
einen  gegebenen  Wert  annimmt.  Solche  ganzen  Funktionen  lassen 
sich,  wenn  man  ihre  Nullpunkte  kennt,  nach  I,  §  65  als  unendliche 
Produkte  darstellen;  und  man  bekommt  die  einfachste  Darstellung 
einer  bis  auf  Pole  regulären  Funktion  als  Quotient  zweier  ganzen 
Funktionen,  wenn  man  in  jene  Produkte  nicht  mehr  Exponential- 
faktoren  aufnimmt,  als  zur  Erzwingung  der  Konvergenz  erforderlich 
sind.  Dann  wird  man  aber  gerade  darauf  geführt,  die  elliptischen 
Funktionen  als  Quotienten  je  zweier  gleichändrigen  JACOBischen 
Funktionen  darzustellen. 
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§  54.    JACOBi'sche  Funktionen  des  Integrals  I.  Gattung. 

Es  sei  also  T[u)  irgend  eine  jACOBische  Funktion  n^^  Ordnnng 
von  Uj  deren  Perioden  I.  Art  mit  den  Periodicitätsmoduln  von  u 
übereinstimmen.  Da  u  in  der  „zerschnittenen"  Fläche  F'  eindeutig 
ist  und  T  eine  eindeutige  und  reguläre  Funktion  von  u  ist,  so  folgt 
zunächst^  daß  T{u)  auf  F  eindeutig  und  in  dem  §  4,  I  definierten 
Sinne  regulär  ist.  Infolgedessen  giebt  der  CAUCHYsche  Satz  von  den 
Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole  (I,  §  46,  IV)  direkt  die 
Anzahl  der  Nullpunkte  von  Tu  auf  der  Fläche  Fj  wenn  wir  das 
Integral: 


JT{u)      dx     "^^      J    T(ü)    dx  ^^' 


um  deren  gesamte  Begrenzung  berechnen.     Das  gelingt  aber  ohne 
Schwierigkeit     Denn  längs  A  ist  (§  6,  Vil): 

ux^Ug  +  2m^, 


also: 


ebenso  längs  B: 


Der  andere  Faktor  dujdz  hat  auf  beiden  Seiten  der  Schnitte 
denselben  Wert     Der  Wert  des  Integrals  wird  also  (vgL  §  19,  13): 

=  —  2nia^  Idu  —  2nia^  1  du 

A  B 

oder  (nach  §  6,  VIII): 

=  2  ;r  i{a^  Wj  —  a^  (o^  =  2ni.n 

(nach  §  37,  9).     Es  gilt  also  der  Satz: 

I.  Jede  JACOBische  Punktion  w'«^  Ordnung  des  Integrals  L  Gattung  u, 
deren  Perioden  L  Art  mit  den  Periodicitätsmoduln  dieses  Integrals  über^ 
einstimmen,  hat  auf  der  zerschnittenen  RiEMANNSchen  Fläche  F  gerade 
n  Nullpunkte, 

Da  nun  der  Quotient  zweier  gleichändrigen  JACOBischen  Funk- 
tionen n*«' Ordnung  eine  elliptische  Funktion  w*«' Ordnung  ist  (§37,  VI) 
und   da  wir   andererseits   unter   einer  Funktion   n**'  Ordnung  der 
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Fläche  eine  solche  verstanden  haben^  die  auf  ihr  n  Nullpunkte  und 
also  auch  (§  5,  IV)  n  Pole  hat»  so  können  wir  aus  dem  Satz  I  die 
folgende  nähere  Pi^isierung  des  Satzes  §  53,  HE  ableiten: 

n.  Jede  elliptische  Punktion  L  Art  n^^  Ordnung  des  IntegraU 
L  Gattung  u,  deren  Perioden  mit  den  Periodicitätsmodtdn  des  Integral* 
über  einstimmen  y  ist  gleich  einer  Funktion  n^  Ordnung  der  zu  Grunde 
gelegten  RiEMANNSchen  Pläche, 

Wenn  wir  mit  diesem  allgemeinen  «Satz  uns  nicht  begnügen 
wollen »  sondern  eine  vorgelegte  elliptische  Funktion  explicite  als 
Funktion  der  Fläche  darstellen  wollen,  so  können  wir  sie  uns  ent- 
weder in  der  Form  des  §  21  oder  in  der  des  §  22  gegeben  denken. 
Im  ersten  Fall  müssen  wir  die  Punkte  der  Fläche  kennen,  die  den 
Polen  der  Funktion  entsprechen,  im  letzteren  Falle  auch  noch  die 
den  Nullpunkten  entsprechenden.  Die  allgemeine  Lösung  dieser  Auf- 
gabe ist  natürlich  identisch  mit  der  allgemeinen  Lösung  des  Umkehr- 
problems selbst,  sodaß  durch  diese  Formulierung  zunächst  nichts  ge- 
wonnen ist  Wir  können  die  hieraus  entspringende  Schwierigkeit 
auf  doppelte  Weise  überwinden.  Wir  können  einmal  davon  Gebrauch 
machen,  daß  es  uns  noch  freisteht,  die  untere  Grenze  des  Integrals 
beliebig  zu  wählen.  Nehmen  wir  also  eine  Funktion  mit  nur  einem 
Pol  im  Periodeuparallelogramm  (der  dann  ein  mehrfacher  sein  muß), 
so  können  wir  diesem  einen  beliebigen  Punkt  der  Fläche  entsprechen 
lassen;  da  eine  solche  Funktion  durch  Angabe  der  Glieder  negativer 
und  nuUter  Ordnung  ihrer  Reihenentwicklung  vollständig  bestimmt 
ist,  brauchen  wir  in  diesem  Fall  für  keinen  weiteren  Wert  von  w 
den  zugehörigen  Flächenpunkt  vor  Aufstellung  der  Formeln  zu 
kennen.  Andererseits  aber  können  wir  auch,  wenn  wir  die  untere 
Grenze  in  einen  Verzweigungspunkt  legen,  für  gewisse  spezielle  Werte 
von  tt,  nämlich  für  die  Halbperiodeuj  direkt  die  zugehörigen  Flächen- 
punkte bestimmen.  Der  erste  Ansatz  führt  auf  die  Lösung  des 
ümkehrproblems  durch  pu  und;?'?/,  der  zweite  auf  die  Lösung  durch 
Sigma-,  bezw.  Thetaquotienten. 
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Legeja  wir  die  untere  Grenze  des  Integrals  in  einen  willkürlichen 
Punkt  (y,  V/Xy))  der  Fläche,  setzen  also: 

X 

1)  ^'' 


/•  äx 
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Bo  wird  z.  B.  pu  eine  Funktion  von  x  sein,  die  fär  j  =  y'  von  der 
zweiten  Ordnung,  sonst  aber  nirgends  unendlich  wird,  und  die  auÜer- 
dem  dadurch  charakterisiert  ist,  daß  ihre  Entwicklung  nach  Potenzea 
von  u  kein  von  u  freies  Glied  enthält  Eine  aolche  Funktion  können 
vir  auf  algebraischem  Wege  bilden;  dabei  setzen  wir  der  Einfachheit 
wegen  zunächst  voraus,  daß  j/  im  Endlichen  liege  und  kein  Ver- 
zweigungspunkt  sei.  Wir  haben  schon  in  §  4,  III  gesehen,  daß 
wir  jede  rationale  Funktion  von  x  und  y/"(j)  in  der  Form  darstellen 


2) 


ft(«)+g.(»)V?W 

in  der  ffg,  ff^,  g^  rationale  ganze  Funktionen  von  x  allein  bedeuten. 
Wenn  hier  <f^  {x)  für  einen  von  y  und  den  Verzweigungspunkten  ver- 
Bchiedenen  Punkt  J  Null  würde,  würde  die  Funktion  entweder  fllr 
('  =  I-  V/W  =  im)  oder  für  [x  =  |,  |/W  =  -  VTÜ))  «nendh^ch. 
wenn  nicht  sowohl  ?„(|) +^,  (D>y(|).  als  auch_y„  (D  - -/,  (^)  jZ/'d) 
Null  sind.  Dann  müßten  aber  g^  {|)  und  j,  (|)  y/"!!)  Null  sein ;  man 
könnte  also  mit  x  —  ^  heben.  Wenn  ferner  der  Nenner  für  einen 
Terz weigungsp unkt  k  Null  würde,  müßte  g„[t^  —  0  sein;  der  Zähler 
würde  dann,  auf  der  Fläche  gerechnet  (§  4,  II),  nur  von  der  ersten 
Ordnung  0,  der  Quotient  abo  unendlich,  wenn  nicht  auch  5,  («)  =  0 
wäre;  dann  könnte  man  aber  mit  x  —  u  heben.  Setzen  wir  also, 
wie  wir  dürfen,  voraus,  daß  gemeinsame  Faktoren  von  Zähler  und 
Nenner  bereits  beseitigt  seien,  so  muß  sich  der  Nenner  auf  [x  —  g)^ 
reduzieren.  Fenier  müssen  wir  dafür  sorgen,  daß  die  Funktion  für 
X  =  tx>  auf  beiden  Blättern  endUch  bleibt;  daraus  folgt,  daß  g^{x) 
höchstens  vom  2.  Grad  und  g^  von  x  unabhängig  sein  muß.  Endlich 
müssen  wir  noch  dafür  sorgen,  daß  die  Funktion  für  -r  =  y, 
y'f^x)  —  —  Yf{y)  nicht  unendlich  wird;  dazu  ist  erforderlich  und  hin- 
reichend, daß  der  Zähler  in  diesem  Punkt  von  der  zweiten  Ordnung 
0  wird,  daß  also  nicht  nur: 


sondern  auch; 


ffAy)-ffA!f)Yr¥)-^> 


\'i{g,(x)-ff,(ßiV7w)] 


'  Eine  solche  Gleichuag  soll  jedefim&l  bedeuten,  daß  uicht  uur  die  Va- 
X  den  Wert  y  erhfilt,  sondern  auch  der  mit  Yflx)  bezeichnete  Wert  der 
tdratwnnel  mit  ]/7(yHnicl>t  mit  dem  euigegengeseteten Wert)  ansammenftllL 
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wird.    Setzen  wir  also: 

9o  W  =  ^o(-^  -  y?  +  ^1  (^  -  y)  +  ^f 

80  sind  Aq,  Äyj  A^,  g^  Funktionen  von  y,  zwischen  denen  wir  bis 
jetzt  die  Gleichungen  haben: 


3) 

4) 


A^  «  ?±  ZM-  =  0. 

2    ^f(y) 


Zur  weiteren  Bestimmung  dieser  Funktionen  ziehen  wir  nun 
noch  die  Eigenschaft  der  Funktion  pu  heran,  daß  in  ihrer  Iteihen- 
entwicklung  nach  Potenzen  von  u  auf  das  Glied  w^  sogleich 
Glieder  mit  positiven  Exponenten  folgen.  Infolgedessen  muß  die 
Entwicklung  der  Funktion  (2)  nach  Potenzen  von  x  —  y  =»  ^  in  den 
Gliedern  (—  2)^',  (—  1)**"^  und  0*®'  Ordnung  übereinstimmen  mit  der 
entsprechenden  Entwicklung  von  w'^.  Die  letztere  erhalten  wir 
aus  §  7  (7);  schreiben  wir  zur  Abkürzung  /;  f,  f  für  /"(y),  f{y\ 
f  Ky\  so  lautet  sie: 

die  erstere  wird  (vgl.  §  7,  5): 

Man  erhält  also  zu  den  zwei  Gleichungen  (3)  und  (4)  noch  die 
drei  weiteren: 


5) 
6) 


Aus  (3)  und  (5)  folgt: 

^i  =  iy/(]r),         ^  =  i/-(y), 
aus  (4)  und  (6)  dann  übereinstimmend: 

endlich  aus  (7): 
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Somit  erhalten  wir: 


X 


«'       'im- 


dx   \        F{x,y)  +  Ym]/f{y) 


2  («  -  »)• 

y 

mit: 

l  +  203(2: +y)  +  a^. 

Man  sieht,  daß  diese  Funktion^  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
X  und  y  vertauscht;  wie  es  sein  muß,  da  die  übrigen  Bestandteile 
der  Gleichung  (8)  diese  Eigenschaft  haben. 

Wir  hatten  vorausgesetzt,  daß  y  im  EndUchen  liege  und  kein 
Verzweigungspunkt  sei,  können  uns  jedoch  von  diesen  Einschrän- 
kungen nachti^glich  frei  machen.  Denn  beide  Seiten  bleiben  stetig, 
wenn  y  in  einen  der  ausgeschlossenen  Punkte  rückt;  wir  können 
also  den  Grenzübergang  ausfuhren.     Wir  erhalten  so  einmal: 

X 

10)        p  (/^)  =  il«o  '*  +  2«,  X  +  a,  +  y7>)  V^} 

OD 

(das  Vorzeichen  von  j/ö^  unterscheidet  die  Punkte  00  der  beiden 
Blätter).  Lassen  wir  andererseits  y  in  einen  Verzweigungspunkt  a 
rücken,  so  ist  f{a)  =  0;  wir  können  daher  auch  F{x,  a)  in  die 
Form  setzen: 

a^a^ix^-  a*)  +  2a^{x^ a  +  xa^ -'2a^  +  o,  (x>  +  4 a-a  +  a«  —  6a«) 

+  2  ttj  (ar  +  C3f  —  2  a). 

Wir  können  also  in  diesem  Falle  mit  {x  —  a)  dividieren  (wie 
es  sein  muß)  und  erhalten  die  Gleichung: 


11) 


X 


Uvnrl 


Vfx  I  2(x-  a) 

a 

In  ganz  analoger  Weise  könnten  wir  nun  auch  p'u  ausdrücken. 


^  F  (x,  y)  ist  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  diejenige  Funktion,  die  man  in 
der  Invariantentheorie  als  zweite  Polare  von  f(x)  zu  bezeichnen  pflegt. 
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Wir  kommen  aber  einfetcher  zum  Ziele ,  wenn  wir  den  gefimdi 
Ausdruck  differentiieren.    Wir  erhalten: 


X 

dx  \      du 


•   ^'  (/]/Äi'J  ' 


dx 


fix)    . 

F(x,  y)+Vf(x)yf(y) \f(x) 

{x-yf  "^  2(x-3f)« 

= .    "av-zr  -.  i(-^("'  y) "  H^  -  y)-^i  (^>  y))  V?X^ 
+  (/'(^)-i(^-y)rw)l7{y))- 


Der  Koeffizient  von  }/(y)  in  der  Klammer  ist: ^ 

der  Koeffizient  von  ^f{x)  muß  aus  ihm  durch  Vertauschung  von  x 
mit  y  hervorgehen,  da  p'u  bei  Vertauschung  von  x  mit  y  sein 
Zeichen  wechselt;  man  erhält  also: 


1      3  , I       1 


12)  p 


speziell  für  y  =  CX) : 

X 

dx> 


Fix,  y)Vnx)  +  Fix,y)yf(if)   . 


(y-x/ 


13)  /  (/r^)  =  K-^  +  «i)y/'W  +  K^'  +  Ba,x»+Sa,T  +  a,)ya, 
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und  fiir  y  =^  a: 


\J  Vfix)/  {X  -  «)« 

Die  Formeln  gelten  auch  für  den  Fall,  daß  die  Funktion  unter 
dem  Wurzelzeichen   nur   vom   dritten   Grade   ist;^    man   hat  dann 


'  Die  erste  Polare  von  f(y),  genommen  nach  x,  in  der  Sprache  der 
Invariantentheorie. 

*  Will  man  (vgl.  die  vorhergehenden  Noten)  in  diesem  Falle  die  Polaren 
bilden,  so  hat  man  f{x)  nicht  ab  eine  Funktion  3.  Grades  zu  behandeln,  Bondem 
als  eine  Funktion  4.  Grades,  deren  erster  Koeffizient  0  ist. 
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einfach  a«  =  0  zu  setzen.     Es  wird   dann    p  \  C^\    eine  ganze 

lineare  Funktion  von  x.  Nimmt  man  insbesondere  an,  die  Funktion 
unter  dem  Integralzeichen  habe  die  spezielle  Form,  die  in  der  Glei- 
chung (9)  von  §  18  aufgetreten  war,  es  sei  also: 

«0  =  0,       «1  =  1,       «2  =  ^y 

so  erhält  man  direkt: 


00  OD 


Man  kann  nun  auch  Ausdrücke  von  ^^  und  ^3  durch  die  Eoef- 
iiziention  von  f  ableiten,  indem  man  die  durch  Elimination  von  x 
entstehende  Gleichung  zwischen  p  und  p  mit  §  18,  (6)  vergleicht 
Mit  den  allgemeinen  Ausdrücken  (8)  und  (12)  würde  diese  Rechnung 
ziemlich  umständlich  sein;  aber  da  die  Existenz  und  die  Form  der 
gesuchten  Relation  bereits  feststeht  und  es  sich  nur  noch  um  die 
Bestimmung  ihrer  Koeffizienten  handelt,  können  wir  x  und  y  irgend- 
wie spezialisieren.  Setzen  wir  z.  B.,  wie  schon  in  (10)  und  (13)  ge- 
schehen, y  =  c»  und  dazu  noch  ar  =  0,  so  erhalten  wir: 

/?'  =  oj  y^  +  03  yö^, 

also: 

/>'^--i/^^  =  flo«8*-|«o«a«4  +  «i*«4-iaa'* 

•     +  i  V«o «*(-  «0  «4  +  4 «1  «3  -  3 Oj*). 
Dieser  Ausdruck  muß  also  gleich 


sein,  und  zwar  muß  diese  Gleichung  für  jeden  der  beiden  Werte 
der  Quadratwurzel  bestehen.     Man  erhält  so: 

18)  ^2  =  «0  «4  -  4  «1  «s  +  3  ^'> 

19)  ^3  =  a^  a^  a^  -  a^  a,»  -  a^^ a^  +  2  a^  a,  03  -  a^^. 

Eine  besonders  einfache  Formel  ergiebt  sich  noch,  wenn  man: 


X  X 

dx  c  dx 


20)  «=r^'  ^=fp- 

J  VfM  J  VfM 


a  a 
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setzt  und  nun  pu  -- pv  als  Funktion  von  x  und  |  darstellt.    Mao 
erhält  aus  (11): 

2,)   ,.-p..irw|^-7J^}--i£^^,- 


§  56.    Daretellung  der  Sigma-  und  Thetaquoflenten 

als  Funktionen  der  Fliehe. 

Eine   andere  Art,   elliptische  Funktionen  von  u  als  rationale 

Funktionen  von  z  und  Yf(z)  darzustellen,  erhalten  wir,  wenn  wir 
folgenden  Umstand  berücksichtigen :  Für  gewisse  Werte  von  u  können 
wir  die  zugehörigen  Werte  von  x  unmittelbar  angeben,  wenn  wir 
die  untere  Grenze  in  einen  Verzweigungspunkt  legen:  nämlich  für 
die  halben  Perioden.  Wir  wissen  nämlich  einerseits  aus  §  18,  p.  47, 
daß  p'u  dann  und  nur  dann  gleich  0  wird,  wenn  u  gleich  einer 
halben  Periode  wird.     Andererseits  zeigt  Gleichung  (14)  von  §  55, 

daß  p{f)  Null   wird   in   den   von   a  verschiedenen  Verzweigungs- 


» 


punkton.  Diese  Überlegung  giebt  uns  noch  keinen  Aufischluß  darüber, 
welche  Halbperiode  zu  jedem  einzelnen  Yerzweigungspunkt  gehört; 
und  in  der  That  kann  darüber  auch  keine  Auskunft  gegeben  werden, 
solange  über  die  Wahl  der  Rückkehrschnitte  auf  der  RiEMAKNSchen 
Fläche  noch  nichts  verfügt  ist  Wir  müssen  also  jetzt  darüber  Ver- 
fügung treffen;  wir  wollen  folgendes  festsetzen^  (vgL  Fig.  26): 

1.  Die   Übergang slinien  sollen  Uq  mit  a^  und  of^  mit  a^  verbinden^ 
ohne  sich  zu  überkreuzen;  der  Querschnitt  B  soll  im  ersten  Blatt  liegen 

und  in  ihm  a^  und  a^  von  a^  und  a^ 
trennen;  sein  Richtungssinn  soll  so  fest- 
gelegt seinj  daß  a^  und  a^  rechts,  a^  und 


'^  dfj  links   von  ihm  liegen;  Ä  soll  a^   und 

Pl^   26.  ^1    ^^^    ^2    ^^^   ^s    ^^^2^^)    ^^    beide 

Übergangslinien  überschreiten,  und  smt 
Richtungssinn  soll  übereinstimmend  mit  der  Festsetzung  §  6,  FI  fest' 
gelegt  sein. 

Wir  können  nun  die  Rückkehrschnitte  bis  dicht  an  die  Uber- 
gangslinien  heran  zusammenziehen.  Es  erscheint  dann  A  als  ein 
Weg,   der  von  cr^  im  ersten  Blatt  nach  «^   hin,   im   zweiten  Blatt 


'  Man  beachte,  daB  über  die  Numerierung  der  Verzweigungspunkte  nichts 
festgesetzt  wird. 
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nach  a^  zurückf&hrt,  JB  als  ein  Weg,  der  rechts  von  der  Übergangs- 
linie «1  «2  von  «j  nach  er,  hin,  links  von  ihr  nach  Oj  zorückflihrt 

Bezeichnen  wir  mit  yf{z)  den  Wert,  den  die  Quadratwurzel  im 
ersten  Blatt  links  von  der  Linie  a^  a^  a^  hat  und  beachten,  daß 
längs  a^  Oj  der  Wert  im  zweiten  Blatte,  längs  a^  er,  der  Wert  auf 
der  andern  Seite  der  Übergangslinie  der  entgegengesetzte  ist,  so  er- 
halten wir  aus  §  6,  VILL: 

Ot  »1  Ott 

2«.=        fH-.+  f_^^=       2^* 

'  JYfW)     J   -VTfi)  J 


also: 


YfW)   J  -  vm       J  v?(*) 


'         J  V/'W     J  -  V7W  J  V7(*) 


ot  oo 

(]{«  r  dx 


1)  6>,  =  /   _^  >    6>«  =  r 

Ebenso  können  wir  aber  auch  die  Rückkehrschnitte  über  die 
Kugel  hin  jedesmal  bis  zu  den  beiden  andern  Yerzweigungspunkten 
zusammenziehen;  wir  erhalten  dann: 

O«  Og 

dx  c  dx 


'^  "^=/i^'   "'=/ 


Oo  Of 


Wir  erhalten  daraus  noch: 


Clg  dt 

dx  C  dx 


Wir  entnehmen  diesen  Formeln  den  folgenden  Satz: 

n.   Wenn  wir  die  untere  Grenze  des  Integrals  in  den  Verzweigungs^ 
punkt  a^  legen,  entsprechen 

den  Werten:      u^(o^,      (o^,      (o^, 
bezw.  die  Werte:      x  ^  a^,       cc^j      cCq. 

Damit  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (21)  von  §  55  die  fol- 
genden speziellen  Fälle: 
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4) 


X  —  Of 


pu-e^^  \a^{a^  -  a^){a^  -  ^s)^-^^' 


a5  —  a, 


7)M  -  ^2  =  -J-aJ«!  -  a^){a^  -  a^)—-±. 


X 


«  —  «i 


/>M  -  ^3  =  iao(«i  -  ^a)(^  -  ^s)^^:^- 


Wir  können  übrigens  diese  Ausdrücke  auch  unabhängig  von 
den  Rechnungen  des  vorigen  Paragraphen  erhalten,  wenn  wir  zuerst 
Nullpunkte  und  Pole  beider  Seiten  in  Übereinstimmung  bringen  und 
den  dabei  noch  unbestimmt  bleibenden  konstanten  Faktor  durch 
Vergleichung  der  ersten  Glieder  der  Entwicklungen  in  der  Umgebung 
von  M  =  0,  X  c=  «j  festlegen. 

Aus  (4)  ergeben  sich  nun  auch  die  Ausdrücke  der  Differenzen 
der  e  durch  die  Wurzeln  von  f{z),  nämlich: 


5) 


^2  -  ^3  =  i«o(«2  -  ^l)(ß^3  -  «o)> 
^3  -  ^1   =    4  «o(«8  -  «l)K  -  ^)- 


Aus  diesen  Ausdrücken  und  aus  §  18,  (12)  bis  (14)  erhält  man 
Ausdrücke  von  ^3  und  ^3  durch  symmetrische  Funktionen  der 
Wurzeln  von  f{z);  diese  müssen  natürlich  mit  den  Ausdrücken  von 
<72  und  ^3  durch  rationale  Funktionen  der  Koeffizienten  von  /'{z) 
§  55,  (18]^  (19)  übereinstimmen. 

Vielfach,  namentlich  zum  Zweck  numerischer  Berechnungen,  ist 
es  wünschenswert,  in  die  Lösung  des  Umkehrproblems  die  Theta- 
funktionen  einzufuhren.  Man  kann  dazu  entweder  von  den  Formeln 
5  von  §  30  aus  gelangen,  indem  man  den  Durchgang  durch  die 
Sigmafunktionen  nimmt;  oder  man  kann  direkt  an  die  Sätze  von 
§  54  anknüpfen. 

Die  genannten  Formeln  liefern  zunächst: 


«) 


^,7 = iy^«T^-o)(-i--3)  1/1^ 


Hier  bedürfen  nur  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  einiger 
Erläuterung.    In  jeder  einzelnen  der  drei  Formeln  kann  man  sie 
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an  und  für  sich  zunächst  für  einen  bestimmten  Punkt  beliebig 
wählen;  sie  bleiben  dann  richtig,  wenn  man  von  diesem  Punkt  aus 
beide  Seiten  auf  entsprechenden  Wegen  analgetisch  fortsetzt.  (So 
ändert  z.  B.  die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  nach  §  33,  (3)  ihr 
Vorzeichen,  wenn  man  u  um  2  co^  yermehrt  Eine  solche  Vermehrung 
kommt  aber  dadurch  zu  Stande,  daß 'man  x  den  Periodenweg  Ä 
durchlaufen  läßt;  da  dieser  c^,  nicht  aber  a^  umkreist,  ändert  auch 
die  rechte  Seite  ihr  Zeichen.)  Ist  aber  in  zweien  der  drei  Glei- 
chungen das  Vorzeichen  fixiert,  so  ist  es  mit  Eücksicht  auf  §  30,  (6) 
in  der  dritten  so  zu  wählen,  daß  die  Multiplikation  der  drei  rechten 
Seiten  das  (—  2)  fache  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (14)  yon  §  55 
ergiebt    Führen  wir  nun  die  Thetafunktionen  ein,  so  erhalten  wir: 


/ 


X 


-«1  _    Vfa  -  gt)(gi  -  g»)      ^iW 


«  -  «1  VM«!    -  «o)  («1    -  «»)         ^1  («•) 

oder  wenn  wir  die  Differenzen  der  e  durch  ihre  Ausdrücke  aus  (5) 
ersetzen: 

und  ebenso: 


qx  1  /a;-tto   __  1  ,y      («1  -  «o)  (g,  -  gp)      ^o(p) 

''^  V   x^a^-^yo  („,  ^  „^)(„^  _  „j   •  -^^(^)  • 

Man  kann  diese  Formeln  auch  aus  der  Theorie  der  Theta- 
funktionen ableiten,  ohne  von  den  Funktionen  pu  und  <tu  Gebrauch 
zu  machen.  Man  erhält  zunächst,  indem  man  das  Verhalten  beider 
Seiten  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  Perioden,  sowie  die  Pole 
und  Nullpunkte  vergleicht: 


X  -  ff,  ^    &^{v) 


=  c. 


X  -  ff,  ^i(r) 

Um  die  Eonstante  zu  bestimmen,  kehrt  man  die  Brüche  um, 
differentiiert  beiderseits  nach  v  und  setzt  dann  v  =  0  (also  x  =^  a^); 
man  erhält  unter  Berücksichtigung  von  §  50,  (3): 


—  («1  -  «»)  V7(^  f^i 


Vix  -  ffi)  (x  -  «jj» 
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und  daraus: 

1  ^t  (0)      i/ — -, TT X 

C"  ^  '''i  W)  *  ^''^^'^^  "  "^^^^"^^  ""  ^»^' 
also: 

10)  /T=~«7  ^  ^i^(O)  _!._  .  :^^W  ^ 

l^    X  -  «i         ü),  ^2(0)  Vfl'oCffi  -  «o)  («1  -  «»)     ^i  W  ' 

sowie  zwei  analoge  Formeln.  Diese  Formeln  lassen  sich  weiter 
reduzieren,  wenn  man  in  ihnen  die  ThetanuUwerte  durch  ihre  Aus- 
drücke ersetzt;  man  kann  aber  auch  umgekehrt  Ausdrücke  fftr  die 
Verhältnisse  der  ThetanuUwerte  aus  ihnen  entnehmen.  Setzt  man 
z.  B.  in  der  Formel: 


0 


i?  =  ^T,  A*  =  «0  ^^^  benutzt  die  Formel  (7)  von  §  46,  so  erhält  man: 

sowie  zwei  analoge  Formeln;  jede  derselben  setzt  den  Quotienten 
zweier  ThetanuUwerte  der  vierten  Wurzel  aus  einem  Doppelverhältnis 
der  Verzweigungspunkte  gleich.  —  Setzt  man  in  (10)  direkt  x  =  «fj, 
r  =  0  und  geht  zur  Grenze  über,  so  erhält  man  ebenso: 


^/ro) 


4, 


Aus  diesen  Formeln  kann  man  auch  die  ThetanuUwerte  selbst 
bis  auf  ein  gemeinsames  Vorzeichen  bestimmen,  wenn  man  die 
Gleichung  (4)  von  §  50  zu  Hilfe  nimmt.     Man  erhält  zunächst: 

^,(0)^s(0)^o(0) 


also: 

14)  ,V(0)  =  -^)/Ö 

yn 

und  folglich: 

1 5)  .^  (0)  =  |/^  |/K-«,)(«2-«i)  • 

1 6)  «^  (0)  =  ]/^  l/{«,  -  «0)  («»  -  «1) . 

1 7)  *o (0)  =  j/v  VK-«.)(«c-«i)- 
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Zwei  andere  Metbodeo  zur  Bestimmung  dieser  Thetanollwerte 
werden  wir  in  §  59  und  in  §  83  kennen  lernen. 

Durch  UmkehniTiff  der  Formeh  dieses  Paragraphen  erhält  man  x 
und  y/'(r}  —  und  damit  überhaupt  jede  Funktion  der  Fläche  —  als 
elliptische  Funktionen  I.  Art  von  w  dargestellt  Die  in  §  10  gestellte 
Frage  ist  also  zu  bejalien. 

§  57.    Die  Integrale  II.  und  III.  Gattung  als  Funktionen 
des  Integrals  I.  Gattung. 

Da  wir  die  algebraischen  Funktionen  der  Fläche  als  elliptische 
Funktionen  des  Integrals  I.  Gattung  ausgedrückt  haben,  können  wir 
rlie  Integrale  algebraischer  Funktionen,  die  wir  im  ersten  Abschnitt 
summarisch  untersucht  haben,  in  Integrale  elliptischer  Funktionen 
überführen.  Für  die  letzteren  haben  wir  in  §  24  (7)  einen  all- 
gemeinen Ausdruck  kennen  gelernt;  wir  müssen  jetzt  die  einzelnen 
Bestandteile  desselben  als  Fnnktionen  der  oberen  Grenze  x  des 
Integrals  untersuchen. 

Die  Summe: 

1)  '-',+i;j-iJ..;'i«-».)+  ••■  +(-i)'--'ji^p"--"(«-».)i 

ist  eine  auf  der  Fläche  eindeutige  algebraische  Funktion  von  x. 

Cj  u  ist  ein  Integral  erster  Gattung. 

Die  Terrae; 
2)  :{H-a;^=-Jp{H-a^.lu 

stellen  Integrale  zweiter  Gattung  vor;  und  zwar  sogen.  Elementar- 
integrale  zweiter  Gattung,  d.  h.  solche,  die  nur  in  einem  Punkte  dtT 
Flache,  in  diesem  nur  von  der  ersten  Ordnung  und  mit  dem  Re- 
siduum 1  unendlich  groß  werden.  Zufolge  g  55,  (8)  läßt  sich  ein 
solches  Elementarintegral,  dessen  Po!  im  Punkte  z ,  y/'(=')  Hegt, 
folgendermaßen  darstellen: 


-/^ 


*•)  +  V7w  Vfi'^')  J^ . 


-Jedes  andere  Elementarintegral  U.  Gattung  mit  demselben  Pol 
entsteht  aus  diesem  durch  Addition  des  mit  irgend  einer  Konstanten 
multiplizierten  Integrals  I.  Gattung;  denn  die  Difl'erenz  zweier 
Elementarintegrale  I.  Gattung  mit  demselben  Pol  wird  nirgends  mehr 
unendlich.     Unter  allen  diesen  Elementarintegralen  II.  Gattung  kann 
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das  durch  die  Formel  (8)  dargestellte  als  y/ügebrauch  normkrte$ 
ßlementarintegraV*  herausgehoben  werden.  Andererseits  kann  mai 
aber  auch  den  konstanten  Faktor  des  zutretenden  Integrals  I.  Gattung 
so  wählen  y  daB  eine  Periode  des  Elementarintegrals  H.  Gattung 
z.  B.  die  erste,  gleich  Null  wird;  man  erhält  dann  ein  f^ansscendoA 
normiertes  Elementarintegral  IL  Gattung^^: 

(wenn  ?i  =  2  w^  v,     a-=^2ca^a  gesetzt  wird). 

Die  Darstellung  dieser  normierten  Elementarintegrale  als  Funk- 
tionen von  u  zeigt,  daB  von  ihnen  der  Satz  gilt: 

1.  Die  Perioden  sowohl  des  algebraisch^  als  des  transscendeni  not' 
mierten  Elementarintegrals  IL  Gattung  sind  von  der  Lage  des  Pols 
unabhängig. 

Daraus  folgt  dann  weiter^  daß  die  Differenz  zweier  solcher  in 
derselben  Weise  normierter  Elementarintegrale  I.  Gattung  mit  ver- 
schiedenen Polen,  Tj',  Zg',  aber  derselben  oberen  Grenze,  als  Funktion 
dieser  oberen  Grenze  betrachtet^  eine  auf  der  unzerschnittenen 
Fläche  F  eindeutige  Funktion,  also  (§  4,  V)  eine  rationale  Funktion 

von  .r  und  V/X^)  ist.  Den  expliciten  Ausdruck  dieser  E^uiktion  er- 
hält man  aus  der  Gleichung  (vgl.  §  23,  4): 

r>)      ^(m  —  aA  —  ^(w  —  a^)  =  ^(a,  —  a.)  —  \  — ^ — ^ -?f , 

wenn  man  in  ihr  die  Funktionen  p  und  p  durch  ihre  Ausdrücke 
(?{  55,  8  und  12)  ersetzt ^ 

Was  endlich  die  Tenne  betrifft: 

n 

^Ayi\oga[u  -a% 

80  lassen  sie  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  §  24,  (4)  nm- 
fornion  in: 

V.^.ilog- ^. 

Kine  Funktion  der  Form: 

^  Natürlich  kAiui  man  auch  damit  beginnen,  daß  man  die  der  Gleichnng  [h'i 
ont^proohondo  algebraische  Identität  auf  algebraischem  Wege  ableitet,  imd  dann 
aus  ihr  rüokwjCrt^  den  Satz  I  erschließen. 
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ist  als  Funktion  auf  der  Fläche  F  betrachtet,  auch  auf  der  durch 
die  Kückkehrschnitte  A  und  B  einfach  zusammenhängend  gemachten 
Fläche  F  nicht  eindeutig,  sondern  erst  auf  einer  Fläche  F',  die 
entsteht,  wenn  man  vom  Schnittpunkt  von  A  und  H  noch  Einschnitte 
nach  denjenigen  Punkten  x,  tf  der  Fläche  legt,  die  bezw.  den  Argu- 
mentwerten a,  b  zugehören.  Bei  Überschreitung  eines  dieser  Ein- 
Bcbnitte,  oder  eines  der  Rückkehrachnitte  vermehrt  sich  die  Funk- 
tion (6)  um  Konstante.  Sie  ist  also  zufolge  §  Ü,  IX  nnd  XI  ein 
Integral  III.  Gattung,  und  zwar  nennen  vrir  sie  ein  ElemeTitarhüe^al 
III.  Gattung,  sofern  sie  keine  algebraischen  nnd  nur  zwei  logarith- 
mischa  Unstetigkeitapunkte  und  in  diesen  die  logarithmi sehen  Ee- 
sidua  +  1  und  —  1  hat.  Jedes  andere  Elementarintegral  HI.  Gattung 
mit  demselben  Pol  entsteht  aus  ihm  durch  Addition  des  mit  irgend 
einer  Konstanten  multiplizierten  Integrals  I.  Gattung;  unter  ihnen 
(dien  kann  das  in  der  Fonn  (6)  darstellbare  aJs  algebraisch  normiert 
hervorgehoben  werden.  Andererseits  kann  man  auch  den  konstanten 
Faktor  des  zutretenden  Integrals  I.  Gattung  so  wählen,  daß  der 
Periodicitatsmodnl  an  A  gleich  Null  wird;  man  erhält  dann  das 
tratusfendent  normierte  Elemeu tarintegral  HI.  Gattung: 


log 


,lu-bj^ 


■  (« 


-fi)(« 


-  *}  =  log 


Wir  können  also  aus  dem  Satze  von  §  24  Über  elliptiBche 
Funktionen  mit  Hilfe  des  ümkehrtheorems  den  folgenden  Satz  über 
elliptische  Integrale  ableiten: 

II.  Jedes  elliptische  Integral  läßt  sich  darstellen  als  Summp  ans: 
einer  algebraischen  Funktion  der  Fläche; 
einem  Integral  I.  Gattung; 

einem    mit    einer   Konstanten    multiplizierten    Elementarintegral 
IL   Gattung,  dessen  Pol  beliebig  gewählt  werden  kann; 
und  einer  Amahl  von  mit  Konstanten  multiplizierten  Elementar- 
integralen III.   Gattung. 


§  58.    Übertragung  der  Sätze  von  Liouville  und  Hermite 

auf  die   RiEMANN'sche  Flacher   das   AsEL'sche  Theorem   und   der 

RiEMANN-RocH'sche  Satz. 

Auf  Gmnd  der  Resultate  der  vorhergehenden  Paragraphen  nnd 
des  Satzes  V  von  §  7  können  wir  die  Sätze,  die  wir  über  elliptische 
L  Funktionen  kenneu   gelernt  haben,  auf  rationale  Funktionen   einer 
y^teln  z   nnd    der  Quadratwurzel   aus  einer  ganzen  Fm 


144  Das  Umkehrproblem. 


dritten  oder  Tierten  Grades  von  z  übertragen.  Wir  erhalten  dabei 
zum  Teil  frühere  Sätze  wieder;  so  ist  z.  B.  §  IS,  I  äquiTalent  mit 
§  5,  VI;  §  14,  V  mit  §  5,  HI;  §  15,  H  mit  §  5,  V.  Außerdem 
erhalten  wir  aber  auch  noch  andere,  für  uns  neue  Sätze.  So  liefert 
§  14,  \T  den  im  ersten  Abschnitt  wenigstens  nicht*  ausdrücklich 
ausgesprochenen  Satz: 

I.  J:s  giebt  keine  rationale  Funktion  von  z  und  e,  die  nur  m  emem 
Funkte  der  Fläche  und  in  ihm  nur  von  der  ersten  Ordnung  unendSek 
groß  würde. 

Die  Sätze  von  §  16  und  §  22  geben,  wenn  man  mit  u{x)  den 
Wert  des  Integrals  I.  Gattung  bezeichnet,  dessen  obere  Grenze  x  ist, 
folgende  Formulierung: 

IL  Wenn  jt^,  x^  .  ,  .  x^  die  Nullpunkte,  g^,  y«  •  •  •  y«  ^  ^^^  ^*"^ 
Funktion  der  Fläche  sirid,  so  ist: 

1)      u{x^)  +  u{x^)  +  .  .  .  +  u{x^)  ZI  u{g^)  +  u{g^)  +  .  .  .  +  ti(yj 

(modd.  Per.); 

und  umgekekrt,  wenn  eine  solche  Delation  besteht^  existiert  eine  Fitnktion 
der  Fläche,  die  in  den  Punkten  x  ujid  nur  in  diesen  NuUj  und  in  dem 
Punkten  g  und  nur  in  diesen  unendlich  wird. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  ist  ein  sehr  spezieller  Fall  des 
großen,  auf  beliebige  algebraische  Irrationalitäten  sich  beziehenden 
Theorems,  das  den  Namen  seines  Entdeckers  N.  H.  Abbl  trägt. 

Zwei  Punktaggregate  (ar^  .  .  .  xj  und  [g^  . .  yj,  die  durch  die 
Relation  (1)  verbunden  sind,  nennt  man  j,äquivalent^  oder  ,,corresidu€U^. 

Man  kann  in  dem  Satze  II  statt  Null  und  Unendlich  zwei  be- 
liebige andere  konstante  Werte  a,  b  setzen.  Denn  wenn  eine 
Funktion  ifj  in  den  Punkten  x  den  Wert  a,  in  den  Punkten  y  den 
Wert  b  annimmt,  so  wird: 

xp  —  b 

in  den  ersteren  Null,  in  den  letzteren  unendlich;  und  umgekehrt 
Setzt  man: 

X 

J»   dx 
-_- =  u, 

y 
so  kann  man  Gleichung  (1)  auch  so  schreiben: 

2  "«i  vi^-^    (modd.  Per.) 


9\  , ,^ 
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Übrigeus  ist  wesentlich,  daß  die  Gültigkeit  des  Satzes  11  keines- 
wegs auf  einfache  Nullpunkte  und  Pole  beschränkt  ist;  es  ist  nur 
jeder  mehrfache  Nullpunkt  oder  Pol  so  oft  unter  die  x,  bezw.  diey 
aufzunehmen,  als  seine  Ordnungszahl  angiebt. 

Einen  weiteren  fundamentalen  Satz  über  rationale  Funktionen 
von  z  und  s  erhalten  wir  aus  dem  HERMiTEschen  Satz  §  43.  Dazu 
müssen  wir  zunächst  diesen  letzteren  auf  elliptische  Funktionen  über- 
tragen, indem  wir  mit  einer  der  gleichändrigen  JACOBischen  Funk- 
tionen dividieren;  wir  erhalten  dann  den  Satz: 

III.  Alle  elliptischen  Funktionen  desselben  Periodenparallelogramms ^ 
die  nirgendwo  sonst  als  in  gegebenen  Punkten  und  in  diesen  nicht  von 
höherer  als  je  einer  gegebenen  Ordnungszahl  unendlich  werden,  lassen 
sich  linear  und  homogen  durch  so  viele  voneinander  linear  unabhängige 
solche  Funktionen  ausdrücken,  als  die  Summe  der  gegebenen  Ordnungs- 
zahlen beträgt. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  aus  der  Gleichung  (6)  von  §  24 
ablesen,  wenn  man  beachtet,  daß  die  in  ihr  auftretenden  Konstanten 
durch  keine  andere  Bedingung  als  die  Gleichung  (4)  daselbst  in 
ihrer  Willkürlichkeit  eingeschränkt  sind. 

Weiter  erhalten  wir  aus  IIl: 

IV.  einen  ganz  ebenso  lautenden  Satz  über  rationale  Funktionen 
von  z  und  s.  Auch  dieser  Satz  ist  ein  sehr  spezieller  Fall  eines 
allgemeinen,  auf  beliebige  algebraische  Irrationalitäten  bezüglichen, 
der  als  RiEMANN-RocHScher  Satz  bezeichnet  zu  werden  pflegt. 

Man  beachte,  daß  auch  die  Konstanten  mit  zu  denjenigen  Funk- 
tionen zu  zählen  sind,  von  denen  in  diesen  Sätzen  IQ  und  IV  die 
Rede  ist. 

§  59.    Bestimmung  der  Thetanullwerte 
unter  Benutzung  von  Integralen  II.  Gattung. 

Auf  Grund  der  Entwicklungen  der  letzten  Paragraphen  erhält 
man  eine  direkte  Bestimmung  der  Thetanullwerte  selbst  (nicht  bloß 
ihrer  Quotienten)  durch  folgende  Überlegungen.  Halten  wir  drei 
von  den  Verzweigungspunkten,  sowie  die  Grenzen  eines  Integrals 
I.  Gattung  fest,  so  ist  es  noch  abhängig  von  dem  vierten  Verzwei- 
gungspunkt. Solange  der  Integrationsweg  diesen  nicht  berührt, 
dürfen  wir  die  Differentiation  nach  ihm  unter  dem  Integralzeichen 
ausführen;  wir  erhalten  dann: 

X 
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Dieses  Integral  ist  ein  Integral  zweiter  QaUung,  dessen  Pol  in 
a^  liegt  und  das  dort  unendlich  wird  wie: 


vre«»)    v*-«i 

Andererseits  ist  nach  §  57,  (4)  0'^'(v)l&^{v)  ebenfalls  ein  Int^nJ 

2 


IL  Grattung,  dessen  Pol  in   r  =     -— ,  d.  h.  in  a:  =  a,  liegt,  und  das 


dort  unendlich  wird  wie: 
d.  h.  nach  §  7,  (12)  wie: 

—  -■■    — — —    —    -   ■  ■  • 
1    *    -    «3 

Also  ist: 

ein  Integral  erster  Gattung;  seine  Periode  an  A  ist  = 


es  kann  sich  also  von 


nur  um  eine  additive  Konstante  unterscheiden.  Diese  muß  Null 
sein,  wenn  wir  die  untere  Grenze  der  Integrale  übereinstimmend 
nach  X  =  a^  (entsprechend  r  =  0)  verlegen;  wir  erhalten  somit  die 
Gleichung: 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  einerseits  durch  Bestimmung 
der  Perioden  am  Querschnitt  Bi 

-  2  ^  .•  +  2  0,,  i^r  («,)  =  2  «3  l^-t/- («3) 

oder: 

qv  dt    __  ni i__. 

andererseits  durch  abermalige  DiflFerentiation  nach  x: 
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aMog^,(r)  1 ^    ^  rW ^  dio,   TK) 

ö  r«         '  2  wi  l//-(x)         •  ^  2  (X  -  a,)  }//-(a!)         d  a,  y/-(x) 
oder: 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  v  =  0  und  berücksichtigt,   daB 
,^3'(0)  =  0  ist,  so  erhält  man: 

^t(O)  «1  —  «s  1  öaj  '     ^   »'' 

oder  wegen  §  42,  (12): 

5)  ^6*.  =  m|__5?l!_  +  2«,4^l. 

Hier  können  wir  vermöge  der  Gleichung  (3)  die  Differentiation 
nach  T  durch  eine  solche  nach  a^  ersetzen;  wir  erhalten: 

d  log  &i  1  l     d  (Ol 

d  «9  4 (a,  —  Ol)         2  0)1     da, 

also  durch  Integration: 

6)  ^^8  =  ^1}^  V^^^. 

Dabei  bedeutet  c^  eine  Ton  a^  unabhängige  Größe,  die  aber  noch 
von  den  übrigen  Verzweigungspimkten  abhängt.  Um  sie  zu  be- 
stimmen, beachten  wir,  daß  wir  auf  demselben  Wege  wie  die  Glei- 
chung (3)  auch  die  beiden  folgenden  Gleichungen  erhalten  können: 

p..  dl    ni        1  ÖT   ni  1 

Ebenso    stellen    wir    der   Gleichung  (4)   die   beiden   folgenden 
zur  Seite: 

9)  ÜM|lW  ^  _  Vi:>,I  +  2  «.  I^r  K). 

'  dv^  *  —  of,  1   Otto 

Setzen   wir   in   Gleichung   (8)   v  ==  ^    und   benutzen   die   erste 
Gleichung  (7),  so  erhalten  wir: 


aiog^a 1  . l_  dfOi 


10 
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also: 

10)  '^3  =  sy^V«o-^; 

setzen  wir  in  Gleichung  (9)  v  =  !| ,  und  benutzen  die   zweite  Glei- 
chung  (7),  so  erhalten  wir: 

ölog^,  __         1  1     dö>i 

also : 

—     4  .— 


11)  iV^3  =  C3]/a>j   yc^o  -  oTa- 

Etwas  umständlicher  ist  es,  die  Abhängigkeit  des  Thetanull- 
werts  von  dem  Verzweigungspunkt  cc^  festzustellen,  da  die  Differen- 
tiation von  u  nach  a^  nicht  ohne  weiteres  unter  dem  Zeichen  voll- 
zogen werden  kann.  Wir  können  diese  Schwierigkeit  durch  folgende 
Überlegungen  umgehen: 

Das  Integral 

X 

/dx 
V^O  (-    -    «üH^   -   «l)(*   -   «2)(v   -   «s) 


Ol 


geht  durch  die  Substitution  J  =  Ä  z  über  in : 


^^  ^  ^  r d} 

J  y «0  \i  -  ^  "o)  U  -  ^  «i)  U'  -  ^  «sKC  -  A  ttg) 


h  a\ 


Wenn  wir  also  an  Stelle  der  Verzweigungspunkte  a^  die  Werte 
ic^^La^  treten  lassen,  so  erhalten  wir  Perioden  2©,  die  mit  den 
zu  den  u^  gehörenden  Perioden  durch  die  Gleichungen: 

2  w  =  /. .  2  ct> 

verbunden  sind.  Das  Periodenverhältnis  und  somit  auch  die  Theta- 
nullwerte  ändern  sich  hierbei  nicht  Wenn  wir  also  die  Gleichungen 
(6),  (10)  und  (11)  zu  der  einen  zusammenfassen: 

in  dev  6'  höchstens  noch  von  a^  und  a^  abhängen  kann,  und  dann 
).u^  für  u^  einführen,  so  sehen  wir:  C  darf  sich  dabei  nicht  ändern, 
kann  also  von  a^  nicht  abhängen. 

Was  endlich  die  Abhängigkeit  voa  \a^  betrifft,  so  sieht  man: 
wenn  man  a^  durch  "ka^  ersetzt,  hat  man  to^   durch  /. -Vtcö^  zu  er- 
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setzen,  während  &^   sich  nicht   ändert;    C  muß  also  mit  y«^  pro- 
portional sein.     So  erhält  man  schließlich  die  Formel: 


12)  t^g  =  Cfw,  ysK-«,)(«3  -  a,), 

in  der  C  eine  rein  numerische  Konstante  bedeutet,  auf  deren  Be- 
stimmung wir  später  noch  zurückkommen  müssen. 


§  60.    Nähere  Untersuchung  des  Elementarintegrals  III.  Gattung. 

Als  „Elementarintegral  III.  Gattung**  hatten  wir  in   §  57  die 
Funktion : 

1^«  fr(u  -  ä) 

bezeichnet.     Soll  die  Integration  zwischen  zwei  bestimmten  Grenzen 
Uq,  Wj  vollzogen  werden,  so  erhalten  wir: 


«1 


'»8  Jt^  -  '»e^S^!  =/[»■(«  -  -)  -  £(»  -  ')]•"" 


«* 


oder   wenn    wir  Gleichung  (2)  von  §  19  benutzen,  die  Darstellung 
des  Elementarintegrals  IIL  Gattung  in   Gestalt  eines  Doppelintegrals: 

1)  \     \  P[^  "  v)dvdu. 


ih     a 


Aus  dieser  Darstellung  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Satz  von 
der  Vertauschbarkeit  der  Grenzen  Uq,  «j  und  der  ,jParameter'^  a,  b.  von 
dem  in  älteren  Darstellungen  der  Theorie  viel  die  Rede  ist. 

Dagegen  bedarf  eine  andere  Frage  eingehende  Untersuchung: 
nämlich  die  Frage  nach  dem  Werte,  der  dem  Logarithmus  beizu- 
legen ist,  wenn  die  Integrationswege  von  a  nach  b  und  von  u^  nach 
2/j  vorgeschrieben  sind.  Zu  diesem  Zweck  untersuchen  wir  zunächst 
dieselbe  Frage  für  das  einfachere  Doppelintegral: 


Z       X' 


^>        //f-4;.->«8|^ 


dx'dx         1 {x-  af){y  -  yQ 

l/){y-  x') 


y    y 


Wir  nehmen  zuerst  an,  es  sei  eine  bestimmte  Reihenfolge  für 
die  Integrationen  vorgeschrieben:  die  innere,  auf  z'  bezügliche  sei 
zuerst  auszuft\hren.     Dniin  tliut  es  der  Alli:i*iiieinheit  keinen  F^*  " 
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wenn  wir  annehmen,  diese  Integration  geschehe  auf  geradem,  Wege, 
denn  ihr  Resultat  ist  die  eindeutige  Funktion: 


also  vom  Integrationsweg  ganz  unabhängig.  Aus  den  Entwicklungen 
von  I,  §  54 — 56  geht  dann  hervor: 

I.  Kür  log^—---^  kann  unbeschadet  der  Allgemeinheit  der  Haxpt" 

wert  des  Logarithmus  genommen  werden.  Schneidet  dann  der  Inte- 
grationsweg  der  Argumente  die  gerade  Verbindung slinie  der  Parameter 
k  mal  öfter  von  links  nach  rechts  als  von  rechts  nach  Unks,  so  ist  für 

loa r  der  ä'*  fVert  zu  nehmen. 

-^  X  -  y 

Dabei  ist  der  positive  Sinn  des  Integrationsweges  der  Parameter 
von  y  nach  x  genommen.  Um  auf  das  in  I,  §  56  behandelte  In- 
tegral zu  kommen,  muß  man  y  =  oo,  x'  =  0  setzen;  dort  war  aber 
der  positive  Sinn  des  Einschnitts  von  0  nach  oo  genommen.  Infolge- 
dessen ist  hier  links  und  rechts  gegen  dort  vertauscht 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  wie  der  Satz  von  der  Vertauschung, 
der  zunächst  nur  gilt,  wenn  die  Integrationswege  sich  nicht  schneiden, 
zu  modifizieren  ist,  wenn  das  eintritt  Nehmen  vrir  z.  B.  an,  die 
beiden  Integrationswege  seien  geradlinig  und  {g  . .  .  x)  überschreite 

den  Weg  (y  .  .  .  .r')  von  rechts  nach  links,  so 
überschreitet  (y' .  .  .  x)  den  Weg  {y  .  . .  x)  von 
links  nach  rechts.  Integrieren  wir  zuerst  nach  z 
HO-'  und  dann  nach  z,  so  erhalten  vrir  einen  Wert, 
dessen  imaginärer  Bestandteil  zwischen  —2ni 
und  0  liegt;  integrieren  wir  zuerst  nach  z  und 
Fig.  27.  dann  nach  z\  so  erhalten  wir  einen  Wert,  dessen 

imaginärer  Bestandteil  zwischen  0  und  2ni  liegt 
Der  letztere  Wert  ist  um  2  7ti  größer  als  der  erstere.  Es  gilt  also 
der  Lehrsatz: 

II.  ff'^enji  der  Integrationsweg  der  Argumente  den  der  Parameter 
von  rechts  nach  links  überschreitetj  liefert  Vertauschung  der  Argumente 
mit  den  Parametern  einen  um  2iti  größeren   Wert. 

Die  Gültigkeit  dieses  Satzes  ist  unabhängig  von  der  bei  seinem 
Beweise  gemachten  Voraussetzung,  daß  die  Integrationswege  gerad- 
linig seien.  Denn  auf  die  Änderung  des  Wertes  bei  Vertauschnng 
der  Integrationsreihenfolge  hat  nur  die  Umgebung  des  Schnittpunktes 
Einfluß. 
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Diesen  Satz  müssen  wir  nun   auf  unser  Integral  Q  anwenden. 
Wir  schreiben  es  zunächst  in  der  Form: 


U^     b  Uj 


^^  J  J(u-»)'"*"?J  J    {  (u-r-tr)»        «.«I 


10 

Uo    a  Vq  a 


und  lesen  daraus  folgende  Regel  ab: 

m.  Wenn  ein  Integrationsweg  der  Parameter  von  a  bis  b  vor- 
geschrieben ist,  so  verbinde  man  jeden  Punkt  a  +  w  mit  dem  ent- 
sprechenden Punkt  b  +  w  durch  einen  dazu  parallelen  Weg  und  zähle 
für  jede  dieser  Linien  ah,  wie  oft  sie  der  Integrationsweg  des  Arguments 
von  rechts  nach  links  und  wie  oft  er  sie  von  links  nach  rechts  über- 
schreitet Ist  die  Summe  der  ersteren  Zahlen  =  k^,  die  der  letzteren 
=  A3,  so  giebt  Vertauschung  der  Argumente  und  der  Parameter  einen 
um  (k^  —  k^2  7ii  größeren  Wert. 

3iit  Hilfe  dieses  Satzes  können  wir  nun  insbesondere  die 
Perioden  der  Funktion  Q  bestimmen,  d.  h.  die  Werte,  um  die  sie 
sich  vermehrt,  wenn  man  u^  um  irgend  eine  Periode  2(o  vermehrt 
also  die  Werte  der  auf  geradem  Wege  genommenen  Integrale: 

Mo  +  2a> 

[i:(u-a)-C(M-*)]^i£. 


ß 


«0 

Nach  ni  können  wir  dafür  setzen: 

a 

•*)  /[?K  +  2«  -  r)  -  CK  -  «^)]^''  +  2»^«'. 

h 

Das  Integral  hat  den  Wert: 

a 

5)  r2iyrfü  =  27;(a-*); 

b 

die  ganze  Zahl  n  bestimmt  sich  folgendermaßen:  Man  verbinde 
zunächst  jeden  zu  u^  äquivalenten  Punkt  mit  dem  entsprechenden 
Punkt  Uq  +  2g)  durch  eine  gerade  Linie. 
Wir  wollen  nun  zunächst  annehmen,  2  (o 
sei  eine  primitive  Periode;  dann  werden 
alle  diese  Strecken  sich  schlicht  neben- 
einander legen  und  zusammen  die  sämt- 
lichen zu  (0  .  . .  2  ö>)  parallelen  Geraden 
einfach  und  lückenlos  überdecken,  auf 
denen  zu  u^  äquivalente  Punkte  liegen. 
Die  Zahl  n  in  (4)  giebt  an,  wie  oft  die  /;,         ^*^'  ^^- 
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Verbindimgslime  von  b  nach  a  diese  Greraden  von  links  nach  rechts 
überschreitet,  vennindert  um  die  Anzahl  der  überschreitimgen  too 
rechts  nach  links. 

Man  sieht,  daß  diese  Zahl  unabhängig  davon  ist,  wie  der  die 
Punkte  a  und  b  verbindende  Weg  gewählt  wird. 

Ist  aber  2  o)  keine  primitive  Periode,  sondern  etwa  das  m-fache 
einer  solchen,  so  bedecken  jene  Strecken  die  genannten  Geraden 
überall  m-tach.  Dann  ist  jeder  Schnittpunkt  bei  Bestimmung  der 
Zahl  wi-tach  zu  zählen. 

Setzt  man  in  Satz  III  speziell: 

?/j  =  —  Mj^  =  ö), ,        ^  =  —  a  =  ö>3  • 

so  liefert  er: 

d.  h.  die  LEGENDREsche  Relation.  Umgekehrt  kann  aus  diesem 
speziellen  Falle  der  allgemeine  Satz  III  hergeleitet  werden,  wenn 
man  beachtet,  daß  das  Doppelintegral  eine  stetige  Funktion  sowohl 
von  Uq  als  von  b  ist,  solange  keiner  dieser  beiden  Punkte  den  In- 
tegrationsweg des  andern  triftt. 

§  61.    Erweiterte  Formulierung  des  Umicehrproblems. 

Man  kann  das  Umkehrproblem  auch  noch  in  einem  weiteren 
Sinne  fassen,  als  es  bisher  geschehen  ist.  Statt  die  Variable  u  einem 
einzigen  Integral  I.  Gattung  der  Fläche  gleichzusetzen,  kann  man 
sie  auch  (in  Erinnerung  an  das  AsELsche  Theorem)  einer  Summe 
solcher  Integrale  gleichsetzen: 

kTiJ  1/U) 

und  sich  die  Aufgabe  stellen,  Funktionen  der  2n  Flächenpunkte  x 
und  y  als  elliptische  Funktionen  von  u  darzustellen.  Natürlich  wird 
das  nicht  mit  behebigen  Funktionen  dieser  Punkte  möglich  sein. 
sondern  nur  mit  solchen,  welche  ungeändert  bleiben,  wenn  man  an 
Stelle  der  .r.  y  ein  anderes  Punktsystem  der  |,  ;^  setzt,  das  den- 
selben Wert  von  ?/  liefert  (bezw.  einen  moduUs  Perioden  kongruenten). 
Die  Bedingung: 

±  r-=  -  ±  f'-- 
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kann  auch  ersetzt  werden  durch: 

2)  2j+2r  =  0; 

sie  bedingt  also  nach  dem  AsELSchen  Theorem,  daß  eine  rationale 
Funktion  eines  Punktes  x  existiert,  die  in  den  Punkten  y^  und  ^^ 
unendlich,  in  den  Punkten  x^  und  i]^  Null  wird. 

Diese  Bedingung  erlaubt  nun  noch  eine  Umformung,  durch  die 
die  weitere  Behandlung  des  Problems  sehr  vereinfacht  wird.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  allgemein  mit  y  den  zu  y  konjugierten  Punkt 
der  Fläche,  d.  h.  denjenigen,  der  über  oder  unter  y  im  andern  Blatt 
der  Fläche  liegt,  so  ist: 


V 


/--/^ 


Ol  a, 

also: 


die  Kongruenz  (2)  kann  daher  auch  ersetzt  werden  durch: 

Ia  "^k 

mit  andern  Worten,  es  muß  eine  rationale  Funktion  eines  Punktes  x 
der  Fläche  existieren,  die  in  den  Punkten  Xj.  und  y^^  unendlich,  in  den 
Punkten  ^^  und  Ijj.  Null  wird. 

Für  spezielle  Werte  von  u  können  wir  nun   angeben,  wie  die 
Xj.  und  yj^  beschaffen  sein  müssen,  wenn: 

'fc        yk 


5I/-/I-« 


a,  «, 


werden  soll;  nämlich  für  die  halben  Perioden.  Soll  m  =  0  werden, 
so  muß  eine  Funktion  der  Fläche  existieren,  die  in  den  Punkten 
:r^  und  ^fc  je  von  der  ersten  Ordnung  0  und  in  dem  Punkte  cfj  von 
der  2n**°  Ordnung  oc  wird.  Eine  solche  Funktion  muß  die  Form 
haben: 
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9n  ^^:^_Jn^-tj^  V/(X) 

unter  g^{x),  ^„_2W  rationale  ganze  Funktionen  von  x  der  an- 
gegebenen Grade  verstanden.  Soll  der  Zähler  in  den  2  it  gegebenen 
Punkten  Null  werden  können,  so  muß  eine  Determinante  Null  sein, 
von  deren  Zeilen  wir  zwei  anschreiben: 


Soll  M  LE  a>j,  also  nach  §  56,  (1) 


=  0. 


-/ 


(2» 


irw 


a, 


werden,  so  schließt  man  ebenso:  es  muß  eine  Funktion  der  Fläche 
existieren,  die  in  Xj,,  y^,  a^  je  von  der  ersten  Ordnung  0,  in  a^  von 
der  (2n+  1)  Ordnung  unendlich  wird.  Eine  solche  Funktion  muß 
die  Form  haben: 


{X  -  rti)n+l 

und  der  Zähler  muß  in  f^j,  £^2»  ^^^  ^k  ^^^  ^®°  Vk  ^^  werden. 
Diese  Bedingung  läßt  noch  einen  etwas  einfacheren*  Ausdruck  zu, 
wenn  man  f\x)  in  zwei  Faktoren  zweiten  Grades,  (p{x)  und  tp{x) 
spaltet,  sodaß: 

5x      I  ?  W  =  «Ol  (^  -  «i)(^  -  ^2)y  V^i-^)  =  «02  (^  -  «^o)(^  -  ^b)> 

I  «Ol  «02  =  «0 

wird;  sie  lautet  dann:  es  muß  eine  Funktion  der  Form: 

6)  ff„-x  W  1^  (i)  +  ff'n-l  W  VV'!^ 

existieren,  unter  g^—i  ^^^  i/n-i  rationale  ganze  Funktionen  des 
Grades  (n  —  1)  verstanden,  die  in  den  Punkten  Xj^  und  y^^  Null  wird; 
es  muß  also  die  Determinante: 


!  y/'-' Vy^(y7)  •  •  •  Vvl^)  -  ^i'-'V^W  •  •  •  -  Vv^y^ 

Null  sein.    Von  den  beiden  Quadratwurzeln  yy{^,  ]A/;  (x)  kann  dabei 
der  einen  in  jedem  Flächenpunkt  ein  willkürlicher  ihrer  beiden  Werte 


^  ßl.    Erweiiaie  Fonmtlürung  des  Umkehrjnvötems. 


155 


gelegt  werden;  der  andern  ist  dann  ein  solcher  Wert  beizulegen. 

I  das  Produkt  aus  diesen  beiden  Werten  gerade  den  zn  diesem 
Flächenpunkt  gehörenden  Wert  von  !'/'(-'"}  liefert. 

Die  Bedingung  dafür,  daß  u  iz  w^  oder  —  o»,  wird,  erhält  man 
hieraus  durch  Vertauachung  von  a^   mit  tf^,  bezw.  e,,. 

Zu  beachten  ist  übrigens,  daÜ  die  angeführten  Bedingungen  nur 
notwendige,  keine  hinreichenden  sind.  Denn  die  Determinanten 
werden  jedesmal  gleich  Null,  wenn  zwei  der  2«  Punkte  x  ond  ]/ 
zusammenfallen.  Soll  aber  eine  Funktion  von  einer  der  angegebenen 
Formen  existieren ,  die  in  2  n  —  2  Punkten  von  der  ersten  und  in 
einem  Ton  der  zweiten  Orilnuug  Null  wird,  so  ist  dazu  erforderhch, 
daö  eine  Determinante  Null  wird,  die  aus  der  Determinante  (4), 
bezw.  (7)  dadurch  entsteht,  daß  man  alle  Elemente  einer  Zeile  durch 
ihre  Ableitungen  ersetzt. 

Dieser  Übelstand  fällt  weg,  wenn  man  den  Quotienten  zweier 
solcher  Determinanten  bildet.  Ein  solcher  Quotient  erscheint  zwar 
in  der  unbestimmten  Form  0/0,  wenn  zwei  der  2  ri  Punkte  x  und  y 
zusammenfallen;  aber  der  Grenzübergang  läßt  sich  nach  den  Regeln 
der  Differentialrechnung  ausführen  und  liefert  dann  gerade  den 
Quotienten  zweier  solchen  modifiiiierten  Determinanten,  von  denen 
eben  die  Rede  war.  Gleiches  gilt  auch  noch,  wenn  mehr  als  zwei 
der  2n  Punkte  zusammenfallen;  man  bat  dann  Umformungen  vor- 
zunehmen, die  zu  den  in  §  26  vorgenommenen  analog  sind. 

Auch  wenn  einer  der  Punkte  x  oder  y  ins  Unendliche  rückt, 
ündet  Entsprechendes  statt.  Auch  dann  erscheint  der  Quotient  zu- 
nächst in  unbestimmter  Form  (co/cp);  auch  dann  kann  man  den 
Grenzübergang  vollziehen  und  erhält  einen  Quotienten  zweier  modi- 
fizierter Determinanten,  deren  Nullwerden  für  ein  Punktaggregat, 
von  dem  ein  Punkt  im  Unendlichen  liegt,  dieselbe  Bedeutung  hat, 
wie  das  NuUwerdeu  der  Determinante  (4),  bezw.  (7)  für  ein  ganz  im 
Endlichen  gelegenes  Piinktaggregat. 

Der  Quotient  >/  der  Determinanten  (4)  und  (7)  wird  also  nur 
Null,  wenn  u  =  0  und  nur  unendlich,  wenn  u  =  o}^  (modulis  Perioden) 
wird.  Man  kann  folgendermaßen  zeigen,  daß  er  überhaupt  nur  von 
(  abhängt.    Wir  stellen  neben  die  Gleichung  (1)  die  andere: 


■,5/ 


dt 


dann   können   wir  von   den   4  n  Punkten  , 


§.,    »;,  alle  bis  auf 
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zwei  festhalten ;  etwa  jt^  als  unabhängige  Variable,  ^|   als  Funktion 
von  ihr  vermöge  der  Gleichungen  (1)  und  (8)  ansehen.    Der  Qnotieut 


wird  dann  eine  Funktion  des  Flächenpuuktes  x^,  deren  Eigenschalten 
wir  untersuchen  müssen.  Zunächst  ist  nach  §  56  klar,  daß  ^^  eine 
auf  der  Fläche  eindeutige  Funktion  von  x^  ist;  infolgedessen  ist 
auch  der  Quotieut  (9)  eine  solche  Funktion.    Denn  wenn  x^  einen 

auf  der  Fläche  geschlossenen  Weg  beschreibt,  können  zwar  |V(j^i)i 

yt/'(a-j)  möglicherweise  ilire  Vorzeichen  ändern^  aber  immer  nur 
gleichzeitig.  Wir  müssen  nun  die  Pole  dieses  Quotienten  bestimmen. 
Der  Zähler  wird  nur  unendlich,  wenn  die  Punkte  ofj,  c^j,  x^^  y^  die 
Nullpunkte  einer  ganzen  Funktion  q  der  oben  angegebenen  Gestalt 
sind.  Nach  (1)  und  (S)  existiert  aber  eine  Funktion  /'  der  Fläche, 
die  in  den  x^.  und  den  y^.  oo,  den  |^.  und  den  ^^  Null  wird;  das 
Produkt  fq  ist  also  dann  eine  Funktion  der  Fläche,  die  im  End- 
lichen nirgends  unendlich  wird.  Es  existiert  also  dann  eine  ganze 
Funktion  der  Fläche,  die  in  den  |^.,  den  i;^,  u^  und  a^  Null  wird; 
und  der  Nenner  von  (9)  wird  also  stets  gleichzeitig  mit  dem  Zähler 
unendlich.  Durch  ganz  analoge  U])erlegungen  wird  gezeigt,  daß  der 
Zähler  von  (9)  jedesmal  Null  wird,  wenn  der  Nenner  es  wird. 

Nun  müssen  wir  noch  zeigen,  daß  Zähler  und  Nenner  von  (9) 
stets  von  derselben  Ordnung  Null,  bezw.  unendlich  werden.  Dazu 
bemerke  man  zunächst:  wenn 

\    — ~  =  konst. 
.'  l'/(^) 

sein  soll  und  wenn  ^j^^",  x^'''^  irgend  zwei  spezielle  Werte  von  |j. 
bezw.  x^  sind,  so  wird  die  Differenz  ^^  —  ^j'®'  mit  der  Differenz 
.i\  —  j:/'*'  von  derselben  Ordnung  unendlich  klein;  das  folgt  aus 
Satz  V  von  §  7.  Femer  aber:  wenn  bei  Annäherung  von  x^  an  jt^'^'' 
z.  B.  die  Determinante  (4)  von  der  zweiten  Ordnung  Null  wenlen 
sollte,  so  müßte  zugleich  mit  ihr  auch  diejenige  Determinante  Null 
werden,  die  aus  ihr  dadurch  entsteht,  daß  man  alle  Elemente  der 
ersten  Zeile  durch  ihre  ersten  Dift'erentialquotienten  nach  x^  ersetzt 
Man  kann  annehmen,  x^  . ,  .  x^  und  y^ ,  y^  •  •  •  y»  8^^^^^  s^  gewählt, 
daß  das  nicht  eintritt.  Dann  folgt,  daß  Zähler  und  Nenner  von  (9) 
stets  von  derselben  Ordnung  Null,  bezw.  unendlich  werden.  Der 
Quotient  (9)  selbst  ist  also  dann  eine  Funktion  des  Flächenpunktes  :r,. 
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die  nirgends  unendlich  wird,  folglich  nach  §  5,  VI  eine  Konstante. 
Diese  kann  von  1  nicht  verschieden  sein.  Wenn  man  nämlich  die 
Punkte  X.,  y.,  ^^  und  alle  ^.  bis  auf  einen  beliebig  vorschreibt  und 
diesen  so  wählt,  daß  die  |.  und  rj.  zu  den  x^  und  ~  .  äquivalent 
werden,  so  ist 

wo  c  eine  von  x^  unabhängige  Größe  bedeutet.  Da  wir  aber  die  x 
und  y  unbeschadet  des  Wertes  von  q  {x,  yY  beliebig  yertauschen 
dürfen,  so  folgt,  daß  diese  Größe  auch  von  den  übrigen  x  und 
den  y  nicht  abhängen  kann.  Ihr  Wert  ergiebt  sich  als  1,  wenn 
man  die  |  mit  den  x  und  die  y  mit  den  7;  zusammenfallen  läßt. 
Das  Quadrat  der  Funktion  q  hängt  also  nur  ab  von  iz;  und  zwar 
ist  es  eine  elliptische  Funktion  von  m,  deren  Perioden  mit  den 
Periodicitätsmoduln  von  m  identisch  sind.  Aus  der  oben  vor- 
genommenen Bestimmung  der  Null  und  der  Unendlichkeitsstellen 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

/  :r  \  »  c//  Ü(Xy  y)  ^   au 

t 

wo  Cj  eine  von  ?f  unabhängige  Größe  bezeichnet;  und  analoge  Glei- 
chungen erhält  man  für  die  übrigen  Sigmaquotienten. 

Da  alle  elliptischen  Funktionen  sich  durch  die  drei  Sigma- 
quotienten rational  ausdrücken  lassen,  so  folgt: 

Jede  Funktion  beliebig  vieler  Flächenprodukte ,  die  für  alle  äqui- 
valenten Punktsysteme  denselben  Wert  hat^  läßt  sich  rational  durch  die 
vier  Determinanten  JD  attsdrücken. 

Die  sich  hier  anschließende  Frage  nach  der  Beziehung  zwischen 
Da[x,y).  und  (t^u  müssen  wir  beiseite  lassen;  nur  darauf  sei  noch 
hingewiesen,  daß  die  in  §  26  auftretenden  Determinanten  spezielle 
Fälle  der  hier  behandelten  sind. 
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SIEBENTER  ABSCHNITT. 

Reduktion  der  elliptischen  Integrale  L  Gattung 

auf  kanonische  Formen. 

§  62.    Umformung  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  durch 
lineare  Transformation  der  Integrationsvariabein. 

r  Uhren  wir  in  das  elliptische  Integral  I.  Gattung: 

/d% 
—  — 

dx 


/ax  _ 

]''o,  {x  -  n^)  (X  -  aj)  (x  -  ttj)  {X  -  «,) 

durch  die  lineare  gebrochene  Substitution: 

9\  •  «^+<^  y  ÖX"  ß 

eine  neue  Integrationsvariable  ein,  so  hebt  sich  (yf+^"2  aus 
Zähler  und  Nenner  weg  und  wir  erhalten  wieder  ein  Integral  der- 
selben Form: 

a)  u  =  {aö-ßr)C  iS.. 

Die  dabei  auftretende  rationale  ganze  Funktion  vierten  Grades 
hat  den  Wert: 


4) 


wir  sagen  von  ihr:  tf  Q  <jeht  durch  die  lineare  Substitution  (2)  aus 
f'(z)  hervor.  Dabei  ist  aber  wohl  zu  beachten:  die  lineare  Substi- 
tution ist  bestimmt,  wenn  nur  die  Verhältnisse  der  Koeffizienten 
r^,  ß.  ;-,  «y  gegeben  sind,  sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man  diese  vier 
Koeftizienten  gleichzeitig  mit  einem  und  demselben  Faktor  multipliziert 
In  7  (^)  kommen  aber  die  Koeffizienten  selbst  vor;  xoUl  man  sich 
also  der  ertciihnten  Bedeweise  bedienen^  so  muß  man  sich  diese  Koefj/i- 
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zienten  selbst,  nicht  nur  ihre  Verhältnisse,  als  gegeben  denken.  Dann 
kann  man  den  Satz  aussprechen: 

1.  Geht  q>{^  durch  die  lineare  Substitution  (2)  aus  f(z)  hervor j 
so  ist: 

Man  pflegt  nun  zu  definieren: 

n.  Eine  Funktion  der  Koeffizienten  a^  ,  ,  .  a^  von  f  und  der 
Variabein  z,  die  die  Eigenschaft  hat,  daß  zwischen  ihr  und  derselben 
Funktion  der  Koeffizienten  a^  .  .  .  a^  von  (p  und  der  Variabein  t,  die 
Relation  besteht: 

6)  '«/'(?;  <  •  •  •  O  =  (ßf^  -  ßrYv^i^'^  «0  •  •  •  «*)» 

heißt  eine  (relative)  Covariante  von  f  vom  Getcichte  r. 

III.  Eine   Covariante    vom   Gewichte  0  heißt  absolute   Covariante, 
In  dieser  Terminologie  lautet  Satz  I: 

IV.  Das  elliptische  Integral  L  Gattung  ist  eine  Covariante  der 
Grundform  f,  vom  Gewichte  —  L 

Häufig  ist  es  bequemer,  statt  der  Koeffizienten  die  Wurzeln 
von  f  also  die  Verzweigungspunkte,  als  gegeben  zu  betrachten;  man 
muß  aber  zu  ihnen  einen  Koeffizienten,  etwa  a^,  noch  mit  hinzu- 
nehmen, da  durch  sie  allein  zwar  die  Gleichung  /*=  0,  aber  nicht 
die  Funktion  f  selbst  bestimmt  ist.  Der  entsprechende  Koeffizient  a^' 
der  transformierten  Funktion  ist  dann: 

7)  a^ct^  +  Aa^a^y  +  ^a^a^y^  +  Aa^af  '\-  a^y^  =  r^f[~\' 
Ihre  Nullpunkte  sind: 

8)  <==     ^"*"/        (Ä  =  0,1,2,3); 

d.  h.  sie  werden  aus  den  Nullpunkten  der  vorgelegten  Funktion 
durch  dieselbe  Substitution  erhalten,  wie  die  neue  Integrations- 
variable  aus  der  alten.  Aus  I.  §  15,  II  folgt,  daß  man  die  Koeffi- 
zienten der  Substitution  (1)  so  wählen  kann,  daß  von  diesen  Null- 
punkten der  transformierten  Form  drei  beliebig  vorgeschriebene 
Werte  erhalten,  oder  daß  sie  überhaupt  drei  Bedingungen  erfüllen. 
Infolgedessen  kann  man  durch  lineare  Substitution  jedes  vorgelegte 
Integral  auf  eine  „kanonische  Form^^  bringen.  Für  die  Auswahl  einer 
solchen   kanonischen  Form  können  verschiedene  Rücksichten  maß- 
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gebend  sein;  es  ist  nicht  möglich,  eine  Fonn  anzugeben,  die  in 
jeder  Beziehung  den  Vorzug  verdient  Wir  werden  yielmehr  in  den 
drei  nächsten  Paragraphen  drei  verschiedene  solche  Formen  be- 
sprechen. 

§  63.    Die  erste  Normaiform. 

Eine  erste  Normalform  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Koeffizienteii 
der  Substitution  §  62,  (2)  so  wählen^  daß  drei  bestimmte  der  neuen 
Verzweigungspunkte,  etwa  cSq,  a^^  und  «g,  bezw.  nach  oo,  0  und  1 
fallen.  Zufolge  I,  §  15,  IV  und  VII  hat  die  Substitution  dann 
die  Form: 


1) 

oder  umgekehrt: 

2) 


3)  z  -  «. 


-  _  *  -  «1  .  «j  -  «1 


(«1  -  «o)  -  («f  -  «i)  C 

=      ■    ^"i    -   "o)("9    -   «o) 

(«2   -   «o)  -  («f   -   «ij*"    ' 


■t) 


5) 


Z  —  £^,   =  -.- 


(«2  -  «o)  -  («2  -  «iK  *^' 


z  —  e^o  = 


(«2  -  «o)  («1  -  «a) 


2 


K  -  «o)  -  (a«  -  «i)C 


6) 

wenn  nämlich: 


7)  ;.= 


_  («2    -   «o)(«l    -   *H) 


Z    -—    da    =     7-—- .--— . 


(«2   -   «o)  -  K    -   «l)  S 


(1-C), 


(1  -  ^n, 


(«j  —  rt,)(«rt  —  «3) 
(«2  -  «ü)(«i  -  «s) 


"2  -  «1  .    «s  -  «1 


«♦  —  «ft        a«  —  «r 


gesetzt  wird.     Man  hat  dann  (am  bequemsten  aus  (3)): 


8) 

also  schließlich: 


//-  —  K  ~  »o)("t  ~  «o)(«2  •"  "1)  ^^ 


9) 


J  ]/^( 


d* 


>Oo(*   -  «oU*   -   «l)(*   -   «2)(*   -  «t) 


a. 


'^=^  f^ 

\    («f   -   «o)(«8   -    «1)    *^      Vflfo 

0 


rfi 


:(i  -  0(1  -  i;) 
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Das  Vorzeichen  der  vor  dem  Integralzeioben  stehenden  Quadrat- 
wurzel auf  der  rechten  Seite  kann  irillkilrlich  genommen  werden; 
das  der  andern  bestimmt  sich  dann  für  die  Umgebung  eines  Ver- 
zweigungspunktes (z.  B.  2r  =  ^j,  4^=0)  durch  Vergleichung  der 
Anfangsglieder  von  Reihenentwicklungen,  weiterhin  durch  analytische 
Fortsetzung. 

Die  Transformation  in  diese  Normalform  ist  auf  24  verschiedene 
Arten  möglich,  da  man  die  vier  Indices  0,  1,  2,  3  auf  24  Arten 
auf  die  vier  Verzweigungspunkte  verteilen  kann.  Je  vier  dieser 
Arten  geben  aber  nach  I,  §  15,  VILL  immer  denselben  Wert  von  k 
sowohl,  wie  von  dem  vor  dem  Integralzeichen  rechts  auftretenden 
Faktor. 


§  64.    Die  zwette  (WEiERSTRASs'sche)  Normalform. 

Auf  eine  zweite  Normalform  werden  wir  gefllhrt,  wenn  wir  davon 
ausgehen,  daß  die  Funktion 

z 

/  r   dx 
V 


\  J  V/W  I 


nach  §  55,  (11)  eine  lineare  gebrochene  Funktion  von  z  ist     Be- 
zeichnen wir  sie  mit  f,  so  entsprechen 

den  Werten  von  z:      a^      a^      a^      a^j 

bezw.  die  Werte  von  c^:      e^      oo      e^      e^. 

Wir  haben  §  4  bereits  die  Formeln  angegeben,  die  C  durch  z 
ausdrücken,  und  brauchen  ihnen  jetzt  nur  noch  ihre  Auflösung 
nach  z  beizufügen;  wir  erhalten: 

C  -  1  (ffo  «i*  +  2  a»  oti  +  (/,) 


1) 


z  ^cc^  + 


-  «1  + 


Oq  «i*  +  3  «i  «1*  +  3  CTj  otj  +  ffs 


if'M 

Durch  diese  Substitution  geht  das  vorgelegte  Integral  über  in: 
21  '•  <•-• 


"  j 


y4e-c,)(j-r,)(j-f,) 

Auch  die  Transformation  in  diese  Normalform  ist  auf  24  ver- 
schiedene Arten  möglich,  entsprechend  den  24  Permutationen  der 
4   Verzweigungspunkte.     Die    Koeffizienten    der    Normalform    sind 

BuRKHABi>T,   Fonktionen.    II.  H 
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jedoch  symmetrische  Funktionen  der  ea]  daraus  würde  man  zunächst 
schließen,  daß  diese  Eoeffizienten  bei  je  6  Permutationen  der  a  ihre 
Werte  nicht  ändern,  also  nur  je  vier  verschiedene  Werte  haben 
können.  Die  Ausführung  der  Rechnung  (§  55,  18,  19)  hat  jedoch 
für  diese  Koeffizienten  der  Normalform  Werte  ergeben ,  die  sich 
rational  durch  die  Koeffizienten  der  vorgelegten  Form  ausdrücken, 
also  bei  keiner  Vertauschung  der  Wurzeln  derselben  sich  ändern. 

§  65.    Die  dritte  (LEGENDRE'sche)  Normaiform. 

Eine  dritte  Normalform,  die  namentlich  in  den  älteren,  an 
Legendbe,  Abel  und  Jacobi  anschließenden  Arbeiten  fast  aus- 
schließlich benutzt  wurde,  erhält  man,  wenn  man  verlangt,  daß  die 
Verzweigungspunkte  einander  zu  je  zweien  entgegengesetzt  gleich 
sein  sollen.  Man  kann  dann  noch  einem  Verzweigungspiinkt  einen 
beliebigen  Wert  vorschreiben,  etwa  den  Wert  1 ,  sodaß  ein  zweiter 
nach  —  1  fällt;  bezeichnet  man  die  beiden  andern  mit  ±  /ti"^  xmd 
verlangt,  daß 

den  Punkten:      *  =  «^o      ^i  ^a  ^s» 

bezw.  die  Punkte:      «?  =  1      jU""-       —  iw~-       —1 

entsprechen  sollen,  so  erhält  man  folgende  Formeln: 
also : 


2) 


,.,/;^,/«..ti^.-3i^ 


Zu  jedem  der  6  verschiedenen  Werte  von  k  gehören  also  4  ver- 
schiedene Werte  von  jti.  Alle  diese  24  Werte  sind  voneinander  ver- 
schieden; aber  je  vier  von  ihnen  unterscheiden  sich  nur  durch 
Faktoren,  die  Potenzen  von  i  sind.  Jeder  dieser  Werte  läßt  sich 
übrigens  rational  durch  jeden  andern  ausdrücken;  ist  u  irgend  einer 
der  vier  in  der  Formel  (2)  enthaltenen  Werte,  so  sind  die  drei 
andern:  — /i,  ,a""i,  —  fn-K  Ersetzt  man  l  durch  1  —  A,  so  erhält 
man  vier  Werte,  von  denen  einer  ist: 

also  die  drei  andern: 

^  1  +  ."         1  -  "         1  -  /' 

i  -  u  '       i  +  ^M  '  1  •¥  M 
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Ersetzt  man  X  durch     T"    ,  so  erhält  man  die  vier  Werte  ifi, 

—  ifi,   iii''\    -^ifi"^.    Die  12  andern  Werte  sind  nun  leicht  zu 
bilden. 

Jede  lineare  Substitution,  die  einen  dieser  24  Werte  in  einen 
andern  überfuhrt,  muß  sie  notwendig  alle  unter  sich  permutieren; 
und  die  24  linearen  Substitutionen,  die  man  so  erhält  (die  Identität 
mitgerechnet),  müssen  eine  Gruppe  bilden.  Man  erhält  also  hier 
nebenbei  eine  endliche  Gruppe,  die  aus  24  linearen  Substitutionen 
besteht     Sie  f&hrt  den  Namen  der  Okttudergruppe. 

Die  zugehörigen  Substitutionen  der  Integrationsvariabehi  er- 
halten wir  am  bequemsten,  wenn  wir  den  Durchgang  durch  die  erste 
Normalform  nehmen.     Wir  finden: 

1   -  0  •   1   -    C»  -  ^~«  -  |U~«    •    -  /£-*  -   1  ' 

d.  h.: 

^  ^""     2/1»        1-a    '      ^""/i*      l  +  /*«-2r 

und  daraus: 


h 

\  ^xr  ^  \ 2      i-/,«g      -1  +  ^«  1  +  8 

^  ~        1+/**    1-^   -    1  +/*«    1-a' 

also: 


andererseits: 


also  schließlich: 

Wie  aus  den  zu  Beginn  des  Paragraphen  angestellten  Über- 
legungen hervorgeht,  ist  die  Transformation  in  diese  Normalform 
auf  24  verschiedene  Arten  möglich;  aber  die  einzige  unter  dem 
Integralzeichen  vorkommende  Eonstante  ^^  hat  für  je  vier  solche 
Transformationen  denselben  Wert. 

11* 


Gattung 


§  66.    Die  linearen  Traneformationen  einee  elliptiscben  Integrals 

I.  Gattung  in  sich  eelbsi 

In  allen  drei  in  den  letzten  Paragraphen  untersuchten  Fällen 
hat  Hich  herausgestellt;  daß  man  bei  je  vier  verschiedenen  Trans- 
formationen auf  eine  Xormalform  dieselben  Werte  der  in  der 
Nornialform  auftretenden  Konstanten  erhält  Es  muß  also  auf  drei 
v(;rH(*hiodene  Arten  möglich  sein,  ein  in  der  Normalform  vorgelegtes 
nllil)tischcs  Integral  I.  Gattung  durch  Einführung  einer  neuen  Inte- 
^rationsvariabeln,  die  eine  lineare  gebrochene  Funktion  det  gegebenen 
ist,  in  ein  Integral  derselben  Noirmalform  mit  denselben  Konstanten 
übor/uftihren.  Man  könnte  die  Substitutionen,  die  das  leisten,  aus 
den  allgemeinen  B^ormeln  der  vorigen  Paragraphen  zusammensetzen; 
man  bekommt  sie  aber  bequemer  durch  folgende  Überlegungen: 

Der  dritten  Normalform  sieht  man  unmittelbar  an,  daß  sie  durch 
jede  der  drei  Substitutionen: 

»}  J  =  -  5;     h  =  y  )^  '     S  =  -  -.y 

in  ein  Integral  derselben  Form,  mit  demselben  Werte  von  fi*  über- 
l^ofiihrt  wird. 

Kür  (He  erste  Normalform  erhalten  wir  die  betreffenden  Sub- 
stitutionen am  einfachsten,  wenn  wir  davon  ausgehen,  daß  das 
I  )oj)i)elverhültnis  von  vier  Punkten  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
zwei  Mm  den  vier  Punkten  und  gleichzeitig  die  beiden  andern 
Punkte  vertauscht  (I,  §  lö). 

I>ie  Substitution,  die  0       1       /.-^         00 

m  1       0        oc        A-i 

überführt,  lautot : 


-) 

die  Substitution, 

die          0       1       /.-i 

oc 

in        /.  "^    vO?        0 

1 

üborlulirt.  lautet: 

a^ 

Kndlioli  die  Substitution,  die       0       1       k"^       oc 

in     oc    A-i       l  U 
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überführt,  lautet  einfach: 

4)  C'=-K 


5) 


Für  jede  dieser  3  Substitutionen  besteht  die  Gleichung: 
r dj  _^    r        rfr      


(bei  geeigneter  Bestimmung  des  Vorzeichens   der  Quadratwurzeln). 
Ebenso  erhalten  wir  für  die  zweite  Normalform: 


die  öu 

DStiiunon,  aie       oo       e^       e^ 

/a 

in         tfj       oc?      Cg 

^2 

überführt,  lautet: 

6) 

-'  _  .     .    (gf  -  gl)  (gs  -  gl) 

^  =  *^i  +        "  -  _  g 

*     gl 

Dabei  wird: 

(e,  -  ei)ie^  -  e,) 
^  -  gl 

:'-*,  =  («,- ^)  [  1  - 1^]  =  («1 -«,): -^ 


>    ""  ^3  —  v^i  ""  ^s)  ~~ZT  ' 

^  *-'  (gl  ~  gl  ^  (gs  •"  g|)  ^  /«- 

also  auch  hier: 

7)  f ^-^  =  f  ^-  — . 

J  i'4(r  -  e,)(r -  g,)(r -  g,)    J  v  ^c  -  g,)u  -  g,M;  -  gs) 

Die  beiden  andern  Substitutionen,  die  die  zweite  Normalform  in 
sich  überführen,  gehen  aus  dieser  durch  Vertauschung  der  Indices 
1,  2,  3  hervor. 

überhaupt  kann  man  jedes  elliptische  Integral  I.  Gattung  auf 
drei  verschiedene  Arten  durch  eine  lineare  gebrochene  Substitution 
in  ein  Integral  derselben  Form  mit  denselben  Verzweigungspunkten 
transformieren.  Sind  a^^  a^,  a^,  cc^  die  Verzweigungspunkte,  so 
lautet  eine  dieser  Substitutionen: 


^-   —  «0    .     «2  -   «0     _   ^'  -  _«1_    .    «3   —   «I 
Ä    —  «,     '     «8  —   «1  *'  —   «ü     *    ''s   ~   "O 
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oder: 
8) 


X  — 


*  —  a 


(«1  -  «i)  K  -  «i)    *'  -  «t  ' 


man  erhält  für  sie  durch  Rechnung  oder  aus  I,  §  15: 


*  —   Ol 


«0  -«1 


*   —  «0       "l  ~  <*0 


oder: 

9) 

*  -  «1                  «s  —  «1     *'  —  «0 

und: 

oder: 

10) 

*  —  «1                    «,  —  Oj      «'  —  «0 

also: 

(*- 

ao)(*- 

«,)(* 

-  «•)  _((«.-  «o)(«.  -  «o)\2  (*'  -  «i)(»'  -  i 

(*- 

«if 

Uffj  -  «i)(«t  -  «i)/             (*'-  «« 

andererseits : 

d  *        _         («5  -  ff o)  («t  -  «o)        ä  *' 

(*  - 

-  «0«                 (et,  -  oO(o,  -  o,)   (x'  -  Oo)»  ' 

also   schließlich,   bei   geeigneter  Bestimmung   des   Vorzeichens   der 

Wurzel: 

dx 


11) 


Ja  X 
V  Oo  (*  -  ffo)(*  -  «i)  (*  -  Of)  (*  -  «sT 

_   r dx' 


Die   beiden   andern  Substitutionen    ergeben   sich   aus  dieser  durch 
Indicesvertauschuug. 

Durch  diejenige  von  diesen  Substitutionen,  die  a^  mit  a^  und 
«j  mit  «3  vertauscht,  können  die  Gleichungen  (8)  von  §  8  direkt 
bewiesen  werden. 
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ACHTER  ABSCHNITT. 


Lineare  Transformatioii. 

§  67.    Übergang  von  einem  primitiven  Periodenpaare  zu  einem 

andern  durcli  lineare  Transformation. 

W  ir  haben  bisher  die  Gesamtheit  der  Perioden  eines  Körpers 
elliptischer  Funktionen  stets  in  der  Weise  dargestellt,  daß  wir  zwei 
Perioden  2  a>^,  2  (o^  als  gegeben  annahmen  und  dann  die  sämtlichen 
Perioden  durch: 

1)  2^-l«, +  2Ä3CÖ3       (A,,  Ä3  =  0,  ±1,  ±2...) 

ausdrückten.  Wir  hatten  das  geometrisch  so  formuliert,  daß  wir 
die  Periodenpunkte  als  Knotenpunkte  eines  von  zwei  Scharen 
paralleler  Geraden  gebildeten  Gitters  ansahen^  die  bezw.  zu  den 
Strecken  0  ...  «0,  und  0  ...  «3  parallel  waren  (§  12).  Wesentlich 
liir  unsere  Untersuchungen  war  aber  immer  nur  die  Gesamtheit  der 
Perioden,  geometrisch:  die  Gesamtheit  der  Ejiotenpunkte  des  Gitters; 
daß  wir  diese  Gesamtheit  ursprünglich  aus  zweien  unter  ihnen  in 
der  Form  (1)  zusammengesetzt  hatten,  war  wenigstens  im  11.  und 
in.  Abschnitt  ganz  zurückgetreten.  Es  würde  daher  nahe  liegen, 
von  dieser  Gesamtheit  auszugehen  und  zu  fragen,  wie  man  in  ihr 
zwei  Perioden  von  der  Beschaffenheit  wählen  kann,  daß  sich  alle 
andern  in  der  Form  (1)  durch  sie  ausdrücken.  Doch  wollen  wir 
diese  Frage  in  der  Weise  beantworten^  daß  wir  von  einer  bestimmten 
Darstellung  (1)  ausgehen  und  zusehen,  wie  wir  aus  ihr  die  übrigen 
ableiten  können. 

Aus  zwei  bestimmten  Halbperioden: 

l  0)3'=  /(öj  +  Jß>3 

lassen  sich  alle  übrigen  linear  mit   ganzzahligen  Koeffizienten   zu- 


lUS 
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hjiiiinii*ns(*t/cijp  sobuld  dsis  mit  (u^  und  (o^  selbst  der  Fall  ist,  sobtU 
mIh(i  in  diT  riiikehnin^  der  Gleichungen  (2): 


:n 


di(*  nt'tiM'iuiiiiintc: 


"'^  =   /;  ^"i   -   ij  ^8  ^ 


/ri 


^  _  r 


<  +    /T  ^3 


» I)-\    ^   D^ 


in  »/.  -V,  ;'  und  A  aufgeht  Dann  muß  aber  D*  in  ad  and  pf;. 
alstt  aiirli  in  /J  aul'gehon:  und  das  ist  nur  möglich^  weiULi^==±l 
ist.     Also  l'olgt ; 

1.  Ihr  fwhmiiiitff  und  hinrrirhende  Bedingttng  dafür ^  daß  Ütt 
Ufsnmthrit  der  aus  "J ui^\  2 ot^'  sich  ergebenden  Perioden  mit  der  Gt- 
Sitmthfit  drr  itus  ?«i», .  2  ot^  sich  ergehenden  identisch  sei,  ist: 

:\  7)  =  ±  i. 

l^:)l>ri  iM  jrdiu'h  uooh  oin  rmstand  zu  berücksicbügen.  Wir 
baln-n  MMt  ii  14  inunor  an  der  Festsetzung  festgehalten,  die  Be 
:«^u'lniunj:  sri  so  i»owahlt,  daL^  der  Quotient  r  =  a^^/co^  einen  posiüien 
nn;ii;in:n'rn   Hi^standtoil  h:\u    Nun  ist,  wenn  r  =  j-  +  ly  gesetzt  wird: 


..H 


I.  -r  .-Jr  •  +  ,-^y^ 


IS'v  r.iia^r.iim'  IvMaiuitoil   von  iu^    ro,'  ist  also  nur  dann  auch 
\^»^:'.•.^.  ^xivv.   .''  'jvsiv.x   isi.     A;i>  dii'som  Grunde  setEen  wir  fest: 


«.•/■■  .  '.. 


r  .  ..  '. 


•  » 


•  •  .     *• 


w- 


V   , 


,_   ■   ^..^■•> 


■   •       I  9 


I'         .--  —  . 

":Vi:.r   ^ .  V.  ":^  r.'.^t::  eiiit-r   Funktion,  dnrrh  die 

/'.:■:   V\^r:-..  s.:s.?r:-.:ke:i  lassen,   ^«i  jßrimitiui 

■.•,rc:.c   vr    :.:.-.:..   i-^rimilmai  Periodenptar 

:  S  :>:■:..:    v.  i*    TinT*-T  der  Bedingwag  (i^* 


•  i  .1 


.iu>.   riÄt"  die  Tier  Koeffijöentes 
>. .  :.n..:!::jtL  Ttakir  balien.    In- 


I 
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folgedessen  bleibt  das  PeriodenTerhältnis  r  nur  bei  zwei  Uneareu 
Periodentransform  atioiien  ungeändert:  nämlich  bei  der  „i^^^^^ischen 
Transformation",  bei  der  die  Perioden  überhaiq)t  nicht  geändert 
werden,  und  bei  gleichzeitigem  Vorzeichen  Wechsel  beider  Perioden- 

10)  ö>j'  =    —  ö>j,  Wg'  =   —  Cöj,  T    =  T. 

Es  gentigt  deshalb  für  viele  Zwecke,  nur  die  gebrochenen  Unearen 
Substitutionen  (I,  §  14flF.)  des  Periodenverhältnisses: 

zu  untersuchen;  zu  jeder  solchen  Substitution,  in  der  «,  ß,  y,  ä 
ganze  Zahlen  der  Determinante  1  sind,  gehören  zwei  und  nur  zwei 
lineare  Periodentransformationen.  Wir  bedürfen  für  das  folgende 
einer  kurzen  Bezeichnung  dieser  Substitutionen: 

III.    Unter    einer  Modulsubstitution  versteht  man  eine  gebrochene 
lineare  Substitution  mit  ganzzaJiligen  Koeffizienten  der  Determinante  L 


§  68.    Aufbau  der  Gruppe  der  Modulsubstitutionen 
aus  erzeugenden  Operationen. 

L  Die  Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen  bildet  eine  Gruppe 
(I,  §  14,  VH). 

Denn  die  Zusammensetzung  zweier  Modulsubstitutionen  Uefert 
nicht  nur,  wie  bereits  I,  §  14,  VI  ausgesprochen,  wieder  eine  lineare 
Substitution,  sondern  die  dortigen  Formeln  (11)  zeigen  auch,  daß 
die  Koeffizienten  der  resultierenden  Substitution  ganze  Zahlen  werden, 
wenn  die  der  komponierenden  es  sind;  und  aus  dem  Multiplikations- 
satz der  Determinanten  oder  durch  elementare  Rechnung  folgt,  dab 
die  Determinante  der  resultierenden  gleich  dem  Produkt  der  De- 
terminanten der  komponierenden  ist,  also  letztere  ebenfalls  =  1. 
wenn  jede  der  beiden  ersteren  =  1  ist. 

Diese  Gruppe  enthält  unendlich  viele  Operationen;  man  kann  z.  B. 
für  a  und  ß  ein  ganz  beliebiges  Paar  zu  einander  teilerfremder 
ganzer  Zahlen  wählen  und  dann  y  und  ö  noch  auf  unendlich  viele 
Arten  so  bestimmen,  daß  die  Determinante  =  1  >vird  (wie  aus  der 
Theorie  der  sog.  diophantischen  Gleichungen,  bezw.  der  Kettenbrüche 
bekannt  ist).  Aber  ihre  Operationen  bilden  keine  kontinuierliche 
Mannigfaltigkeit;  die  Parameter,  von  denen  sie  abhängen  —  eben 
die  a,  ß,  y,  S  —  sind  nicht  kontinuierlich  veränderlich,  sondern  auf 
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ganzzahlige  Werte  beschränkt  Eine  solche  Grappe  nennt  maa 
diskret;  wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

II.  Die  Gruppe  der  Modulsubstitutionen  ist  eine  unendliche 
diskrete   Gruppe, 

Drei  besondere  Substitutionen  dieser  Gruppe  werden  wir  be- 
sonders häufig  zu  benutzen  haben  und  bezeichnen  sie  deshalb  so- 
gleich mit  eigenen  Buchstaben: 

1)  S:      t'  =       1  +  T, 

2)  T:     t'  =  -  ^  , 

3)  U:     t'=  -  1  -   ^-=  -.1+-. 

Aus  diesen  Substitutionen  lassen  sich  weitere  zusammensetzen. 
Um  solche  Zusammensetzungen  von  Substitutionen  bequem  schreiben 
zu  können,  setzen  wir  fest: 

III.  £ine  Gleichung  ztoischen  Substitutionen^  die  die  Form  hat: 

4)  F==ST 
oder  ausfuhrlicher: 

5)  /■(r)=5[y(T)] 

soll  bedeuten:    F(t)  ist  diejenige   lineare  Funktion  r"  von  r,    die  mau 
erhält,  wenn  man  erst  r  =  ^(t)  und  dann  x"  —  S{r')  bildet^ 
Beispielsweise  ist 

ST{t)  =  1  -  r-i,       TS{t)  =  -  (1  +  r)-i; 

diese  beiden  Substitutionen  sind  also  voneinander  verschieden,  dk 
Zusammensetzung  von  S  und  T  zu  ST  ist  keine  kommutative  Operation 
(I,  §  2,  2).  Dagegen  geht  aus  ihrer  Definition  unmittelbar  hervor, 
daß  sie  associativ  ist  (I,  §  2,  3),  daß  wir  also  beim  Aneinanderreihen 
mehrerer  solcher  Sym})ole  keine  Klammern  zu  setzen  brauchen. 
Statt  SSy  SSS .  ,  , ,  können  wir  daher  auch  S\  S*  . .  .  •  schreiben 
(vgl.  I,  §  22);  diese  „symbolischen  Potenzen"  von  S  genügen  dann 
dem  Gesetze: 

(5)  5«  +  «  =  S«Ä«. 

Es  ist  zweckmäßig,  diese  Bezeichnung  so  auszudehnen,  daß  dem 
Exponenten  auch  der  Wert  0  und  negative  Werte  beigelegt  werden 

^  Manche  Schriftsteller  bezeichnen  dasselbe  gerade  umgekehrt  mit 
V  =  TS  („lesen  die  Znsammensetzung  von  links  nach  rechts" ). 
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können,  unter  S"^  versteht  man  dann  die  „identische  Stibstiiutian*^  d.  h. 
diejenige,  die  r  in  sich  selbst  tiberfilhrt  (r  =s  r),  unter  8"^  die  ,^u 
S  inverse  Substitution''  (I,  §  22,  II),  für  die  55-i  =  5-iÄ  =  Ä^  oder, 
wie  man  auch  schreibt,  =  1  ist  Auch  für  solche  Exponenten  bleibt 
die  Gleichung  (6)  bestehen. 

Giebt  es  Exponenten,  ftir  die  die  Gleichung: 

7)  Ä"  =  1 

besteht,  so  nennt  man  den  kleinsten  positiven  unter  ihnen  die  Ord- 
nung  von  S  und  diese  selbst  eine  cyklische  oder  periodische  Substi- 
tution (vgl.  I,  §  18,  vn). 

Z.  B.  sind  die  Substitutionen  T  und  U  cyklisch,  erstere  von 
der  zweiten,  letztere  von  der  dritten  Ordnung;  es  ist  nämlich: 

8)  T«:  ...t'=  -(-t-i)-i  =  t, 

9)  J7«:  .  .  .  r'  =  -  1  -  (-  1  -  r-i)-t  =  ^, 

10)  £^»:  .  .  .  t'  = =VV-  =  T- 

Dagegen  ist: 

11)  iS»:  .  .  .  T  =  T  +  n; 

S  ist  also  nicht  cyklisch. 

Man  kann  nun  den  Satz  beweisen: 

IV.  Die  Gruppe  der  Modulsubstitutionen  läßt  sich  atts  S  und  1 
„erzeuffen'' ;  mit  andern  Worten^  jede  Modulsubstitution  läßt  sich  durch 
eine  Aufeinanderfolge  geeigneter  Potenzen  von  S  und  T  darstellen, 

Ist  nämlich  in  einer  Modulsubstitution    |  /9  |  >  |  ^  |  ,  so  setzen    - 
wir  zunächst: 


12)  t'  =  - 


To 


Tq  ist  dann  eine  lineare  Funktion  von  t: 

in  der  der  Koeffizient  von  r  im  Nenner  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  ist  als  der  im  Zähler.  Ist  von  Anfang  an  { ^  |  ^  |  d  I ,  aber 
/?  4=  0,  oder  im  andern  Fall,  ist  das  durch  die  Substitution  (12)  er- 
reicht, so  bestimmen  wir  (was  stets,  und  zwar  im  allgemeinen  auf 
zwei  Arten  geschehen  kann)  eine  ganze  Zahl  m^  so,  daB: 

14)  \ra^ß^S   <  \ß\ 
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wird.    Dann  können  wir  schreiben: 

X   (bezw.  tJ  =  m^  +  -?^ ^^V?^ ^' 

Setzen  wir  also: 

r  (bezw.  r^)  =  S'^^Tx^, 
so  ergiebt  sich: 

-  '  _  ri  +3  ' 

mit  folgenden  Werten  der  Koeffizienten: 

«1  =  m^  a  -y,     ß^  =  m^  ß  -  d\     ;'j  =  a,     d\  =  ßj     a^  d\  —  ß^  y^  =  1. 

Die  Bedingung    /?i    <  i  ^\  i  ist  also  zufolge  (14)  wieder  erfüllt; 
ist  ß^  nicht  gleich  0,  so  bestimmen  wir  eine  ganze  Zahl  w^  so,  daß 


wird  und  setzen: 


Daraus  ergiebt  sicli: 


mit: 

f^,.  =  w,  c^j  -  ;'j ,     /^a  =  Wg  f^^?!  -  *i,     T'g  =  «1,     fVj  =  /Jj, 

«2  <>2  -  ßiTo^^y 

also  /':?j,  <  '  ^2  •  Ist  auch  /?,  noch  nicht  gleich  0,  so  können  wir 
das  Verfahren  fortsetzen;  wir  müssen  aber  jedenfalls  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Schritten  zum  Ziele  gelangen.  Denn  das 
Verfahren  liefert  eine  Folge  von  ganzen  Zahlen  ß,  ß^,  /?j,  /Sj  .  .  ., 
von  denen  jede  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  die  vorher- 
gehende ist;  es  muß  also  notwendig  spätestens  bei  dem  ß^^  Schritt 
in  dieser  Folge  die  Null  auftreten.     Sei  ß^^  =  0,  dann  folgt  aus 

«n  '^n  -  ßn  Tu  =   ^  ? 

daß  (/.   =  fV  =  4-  1   sein  muß,  also: 

r;  =  x±y^^^S±ynx. 

Damit  ist  in  der  That  die  vorgelegte  Modulsubstitution  in  der  Form : 

15)  S«*  TS"^  T...  iS«H-i  TS±  rn, 

bezw. : 

15a)  TS'^^  TS^  T...  S-*n-i  TS±  rn 
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dargestellt^  Satz  IV  also  bewiesen.  Man  sieht,  daß  das  Verfahren 
im  wesentlichen  auf  die  Entwicklung  von  ß/S  in  einen  Kettfenbmch 
hinauskommt. 

Wenden  wir  es  z.  B.  auf  U  an.  so  haben  wir: 

a  =  0,    /3=-l,    r=l,     ^^=1, 
>vir  haben  also  m^  =  —  1  zu  setzen.     Damit  wird 

Es  wird  also  schon  r^'  =  r,  und  es  ist  somit: 

16)  U^S'^T, 
Folglich  ist: 

17)  u-i^T'^S=  TS 

lind  deshalb  nach  (10): 

18)  TSTSTS  =  1 
oder: 

19)  6^-1  =  TSTST, 

Vermittelst  dieser  Gleichung  kann  man,  wenn  man  will,  die 
Potenzen  von  S  mit  negativen  Exponenten  aus  dem  Ausdruck  einer 
beliebigen  Modulsubstitution  durch  S  und  ^(14  oder  15)  entfernen. 
Man  erhält  z.  B.: 

20)  U=TSTS. 

§  69.    Einfliiss  der  lineiren  PeriodentransformaiionBn 
äut  die  efffipttschen  Funktionen  zweiter  Stufb. 

Während  pu,  ^u,  (tv.  ihrer  Definition  durch  unbedingt  kon- 
vergente Reihen,  bezw.  Produkte  gemäß  nur  von  der  Gesamtheit  der 
Perioden,  nicht  von  der  Auswahl  eines  einzelnen  primitiven  Perioden- 
paaree  abhängen,  also  beim  Übergang  von  einem  solchen  Perioden- 
paaa:  zu  einem  andern  ungeändert  (invariant)  bleiben,  ist  das  mit  den 
im  IV.  Abschnitt  untersuchten  elliptischen  Funktionen  zweiter  Stufe 
nicht  mehr  der  Fall;  denn  in  ihrer  Definition  spielen  bestimmte  ein- 
zelne Perioden  eine  besondere  Rolle. 

Um  diese  Änderungen  zu  bestimmen,  gehen  wir  zurück  auf  die 
Elntwicklungen  von  §  28,  die  zu  Sigmafunktionen  mit  Indices  geführt 
haben.  Vermehrt  man  diese  Indices  um  ganze  Zahlen,  so  bleiben 
die   Multiplikatoren   ungeändert   (§  28,  (9)).     Aus   dem   Zusatz   zu 
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§  28,  V  geht  dann  hervor,  daß  diese  SigmafhnktJQnen  mit  Indiees 
sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  ändern  können,  weEon  wir  ihre 
Indices  um  ganze  Zahlen  ändern.  Wir  können  auch  diesen  Faktor 
nocli  beseitigen,  wenn  wir  mit  dem  Wert  der  Funktion  filr  irgend 
einen  speziellen  Argumentwert,  z.  B.  für  « =  0  dividieren.^  Wir 
erhalten  so  den  Satz: 
I.  Es  ist: 

tvenn  p^,  p^  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Andererseits  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Sigma- 
funktionen  mit  Index  der  Satz: 

IL  Führt  man  an  Stelle  der  Perioden  2(o^j  2(o^  durch  die  Adr 
stitution  (2)  von  §  67  andere  ein,  so  erhält  man: 

Sind  i/j,  V3  rationale  Brüche  mit  dem  Nenner  n,  so  werden 
auch  ai/j  +  ßv^,  yv^  +  dv^  Brüche  mit  diesem  Nenner.  Beduziert 
man  diese  Brüche  mit  Hilfe  der  Gleichung  (1)  auf  ihre  echt  ge- 
brochenen Bestandteile,  so  lehrt  die  Gleichung  (2): 

III.  Es  giebt  eine  endliche  Anzahl  von  Sigmafunhtianen  mit  h- 
dices,  die  Brüche  mit  dem  Nenner  n  sind;  diese  werden  bei  jeder 
linearen  Periodentransformation  nur  unter  sich  vertauscht 

Insbesondere  gilt  das  auch  im  Falle  w  =  2,  d.  h.  für  die  drei 
WEiERSTRASSschen  Nebensigma. 

Zufolge  des  Satzes  IV  von  §  68  sind  wir  imstande,  diese  Ver- 
tan schungen  für  jede  beliebige  vorgelegte  lineare  Periodentransfor- 
mation anzugeben,  sobald  wir  sie  für  die  beiden  erzeugenden  Trans- 
formationen S  und  T  kennen.  Dabei  ist  zu  beachten:  Zwar  ent- 
sprechen (§  67  am  Ende)  jeder  gebrochenen  Substitution  des 
Periodenverhältnisses  zwei  verschiedene  Transformationen  der  Perioden 
selbst.  Aber  diese  brauchen  wir  hier  nicht  zu  unterscheiden;  denn 
die  drei  Nebensigma  bleiben,  wie  aus  ihren  Definitionen  {§  30} 
hervorgeht,  ungeändert,  wenn  man  Wj  und  0^3  durch  —  co^  und 
—  (o^   ersetzt. 

Aus  (2)  folgt  speziell: 

3)  <T,,.  ^^  [n  ;  oij,  Wj  +  ro^)  =  <7,.,  +  ^„  ^^  {u  \  «j,  6)3), 

'  (fviv.iO)  ist  nur  0,  weun  v^  uud  y,  selbst  ganze  Zahleu  siud;  dieser  Fall 
führt  auf  die  ursprüngliche  Sigmafunktion  zurück. 
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Bezeichnen  wir  also  die  ^^transformierten''  Funktionen  durch 
Überstreichen,  so  erhalten  wir: 

fUr  S: 

für  T: 
6)  ä^v  =^  (T^Uj     G^u  =  a^u,     Tt^u  =  a^u. 

Aus  diesen  Formeln  erhält  man  die  entsprechenden  Formeln 
für  jede  beliebige  andere  lineare  Periodentransformation  durch  Zu- 
sammensetzung; so  z.  B.  für  U=S-'^T{§  68,  16): 

für  V^: 
8)  ffy^u  =  (T^u,     ä^u  =  a^u,     (f^u  —  a^u] 

endlich  für  US  =^8'^  TS: 

Damit  haben  wir,  die  Identität  (§  68,  p.  171)  mitgerechnet,  bereits 
sechs  lineare  Periodentransformationen;  bei  jeder  derselben  sind  die 
transformierten  Funktionen  ä^  u,  g^  u,  ä^  u  zusammen  den  ursprüng- 
lichen a^Uj  a^u,  (T^u  gleich,  aber  jedesmal  in  anderer  Reihenfolge. 
Es  giebt  aber  nicht  mehr  als  sechs  verschiedene  Anordnungen  von 
drei  Elementen;  also  können  wir  sagen: 

IV.  Durch  lineare  Transformation  der  Perioden  können  die  drei 
Nebensigma  auf  jede  überhaupt  mögliche  Art  miteinander  vertauscht 
werden,  ^ 

§  70.    Einfluss  linearer  Periodentransformationen  auf  die  Wurzei- 

4 

grossen  y«^  ^  ep  und  V^«-«/?. 

Was  von  den  Nebensigma  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen 
wurde,  gilt  auch  von  den  Größen  e^j  e^j  e^  und  von  ihren  Diflferenzen. 
Außerdem  haben  wir  aber  in  §  32  auch  bestimmte  Werte  der 
zweiten  und  der  vierten  Wurzeln  aus  diesen  Differenzen  als  ein- 
deutige E^inktionen  der  Perioden  definiert  Wenn  nun  bei  einer 
bestimmten  linearen  Periodentransformation  etwa  «j  und  e^  in  ^j  =  e^ 

und  Äj  =  flj  übergeführt  werden,  und  wenn  man  dann  mit  V^i  —  ^2 
denjenigen   Wert    dieser  Wurzel    bezeichnet,    den    die   früher   mit 
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|/e^  —  e^  bezeichnete  Funktion  der  Perioden  bei  Sabstitation  der 
neuen  Periodenwerte  annimmt^  so  entsteht  die  Frage,  ob  cBeser  Wert 

mit  dem  früher  mit  j/^,  ~"  ^i  bezeichneten  Wert  identisch  ist  Eine 
analoge  Frage  wird  flir  die  Werte  der  vierten  Wurzeln  zu  beant- 
worten sein.  Wir  wollen  auch  hier  auf  eine  Ableitung  allgemeiner 
Formeln  verzichten  und  uns  damit  begnügen,  die  Resultate  für  die 
Substitutionen  S  und  T  anzugeben,  die  aus  den  firüheren  Formeln 
zu  entnehmen  sind. 

Was  zunächst  die  Substitution  S  betrifft,  so  kann  man  deren 
Einfluß  auf  die  unendlichen  Produkte  von  §  32  an  diesem  Produkten 
selbst  unmittelbar  ablesen,  wenn  man  dabei  beachtet,  wie  die  anf- 
tretenden  Potenzen  von  h  mit  gebrochenen  Exponenten  definiert 
waren  (§31  am  Ende).  Es  geht  daraus  hervor,  daß  flir  diese 
Substitution: 

1)  Ä  =  -  h,     äV«  =  ^A^^ 
also: 

2)  H,  =  lh,     n,  =  ll„     11^  =  H^.    E,  =  H,. 

Die  Gleichungen  §  32,  (13)  zeigen  dann,  daB  man  zu  setzen  hat: 


:^) 


f    V". 

-^ 

\% 

- }; 

\\ 

—  <h 

=   y«3-<'2»  y^s-''^  = -y«2-^3r 


=  -y^2-^i>  y^-\=   y^i~^2' 
=   is  -  ^3'   v^2  -  '^  ==  ~  y^3  -  ^ • 


(Eine  gewisse  Kontrolle  der  Rechnung  erhält  man  durch  den 
Umstand,  daß  die  neuen  W^erte  dieser  W^urzelgrößen  ebenso  wie  die 
alten  den  Relationen  §  32,  (14)  Genüge  leisten  müssen.) 

W^eniger  einfach  liegt  die  Sache  für  die  Substitution  IJ  da  den 
unendlichen  Produkten  nicht  unmittelbar  anzusehen  ist,  wie  sie  sich 
(lieser  Substitution  gegenüber  verhalten.  Man  muß  hier  auf  die 
Definition  der  zu  untersuchenden  eindeutig  bestimmten  Werte  der 
Wurzelgrößen  durch  die  Werte  der  Sigmafunktionen  für  die  Halb- 
perioden zurückgehen  (§  32,  13);  man  findet  so  z.  B.: 


V' 
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und  ebenso  die  übrigen  Formeln  der  folgenden  Tabelle: 


4) 


y^2-^3=   y^2-^i»  y^3  -  ^2  =  -  v^i  -  ^2> 


y^3  -  ^  =  -  Pi  -  ^8»  y^  -  ^3  =   y^3  -  ^i> 


y^-«2=   y^3 - ^2>  y«2-^  = -y^2-*3- 


In  ähnlicher  Weise  läßt  sich  anch  feststellen,  wie  sich  die  Pro- 
dukte und  Quotienten  aus  inerten  Wurzeln,  die  in  §  32  als  eindeutige 
Funktionen  der  Perioden  definiert  sind,  gegenüber  linearer  Trans- 
formation der  Perioden  verhalten.  Nicht  so  einfach  liegt  die  Sache 
für  diese  vierten  Wurzeln  selbst,  da  deren  Definition  auf  einer  will- 
kürlichen Festsetzung  über  den  Wert  beruht^  den  man  der  Quadrat- 
wurzel aus  2(0^  In  beizulegen  hat 

§  71.    EInfluss  der  linearen  Periodentransformationen 

auf  die  Funlctionen  JACoers. 

Will  man  aus  den  Resultaten  der  beiden  vorhergehenden  Para- 
graphen die  entsprechenden  Formeln  flir  die  von  Jacobi  eingeführten 
Funktionen  herleiten^  so  hat  man  vor  allem  zu  beachten,  daB  die 
unabhängige  Variable  Jacobis  selbst  nicht  von  linearer  Perioden- 
transformation unbeeinflußt  bleibt.  So  erhält  man  z.  B.  für  die 
Transformation  S: 


1)  w  =  y ^1  —  ^3  w  =  y^i  —  ^2  ^  ~  *'*^> 

femer: 

0\  Ä  *   =s  ^^  ""  ^t    ^_  ^  ""  ^8    __    _    k 

Cj  —  6|  ^  ""  ^  * 

und  folglich  die  Gleichungen: 

5)  ''"(*'"''  -)S)=  rfT^ri^- 

Ebenso  erhält  man  für  T: 


6)  W  =  1^1^  ^3  W    =  y^S  ~"  ^1  U  =^   —  i  y^i   —  «3  M  =    —  IM?, 
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femer: 

7) 

/(2  _  ^8  ~  ^9    _  ^  ~"  «i   =  Ä'* 
^8  -  <'l            «1  -  ^ 

und  folglich: 

8) 

9) 

r-nf       tT/7    Ä'«^  —                  ^ 

ein        IW,    k     )-              c„(^^^l)> 

10) 

^n{-iM?,  Ä»)=          _,^_   ^,  . 

Gewöhnlich  schreibt  man  diese  Formeln  etwas  anders,  indem 
man  das  auf  der  linken  Seite  auftretende  Argument  als  unabhängig 
veränderlich  ansieht  und  mit  einem  besonderen  Buchstaben  be- 
zeichnet; also  z.  B.: 

und: 

Beiücksichtigt  man,  daß  sn  eine  ungerade,  cn  eine  gerade 
Funktion  des  Arguments  ist,  so  sieht  man,  daß  die  letzte  Gleichung 
gleichbedeutend  ist  mit  der  gebräuchlicheren  Form: 


sniw.  Ä'^  =  1 — V r 


§  72.    Lineare  Transformationen,  die  moduio  2  zur  Identität 

Icongruent  sind. 

I.  Als  „modido  2  zur  Identität  konffruent^  bezeichnen  wir  die» 
jenigen  linearen  Transformationen^  deren  Koeffizienten  moduio  2  zu  den 
entsprechenden  Koeffizienten  der  identischen  Transformation  kongruent 
sind,  mit  andern  fForten,  diejenigen,  bei  denen  cc  und  S  ungerade, 
ß  und  y  gerade  sind. 


1) 
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Schreiben  wir: 

©j  =  (2  a  +  1)  cOj  +  2  i  o>3, 

0J3  =  2  c(Oj  +  (2  rf  +  1)  ö>8, 

so  könneu  wir  für  diesen  Fall  die  Formeln  für  die  Transformation 
der  Funktionen  zweiter  Stufe  explicite  durch  a,  b,  c,  d  ausdrücken. 
Man  sieht  nämlich  zwar  sofort,  daß  bei  jeder  solchen  Transformation 
die  e  einzeln  ungeändert  bleiben  (es  ist  pcj^^pto^  u.  s.  f.),  sodaß 
also: 

L)  gj  =  ej,     52  =  ^2,     2j  =  Cg 

und  ebenso: 

3)  Tt^u  =  Cj  u,     a^u  =  (7j u,     ä^u  =  a^u 

wird;  aber  daraus  folgt' nicht,  daß  auch: 

V««  -  ^ß  =  l/e«  —  ^ß 

gesetzt  werden  dürfte.  Vielmehr  folgt  aus  den  Definitionsformeln 
(§  32,  13)  z.B.: 

■■/-_-    -_  ^B^i  _  gg  ('»t  —  2  (g  +  c)  a>t  -  2  (&  +  rf)  (tfg) 
^  ^         ^  ~"  CT  ö,    ~    0"  (w,  —  2  (a  +  c)  ©1  —  2  (6  +  rf)  Wg) 

und  ebenso  die  übrigen  Formeln  der  folgenden  Tabelle: 


4) 


%-h^{-ir^'P,-e,,  y^^^=(-ir+^iv-^. 


y^ir^«(-i)^   y^3-^i.    Vv^  =  (-!)"   y^'^s» 


y^Ä3  =  (-i)-+^i/^7^,   i/^=^=(-i)^+^y^,-^i. 


(um   einzusehen,   daß   auch  diese   transformierten  Werte   den 
Gleichungen  (14)  von  §  32  genügen,  beachte  man:  aus: 

(2«  +  l)(2^+  l)-4Äc=  1 
(§  67,  7)  folgt: 

2(arf— *c)  +  a  +  rf=  0; 

also  müssen  a  und  d  entweder  beide  gerade  oder  beide  ungerade  sein.) 
Aus  diesen  Formeln  erhält  man  weiter: 

Ä  =  (-l)eÄ,     Ä'  =  (-1)»Ä',     i^  =  (-l)«tr 

12' 


180  Lineare  TVansformaiion, 


und  daraus  folgt  weiter  direkt: 

cniD  =  bhiDj      dnw  ^  dnw\ 

aber  auch,  Ab,  snw  eine  ungerade  Funktion  ist: 

Anw?  =  (—  l)**5n((—  l)*tr)  =  snw. 

Obwohl  also  die  Definition  der  Funktionen  Jacobis  durch  die 
von  Weiebstbass  von  den  Quadratwurzeln  aus  den  e  abhängt,  die 
nicht  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kongruenten  linearen  Perioden- 
transformation ungeändert  bleiben,  so  bleiben  doch  jene  Funktionen 
selbst  bei  jeder  solchen  Transformation  ungeändert 

§  73.    Ableitung  der  linearen  Transformatipn  der  Thetaflinktionen 

aus  der  der  Sigma. 

Die  Formeln  fiir  die  lineare  Transformation  der  Thetafonktionen 
können  wir  auf  zwei  ganz  verschiedenen  Wegen  ableiten,  entweder 
aus  den  Ausdrücken  der  Theta  durch  die  Sigma  (§  47,  18 — 21)  oder 
aus  den  allgemeinen  Sätzen  der  Theorie  der  jACOBischen  Funktionen. 
Wir  wollen  zunächst  den  ersten  Weg  für  die  beiden  erzeugenden 
Transformationen  S  und  T  einschlagen;  dabei  genügt  es,  wenn  wir 
uns  auf  die  Untersuchung  der  fundamentalen  Thetafunktion  be- 
schränken, da  wir  aus  den  für  sie  geltenden  Formeln  die  Formeln 
für  die  übrigen  Funktionen  durch  Addition  halber  Perioden  ableiten 
können. 

Für  die  Transformation  S  hat  die  Sache  gar  keine  Schwierigkeit 
Denn  für  sie  können  wir  das  Verhalten  der  Wurzelgrößen,  die  in 
jenen  Ausdrücken  der  Theta  durch  die  Sigma  auftreten,  aus  der 
Darstellung  jener  Wurzelgrößen  durch  unendliche  Produkte  ablesen. 
Wir  finden: 

femer: 

also: 

1)  1^3(1;;  r+1)  =  //-,(!;;  r). 

Weniger  einfach  ist  die  Sache  für  die  Substitution  T,  da  man 
den  unendlichen  Produkten  U  nicht  ansieht,  wie  sie  sich  gegenüber 
der  Vertauschung  von  r  mit  —  l/r  verhalten.    Infolgedessen  bleibt  es 
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zunächst  unbestimmt,  welcher  Wert  der  auftretenden  vierten  Wurzel 
beizulegen  ist    Man  erhält: 

e  =s  e  ^    SS  e  **^ 

oder  wegen  der  LEGENDREschen  Eelation  (§  19,  14) 


2  «?i  «1  «^  —  —  «^ 

=  e  * 


und  folglich: 


2)  '^3(7'  -t)  =  y- '>«'•* .^3  (r,T); 

aber  es  bleibt  zunächst  unbestimmt,  welcher  der  beiden  Werte  der 
Quadratwurzel  hier  zu  nehmen  ist 

Diese  Unbestimmtheit  können  wir  durch  folgende  nachträgliche 
Überlegung  heben.  Die  Veränderlichkeit  der  Größe  t  ist  auf  solche 
Werte  beschränkt  (§  14,  IE),  deren  imaginärer  Bestandteil  positiv 
ist;  also  ist  —  ir  eine  Größe  mit  positiv  reellem  Bestandteil.  Der 
Hauptwert  der  Quadratwurzel  {I,  §  58,  V)  ist  also  eine  flir  alle  in 
Betracht  kommenden  Werte  von  r  stetige  Funktion;  da  auch  die 
andern  Bestandteile  der  Gleichung  (2)  sich  stetig  mit  r  ändern,  so 
folgt:  wenn  die  Formel  für  irgend  ein  spezielles  Wertepaar  (r,  r) 
nur  dadurch  richtig  wird,  daß  man  den  Hauptwert  der  Quadrat- 
wurzel nimmt,  so  ist  für  jedes  Wertepaar  (r,  t)  der  Hauptwert  zu 
nehmen.  Nun  wird  flir  t?  =  0,  r  =  1  auch  t;  =  0,  r  =  i;  also  ist  ein 
spezieller  Fall  von  (2): 

&,{o  i)  =  yr.i9'3(o|o. 

Da  nun  diese  Formel  nur  dadurch  richtig  wird,  daß  man  den 
Hauptwert  der  Quadratwurzel  nimmt  (denn  d-^  (0  1 1)  ist  nach  §  48, 1 
von  Null  verschieden),  so  folgt  allgemein: 

In  der  Gleichung  (2)  ist  der  Hauptwert  der  Quadratwurzel  zu 
nehmen. 

Die  Transformationsformeln  für  die  übrigen  Thetafunktionen 
ergeben  sich  aus  den  angeschriebenen  durch  Vermehrung  der  Argu- 
mente um  halbe  Perioden;  die  Formeln  für  andere  Transformationen 
gemäß  §  68  durch  Zusammensetzung. 
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§  74.    Direkte  Untersuchung  der  linearen  Transformation 

der  Tiietaflinictionen. 

Führt  man  in  die  Gleichung  (7)  von  §  87  vennöge  der  Glei- 
chung (9)  desselben  Paragraphen  die  Ordnungszahl  n  ein,  so  kann 
man  sie  schreiben: 


1) 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  k^  A3  einmal  cc,  ß,  das  andere 
Mal  y^  ä,  so  sagt  sie  aus: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  II L  Art  11*^  Ordnung  mit  den  Perioden 
L  Art  2ö>j,  2 «3,  den  Perioden  IL  Art  —  2nieL^,  —  27iia^  und  den 
Parametern  b^,  b^  ist  zugleich  eine  elliptische  Punktion  HL  Art  n^  Ord- 
nunc/  mit  den  Perioden  L  Art: 

I  2ft)i'  =  a.2(0j  +  ß,2(o^, 

I  20)3'  =  ;'.2«i  +  ^.26)3, 

den  Perioden  II  Art: 

'^2nia^'  =  ^  a.2nia^  —  ß .2nia^j 
—  2nia.^  =  —  y ,2iiia^  ^  ().2nia^j 

und  den  Parametern: 

Äj'  =  ccb^  +  ß  A3  +  n  aß, 


3) 


4) 


we7in  ci,  ß,   y,   «V   irgend   vier   ganze  Zahlen  der  Determinante  1  be~ 
zeichien. 

Während  also  die  Perioden  II.  Art  sich  einfach  zu  den  Perioden 
I.  Art  ,jkogredient^'  substituieren,  treten  in  den  Trausformationsformeln 
der  Parameter  ganze  Zahlen  als  Zusatzglieder  auf. 

Die  Auflr)8ung  der  Gleichungen  (4)  nach  ^,  und  b^  lautet  zu- 
nächst: 


5) 


*s  =  -  y*i'  +  «V  -  nttY{S-  ß). 
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Da  aber  zufolge  der  Relation  aS  ^  ßy  ^  \j  wenn  ß  und  Ö 
beide  ungerade  sind,  die  Differenz  a  —  y  nicht  gerade  sein  kann 
und  ebensowenig  die  Differenz  d  ^  ß,  wenn  cc  und  y  beide  ungerade 
sind;  da  femer  die  Parameter  nur  bis  auf  gerade  Zahlen  bestimmt 
sind,  so  folgt,  daß  wir  auch  schreiben  können: 


6) 


sodaß  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (4)  dieselbe  Form  haben, 
wie  diese  selbst 

Ist  die  vorgelegte  elliptische  Funktion  insbesondere  eine  Theta- 
funktion,  also  Oj  =  0,    «3  =  - —  und  die  Parameter  b^  und  ^3  reell, 

80  wird: 

/        nß  ,       nö 

und  die  Parameter  b^' ,  b^  werden  ebenfalls  reell.  Soll  dann  die 
durch  Transformation  entstandene  Funktion  ebenfalls  durch  eine 
Thetafunktion  ausgedrückt  werden,  so  ist  nach  §  41,  (6)  und  (7): 

zu  setzen;  außerdem  ist  zu  beachten,  daß  die  neue  Variable  »'  =  -"  , 
mit  der  alten  v  =  - —  durch  die  Relation        « 

2  6)| 


17    = 


a  -{•  ßj 

zusammenhängt     Man  erhält  so  die  Gleichung: 

und  speziell  für  die  Thetafunktionen  erster  Ordnung: 

Dabei  ist  der  Zusammenhang  zwischen  den  alten  und  neuen 
Charakteristiken  durch  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  gegeben,  wenn 
man  in  ihnen  ff  für  b  schreibt;  zur  Bestimmung  der  Konstanten  C 
bedarf  es  einer  besonderen  Untersuchung. 
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§  75.   Bestimmung  des  in  der  Formel  fDr  die  lineare  Trantformrtioii 
der  Thetaftinirtionen  auftretenden  tconstanten  Faktors. 

Zunächst  kann  man  die  zu  den  verschiedenen  Charakteristiken 
gehörenden  Faktoren  C^^g^  auf  einen  von  ihnen  zurückführen.  Wir 
gehen  dazu  etwa  aus  von  der  Gleichung: 

Vermehren  wir  u  um  ff^  Wj  —  ff^  cöj,  so  entspricht  dem  eine  Ver- 
mehrung von  V  um  —  J-  (^^i  ^  ""  ffs)  ^^^  ^^^  ^   ^™ 

la)  - i  v+7*  =  - iK^i'  -  "ß)^' - ^9s  -rS)\\ 

die  Gleichung  (1)  geht  also  dadurch  über  in: 
'^a/^.  r6  {V  -  i  [(^/  -  aß)  T  -  {g^  -  y  r))]    r') 

Nach  §  44,  (6)  ist  aber  einerseits  die  linke  Seite  dieser  Gleichung: 

andererseits: 

«*oo  (»  -  i  [.9i  T  -  ^3]  ^  ^)  =  «••■'t"--'''"*'J.\ft(«  I  T); 
also  folgt: 

WO  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 
V'  =  -  i(i/i  ^  -  9z)ß^'  -  \  [(^,'  -ccß)T'-  (9^  -  y d)]/9r 

oder  wegen  (la): 

Die  Vergleichung   mit   §  74  (9)   zeigt,   und   die  Durchführung 
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der  Eechnung  bestätigt,  daB  aus  diesem  Ausdruck  die  mit  v  und  v' 
multiplizierten  Glieder  sich  wegheben;  die  übrigen  geben: 

^j^^^  {ßiffr'r'  -  2 ff,  ff,  T  +  ff,')  +  {Uff,  +  ßff,)*{y  +  är) 
-2aß{yff,  +  dff,){a  +  ßt)-ff,>{a  +  ßT)r\ 
=  4(„  +  (?t)^^*y^i'  +  2«/?y^i^,  +  aßäff,'  -  2a'ßrff,  -  2a^ßSff, 
+  r[t^ßffi'  +  2ß'mff3  +  ß'Sff,*  -  2aß*rff,  -  2aß*,yff,]] 
=  U^'/ffi*  +  2ßrffiff,+ßSff,*  -2aßrff,  -  2aßSff,) 

=  i[(^i'  -  ^ß){ff3'  -  rS)-ff,ff,  -2aß{ff,'  -rS)] 

Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  Gleichung  (9)  des  §  74,  so 
erhält  man  als  den  gesuchten  Ausdruck  von  <7,.^  durch  (?„„: 

2) 
speziell: 


3) 


n\ 


ßia-2a) 
^01   =  «  %0> 


3t  I 


a  y  (1  -  2  AI 
Wo  — ^  ^0? 


^t 


Zur  weiteren  Bestimmung  von  C^^  kann  nun  die  Relation  (4) 
von  §  50  dienen.  Da  u  und  ß  wegen  der  Relation  von  §  67  nicht 
beide  gerade  sein  können,  ist  aß  +  a  +  ß  stets  ungerade,  ebenso 
y  (^  +  y  +  S\  die  „ungerade"  Charakteristik  (1,  1)  wird  also  bei  jeder 
linearen  Transformation  in  sich  (bezw.  in  eine  zu  ihr  modulo  2  kon- 
gruente) übergeführt.  Andererseits  wird  auch  jede  gerade  Charak- 
teristik wieder  in  eine  solche  übergeführt;  aber  dabei  ist  zu  be- 
achten, daß  in  der  Definition  der  Thetafunktionen  die  Charaktere 
selbst,  nicht  nur  ihre  modulo  2  genommenen  Reste  auftreten.  Sei 
etwa  von  den  Charakteristiken  der  drei  transformierten  Funktionen 
mit  (qTi  qPa)  die  zu  (0  0),  mit  [X\Xz)  die  zu  (Ol),  mit  (y^i^J^)  die  zu 
(10)  modulo  2  kongruente  bezeichnet,  so  ist  nach  §  44,  (10)  und  (11): 
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und: 

Bilden  wir  das  Produkt  der  drei  ersten  Funktionen,  so  können 
wir  auch  schreiben: 

Es  sind  aber  die  drei  Charaktere  y^,  Xv  V'v  abgesehen  von  der 
Reihenfolge,  bezw.  gleich  aß\  aß  +  a\  aß  +  ß,  ihre  Summe  also 
nach  dem  Modul  4  kongruent  zu  —  aß  +  a  +  ß.  Somit  folgt  aus 
§  50,  (4)  die  Gleichung: 

4)  'n/^  +  «  +  /?.,<5  +  ,  +  .(0)  =  (--l)«'^;ri%,^.(0).9-,^^(0)*^,^(0), 

wo  der  Accent  links  sich  auf  eine  Differentiation  nach  t/  bezieht. 
Ersetzen  wir  hier  die  transformierten  Theta  durch  ihre  Werte  aus 
§  74,  (9)  und  die  Differentiation  nach  v  durch  eine  solche  nach  r, 
so  erhalten  wir: 

{u  +  ßr)C,,=(-l)'ßC,,C\,C,„ 
also  wenn  wir  die  Grleichungen  (3)  benutzen: 

5)  C,,»  =  e^'^''-""{a  +  ßr). 

Dadurch  sind  die  Quadrate  der  Koeffizienten  Cgh  vollständig, 
diese  Koeffizienten  selbst  also  bis  auf  ein  allen  gemeinschaftliches 
Vorzeichen  bestimmt.  Dieses  Vorzeichen  selbst  hängt  von  höheren 
zahleutheoretischen  Funktionen  der  Transformationskoeffizienten  ab; 
wir  dürfen  auf  seine  nähere  Bestimmung  verzichten. 

Bis  auf  einen  von  r  unabhängigen  Faktor  läßt  sich  der  Wert 
von  6'(j^,  auch  von  der  Bemerkung  aus  bestimmen,  daß  i^{v  r) 
ebenso  der  Gleichung: 

genügen  muß,  wie  iV'(t?  r)  der  Gleichung  (12)  von  §  42. 

§  76.    Einfuhrung  der  Sigmafunktionen  von  den  Theta  aus. 

Die  Resultate  der  letzten  Paragraphen  geben  nun  auch  ein 
Mittel  an  die  Hand,  um  die  Sigmafunktion  aus  der  Gesamtheit  der 
mit  ihr  verwandten  jACOBischen  Funktionen  durch  eine  charakteristische 
Eigenschaft  herauszuheben  und  damit  die  Formeln  von  §  46  auch 
von  der  Theorie  der  Thetafunktionen  her  zu  gewinnen. 
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Aus  der  Gleichung  (9)  von  §  19  folgt,  daB  die  transformierten 
Perioden  11.  Art  der  Sigmafiinktion  dieselben  Funktionen  der  trans- 
formierten Perioden  L  Art  sind,  wie  die  ursprünglichen  Perioden 
II.  Art  von  den  ursprünglichen  Perioden  I.  Art  Man  könnte  daher 
damit  beginnen,  daß  man  die  Aufgabe  formulierte:  Funktionen  von 
fo^,  o>3  ZU  finden,  die  fiir  jede  lineare  ganzzahlige  Transformation 
der  Determinante  1  den  Gleichungen  genügen: 


1) 


Oj  {u(o^  +  ßto^,  yo)^  +  So)^)  =  aa^  («j,  (o^)  +  ßa^  ((üj,  «3), 

und  die  außerdem  durch  die  Relation  (§  37,  9): 

2)  —  2  öj  «3  +  2  03  ö>j  =  1 

verbunden  sind.  Die  systematische  Behandlung  dieser  Frage  würde 
Hilfsmittel  erfordern,  die  uns  hier  nicht  zu  Gebote  stehen ;  aber  wir 
können  durch  die  folgenden  Überlegungen  zunächst  eine  Lösung  er- 
halten (eben  diejenige,  die  zur  Sigmafunktion  führt)  und  von  dieser 
aus  dann  auch  alle  übrigen  bestimmen. 

Sei  mit: 

t  ~t{u\  0)^(0^  \  a^  «3) 

irgend  eine  jACOBische  Funktion  erster  Ordnung  der  Charakteristik 
(1,  1)  bezeichnet;  a^,  a^  sollen  dabei  gegebene,  der  Belation  (2)  ge- 
nügende, im  übrigen  aber  willkürliche  Funktionen  der  Perioden 
L  Art  a}j  «3  bedeuten.  Mit  a^\  a^  bezeichnen  wir  dieselben  Funk- 
tionen der  transformierten  Perioden  I.  Art  w/,  m^  (also  Größen,  die 
jetzt  im  allgemeinen  nicht  durch  die  Relationen  (1)  mit  den  o^,  a^ 
.verbunden  sind).     Es  ist  dann: 

t^  =  ^(ti  I  co/ws'  I  Oi'o,') 

eine  mit  t  verwandte  Funktion  (da  die  Charakteristik  (1,  1)  bei  jeder 
linearen  Transformation  in  sich  übergeführt  wird)  und  es  besteht 
folglich  nach  §  39,  IV  und  §  40,  V  eine  Gleichung  der  Form: 

3)  ^(«)=  CeV«^«*  +  /««^(M). 

Die  Eonstanten  (7,  Ä,  pL  lassen  sich  durch  die  Werte  ausdrücken, 
die  die  Funktionen  t  und  t^  und  ihre  Ableitungen  für  k  =  0  an- 
nehmen. Dabei  ist  zu  beachten,  daß  diese  Funktionen  selbst  für 
ti  =  0  notwendig  Null  werden  müssen,  wie  aus  §  45  und  §  41  (8) 
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herrorgeht    Entwickeln   wir  also   beide  Seiten   der    Gleichimg  (3) 
nach  Potenzen  von  u: 

=  C[l  +  ixu  +  ^(l  +  fi^u^+  ..  .]  \iu  +  i^u«  +  ^r-u»  +  . . .] 

und  vergleichen  die  Koeffizienten  gleichhoher  Potenzen,  so  erhalten 
wir  die  Gleichungen: 

Da  t^  und  t  nicht  Null  sein  können  (denn  t  und  ^  sollten 
jACOBische  Funktionen  erster  Ordnung  sein),  so  folgt  aus  diesen 
Gleichungen: 

6_-V.,  ^_i(-v:-^'), 

Durch  Einführung  dieser  Werte  läßt  sich  die  Gleichung  (3)  so 
umgestalten,  daß  sie  aussagt: 

I.  Die  Funktion 

(%-,-;T-^.>-)--V.^-u^(t,) 

4)  /(?^       I       Wj,        Wg)      =      g  -^- 

^/^/Ä^  Ä^/  linearer  Periodentransformation  unffeändert,  m,  a.  tFl,  es  ist 

5)  f{u  I  «/,  0^3')  =  /'(fi  I  Q>i,  W3). 

B'erner  geht  aus  der  Rechnung  hervor:  Jede  andere  JACOsische 
Funktion  erster  Ordnung  und  der  Charakteristik  (1,  l),  die  dieselbe 
Eigenschaft  hat,  kann  sich  von  der  durch  (4)  definierten  Funktion  f{u) 
nur  durch  einen  Exponentialfaktor  der  Form  e«>"* +  *»"  +  <'»  unter- 
scheiden, in  dem  Cj,  Cj,  c^  Funktionen  der  Perioden  bedeuten,  die  bei 
allen  linearen  Periodentransformatiouen  ungeändert  bleiben.  Die 
allgemeine  Untersuchung  solcher  Funktionen  der  Perioden  wird  im 
XI.  Abschnitt  vorgenommen  werden;  die  Frage,  wie  ^vir  diese  Funk- 
tionen zu  bestimmen  haben,  damit  f(u)  =  au  wird,  läßt  sich  einfach 
erledigen.  Denn  in  der  Reihenentwicklung  von  au  nach  Potenzen 
von  u  (§  20,  5)  ist  der  Koeffizient  von  m  gleich  1  und  die  Koeffi- 
zienten von  u^  und  u^  sind  Null;  und  die  Rechnung  zeigt,  daß  das 
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Produkt  e*»'**  +  *^''  +  *^/'(t«)   dann  nnd   nur  dann  diese  Eigenschaften 
hat,  wenn  man  Cj  =  c^  =  Cj  =  0  nimmt     Also  folgt: 

n.  Die  durch  die  Gleichvnff  (4)  definierte  Funktion  f(u)  ist  mit 
der  WEiER8TRA88Schen* Sigmafunktion  identisch. 

Nimmt  man  für  t{u)  speziell  die  Funktion  ß-^  (ö~~)'  ®^  ^^^  man: 


/// 


20)1      1  '  (2wi)» 

ZU  setzen;  die  Gleichung  (4)  geht  dann  über  in: 


«,• 


6)  au=^2a>,e     ^    ^^'      '— J^T^- 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  §  46  (2),  so  findet  man: 

Damit  ist  eine  auch  fiir  die  numerische  Berechnung  brauchbare 
und  sogar  sehr  bequeme  Formel  für  rj^  gewonnen. 
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Im  VI.  Abschnitt  haben  wir  zu  Perioden  elliptischer  Funktionen 
die  Periodicitätsmoduln  eines  Integrals  L  Gattung  an  den  beiden 
Bückkehrschnitten  gewählt,  durch  die  die  zweiblättrige  RiEMANNSche 
Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  verwandelt  ist  Diese  beiden  Rückkehrschnitte 
können  wir  in  sehr  mannigfaltiger  Weise  wählen;  wir  fragen,  in 
welcher  Beziehung  die  zu  zwei  verschiedenen  Schnittsystemen  ge- 
hörenden Perioden  zu  einander  stehen. 

Seien  A,  B  die  beiden  zuerst  gewählten  Rückkehrschnitte,  A%  B 
zwei  andere.  Da  die  beiden  Schnitte  ^,  5  die  Fläche  F  in  eine 
einfach  zusammenhängende  F  verwandeln,  so  ist  es  nicht  möglich, 
daß  Ä  oder  B  ganz  innerhalb  F  verläuft;  vielmehr  wird  jeder 
dieser  beiden  Schnitte  mindestens  einen  der  Schnitte  A^  B  über- 
schreiten müssen.  Die  Integrale,  genommen  längs  Ä,  B,  werden 
also  aus  gewissen  Vielfachen  der  Periodicitätsmoduln  an  A  und  an  B 
sich  zusammensetzen  (§  6,  HI).  Die  Periodicitätsmoduln  an  A\  B 
sind  aber  bezw.  gleich  den  Integralen  längs  (—  B\  (^');  also  folgt: 
die  neuen  Periodicitätsmoduln  setzen  sich  aus  den  alten  linear  und 
homogen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zusammen.     Ebenso  müssen 
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aicfa  aber  aach  die  neuen  eiiis  den  alten  zasammensetzen ;  wir  kSni 
beiiJe  Aussagen  in  dea  einen  SaU  zusammenfassen: 

I.  Ifer  Lberqanif  von  einem  BückJcehrschnittsyiitem  zu  einem  ander* 
(feichieht  durch  üneare  Transformation. 

Es  bleibt  die  Frage  zu  erörtern,  ob  wir  jede  lineare  Perioden- 
transformation  durch  Übergang  zu  einem  neuen  Schnittsyatem  erzielen 
können.  Wir  ttlhren  diese  Untersuchung  am  bequemsten  an  der  in 
einen  Torus  umgeformten  Fläche  (§  2  und  3).  Dabei  dürfen  wir 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  von  einem  speziell  gewählten  (jaer- 
schnittaystem  ausgehen;  denn  wenn  wir  die  Transformationen  kennen, 
die  von  diesem  zu  einem  beliebigen  andern  führen,  so  können  wir 
auch  von  jedem  dieser  andern  zu  jedem  dritten  gelangen. 

Wir  wollen  also  annehmen,  von  den  beiden  ersten  Schnitten 
sei  A  längs  eines  Meridians,  B  längs  eines  Parallelkreises  gezogeu. 
Irgend  eine  andere  geschlossene  Kurve,  die  sich  nicht  auf  ein»fi 
Punkt  zusammenzieht,  wird  die  Fläche  c;-mal  im  Sinne  der  Meridiane 
und  /9-mal  im  Simie  der  Parallelkreise  umwinden.  Wir  könneo  ebe 
solche  Kurve  stets  ohne  Zerreißung  so  deformieren,  daß  die  Anderungeu 
der  „Breite"  zu  den  .Änderungen  der  ..Länge"  proportional  werdet). 
Man  kann  sich  dann  vorstellen,  ein  Punkt  durchlaufe  die  Kurve  so^ 
daß  in  gleichen  Zeiten  sowohl  die  Breite,  als  auch  die  Länge  sieb 
um  gleichviel  ändern.  Haben  a  und  ß  einen  Teiler  v  gemein,  so 
wird  ein  solcher  Punkt  schon  nach  Ablauf  des  r^°  Teils  der  ge- 
samten Umlaufszeit  wieder  in  seine  Ausgangslage  zurückgekehrt  a 
und  von  da  an  die  Kurve  noch  [v  —  l)roal  durchlaufen. 
kleine  Deformationen  kann  man  aus  einer  solchen  Kurve  eine  ando| 
erhalten,  die  sich  v  —  \  mal  selbst  überkreuzt.  Also  müssen  1 
eine  Kurve,  die  sich  nicht  selbst  überdecken  und  auch  nidit  t 
selbst  schneiden  soll,  a  und  ß  teilerfremd  i 

Nehmen  wir  ferner  eine  zweite  Kurre  dieser  Art  hinzu, 
etwa  /-mal  im  Sinne  der  Breite  und  ^-mal  im  Sinne  der  1 
herumlaufen  möge,  nnd  hat  diese  Kurve  mit  der  ersten  einen  SchcitG 
punkt  gemein,  so  können  wir  sowohl  die  Breite  <f,  als  die  Länge  u 
von  diesem  Punkt  aus  zählen.  Dann  kann,  unter  Einführung  eines 
geeigneten  Parameters  l,  die  erste  Kurve  dargestellt  werden  durch 
die  Gleichungen: 

<f  =  2axt^,        >!.'  =  2ß:il 
die  zweite  ebenso  durch: 


'f  =  2y7tt^,        rp  =  2öiit^. 


1 
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beiden  Euryen  haben  dann  und  nur  dann  eines  von  (0,  0) 
Terachiedenen  Schnittpunkt  gemein,  wenn  es  möglich  ist,  für  ganze 
Zahlen  A,,  Ä,  die  Gleichungen 

durch  Werte  von  /j  und  t^  zu  erfllllen,  die  selbst  keine  ganzen 
Zahlen  sind.  Aber  die  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebenden 
Werte  von  ^,  und  ^  haben  die  Determinante: 

im  Nenner;  sie  sind  also  dann  und  nur  dann  alle  gauzzahUg,  wenn 
D  in  jeder  der  vier  Zahlen  aßyü  aufgeht.    Soll  aber  D  in  a,  ß, 
d   aufgehen,   so    muß    es   gleich    ±  1   sein  (vgl.  §  67);   und  um- 
gekehrt.    Also  folgt: 

n.    ffenn  u,  ß,  y,  S  der  Bedijigvjig  iJ  =  ±  /  t/enüt/ende,  im  übrigen 

gara  beliebig  vorgeschriebene  Zahlen  nnd,  so  kann  man  »tets  ein 
Stfitem  von  zwei  sich  nur  in  einem  Punkfe  treffenden  Rückkehr  schnitten 
angeben,  von  denen  der  eine  mit  einer  a-maligen  Durchlauf  ung  von  A 
plus  einer  ß -maligen  Durchlauf ung  von  B,  der  andere  mit  einer 
y-maligen  Durchlaufniiy  von  A  plus  einer  tS-maligen  Durchlauf ut^ 
von  B  äquivalent  ist. 

Eis  kann  also  jede  lineare  Periodentransformation  durch  Über- 
gang zu  einem  neuen  Schnittsystem  erreicht  werden. 

Wenn  D  =  +  \  ist,  überschreitet  der  Schnitt  Ä  den  Schnitt  ff 
in  demselben  Sinne,  wie  A  den  B\  wenn  ö  =  —  1  ist,  im  entgegen- 
gesetzten. 

Will   man   zu  einer  vorgelegteii  linearen  Periodentransformation 
die    zugehörige  Änderung  des  Querschnittsyatems   angehen,   so  hat 
man  Satz  VIII  von  §  6  zu  beachten.     Setzt  man  z.  B.: 
F  =^  ~A,       Ä  =  B 

(vgl.  Fig.  29  mit  Fig.  26,  p.  136),  d.  h.  vertauscht  man  die  beiden 
t^nerschnitte  miteinander,  unter  Änderung  der  ßicbtung  des  einen, 
so  bedeutet  das: 
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also  die  Substitution  S,  Setzt  man  aber  an  Stelle  von  A  eine  Linie, 
die  sich  aus  A  und  —  B  zusammensetzt,  indem  man  am  Schnittpunkt 
von  Ä  und  B  jedesmal  auf  die  andere  Linie  übergeht,  und  behält 
man  B  bei  (Fig.  3t)  auf  vor.  Seite),  so  bedeutet  das: 

cöj'  =  (üj,       (O3'  =  a>i  +  (O3, 

also  die  Substitution  T. 

§  78.    Monodromie  der  Verzweigungspunkte. 

Zur  vollständigen  Durchbildung  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  ist  erforderlich,  daß  wir  die  Verzweigungspunkte  der 
KiEMANNschen  Fläche,  die  wir  bisher  immer  als  fest  gegeben  voraus- 
gesetzt hatten,  als  veränderlich  und  die  Perioden  als  Funktionen 
von  ihnen  ansehen.  Bei  Änderung  der  Verzweigungspunkte  ander 
sich  auch  die  KisMANNSche  Fläche;  und  damit  ist  man  unter  um- 
ständen genötigt,  auch  das  System  von  Bückkehrschnitten  zu  modi- 
fizieren, durch  das  man  die  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verwandelt  hat  Denn:  die  Perioden  sind  durch  Litegrale  längs  der 
Schnitte  definiert;  ein  Integral  ist  aber  im  allgemeinen  nur  solange 

p  eine    stetige    Funktion    eines    unter    dem 

/^  T^/- V'    Iiitegralzeichen  vorkommenden  Parameters^ 

^^^^^ *^. — _"-\-.''        als  dieser  Parameter  nicht  Werte  annimmt, 

für  die  ein  Element  des  Integrals  unendlich 
^'  groß  wird.     Sollen  also   die  Perioden  bei 

Änderung  der  Verzweigungspunkte  stetige  Funktionen  derselben 
bleiben,  so  darf  man  keinen  Verzweigungspunkt  einen  Rückkehr- 
schnitt überschreiten  lassen ;  man  muß  sich  vielmehr  die  Deformation 
der  Fläche  in  der  Weise  vorstellen,  daß  die  wandernden  Verzwei- 
gungspunkte die  Schnitte  (Periodenwege)  vor  sich  herschieben.  Das 
wird  jedenfalls  solange  möglich  sein,  als  nicht  zwei  Verzweigungs- 
punkte zusammenfallen  (wo  dann  ein  etwa  zwischen  ihnen  hindurch- 
geliender  Schnitt  nicht  mehr  ausweichen  könnte).  —  Rückt  z.  B.  in 
Fig.  31  der  Verzweigungspunkt  a^  auf  dem  punktierten  Wege  nach 
a^y  so  ist  das  Stück  efg  des  Rückkehrschnitts  B  etwa  bis  efg 
auszudehnen. 

Hier  entsteht  nun  zunächst  die  Frage,  ob  die  so  durch  Integrale 
längs  der  veränderlichen  Querschnitte  definierten  Perioden  eindeutige 
Funktionen  der  Perioden  sind,  oder  von  welcher  Art  ihre  Viel- 
deutigkeit ist.  Um  uns  darüber  Aufklärung  zu  verschafiien,  setzen 
wir    eine    solche    Deformation   der    Fläche    soweit    fort,   bis  jeder 
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Verzweigungspunkt  wieder  an  eine  Stelle  gelangt  ist,  die  auch  in 
der  ursprünglichen  Gestalt  der  Fläche  von  einem  Verzweigungs- 
punkt (demselben  oder  einem  andern)  eingenommen  war.  Dann  hat 
man  wieder  die  ursprüngliche  Gestalt  der  Fläche  vor  sich,  abgesehen 
vielleicht  von  irrelevanten  Abänderungen  (vgl.  I,  §  59).  Aber  das 
Schnittsystem  wird  wenigstens  im  allgemeinen  ein  anderes  geworden 
sein  und  sich  nicht  durch  bloße  Verzerrungen  unter  Festhaltung  der 
Verzweigungspunkte  in  seine  ursprüngliche  Gestalt  zurückbringen 
lassen.  Man  hat  sich  gewöhnt,  den  geschilderten  Prozeß  mit  einem 
etwas  schiefen  Ausdruck  dadurch  zu  bezeichnen,  daß  man  sagt: 
das  neue  Q^erschnittsystem  geht  durch  Monodromie  der  Verzweigungs- 
punkte  aus  dem  alten  hervor. 

Man   kann   zeigen,   daß  man  von  jedem  beliebigen  Rückkehr- 
schnittsystem durch  Monodromie  der  Verzweigungspunkte  zu  jedem 


;  'äy 


V    "• 


Fig.  32. 


Fig.  33. 


andern  gelangen  kann.  Dabei  darf  man,  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
an  ein  beliebiges  Ausgangssystem  anknüpfen;  wir  wählen  dazu  das- 
selbe System  wie  dort. 

Lassen  wir  zunächst  a^  und  a^  ihre  Plätze  wechseln,  indem 
wir  sie  im  Sinne  der  wachsenden  Winkel  zwei  Wege  beschreiben 
lassen,  die  keinen  andern  Verzweigungspunkt  zwischen  sich  ein- 
schließen, so  geht  Fig.  26  in  Fig.  32  über;  es  wird  also  dann: 
Ä  ^  Ä-^  B,    B  =  B   oder: 

Diese  Änderung  des  Schnittsystems  entspricht  also  der  Substitution  S, 
Lassen  wir  femer  a^  und  a^  ihre  Plätze  wechseln,  indem  wir 
sie  im  Sinne  der  wachsenden  Winkel  zwei  Wege  beschreiben  lassen, 
die  den  Punkt  a^  zwischen  sich  einschließen,  den  Punkt  a^  aus- 
schließen, so  entsteht  Fig.  33;^  es  wird  also  dann  A'  =  —  B, 
R  =  A  oder: 


^1   =  -"  ^3» 


6jg         =       (0^. 


Biese  Änderung  des   Schnittsystems  entspricht  also   der  Substitution  1\ 

*  In  Fig.  33  ist  derjenige  Teil  der  Ebene  schraffiert,  über  dem  sich  die 
beiden  Blätter  der  Fläche  vertauscht  haben. 

Bdbkuabot,   Funktionen.    II.  X3 
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Wir  haben  aber  in  §  68  gesehen^  daß  wir  jede  beliebige 
lineare  Periodentransformation  aus  «S  und  7' zusammensetzen  können; 
also  folgt: 

Jede  beliebif/e  lineare  Periodentransformation  kann  durch  Mono- 
dromie  der   Verzwcigunf/spunkte  erzielt  werden. 

Eine  besondere  Klasse  von  linearen  Periodentransformationen 
erhält  man,  wenn  man  die  Verzweigungspunkte  nur  solche  Wege 
durchlaufen  läßt,  daß  jeder  einzelne  wieder  an  seine  eigene  ursprönji- 
liche  Stelle  zurückkehrt.  Man  kann  zeigen,  daß  diese  Klasse  gerade 
aus  allen  denjenigen  Transformationen  besteht,  die  modulo  2  zur 
Identität  kongruent  sind;  doch  wollen  wir  auf  den  Beweis  dieses 
Satzes  hier  nicht  eingehen. 


§  79.    Auswahl  eines  einfachsten  primitiven  Periodenpaares. 

Zum  Schlüsse  dieses,  Abschnitts  wollen  wir  noch  die  Frage  be- 
handeln, ob  man  nicht  aus  allen  primitiven  Periodenpaaren,  die 
eine  doppeltperiodische  Funktion  haben  mag,  eines  als  das  einfachste 
auszeichnen  kann.  Freilich  kann  die  „^^i^f^^l^heit",  von  der  hier 
die  Rede  ist,  nicht  mathematisch  detiniert  werden;  doch  führen  die 
folgenden  Überlegungen  dazu,  wenigstens  im  aUgemeinen  ein  ganz 
bestimmtes  Periodenpaar  als  das  einfachste  anzusehen. 

Man  gehe  von  einem  beliebigen  Periodenpaar  {2oi^,  2(o^)  aus. 
Zunächst   halte    man    2  ro^    fest   und    ersetze    2  o)^    durch   eine    der 

_^ Perioden  2 Wg  -f  2 k^ o^  (>^i  =  0.  ±1,  ±2..\ 

^'*"j  nämlich  durch  diejenige,  die  den  kleinsten 

absoluten   Betrag  hat;   diese  heiße   2ü)^\ 
Man  kann  sie  geometrisch  folgendermaßen 


T    ,.,. 


^ii'j.  2(1*1 


^v,v'u«v/«.i.AOX^mA     *vr*fs^ 


konstruieren:   in   den  Punkten   —  «^  und 
-^i        0        t7j       ;''c/.',        +  oj^   errichte   man  Senkrechte   zu   ihrer 
Pi,r,  34,  Verbindungslinie    und    wähle    unter   den 

Punkten  2  o)^  -f  2  h^  Wj  denjenigen,  der 
zioisclien  diese  Senkrechten  fällt.  Ausnahmsweise  kann  auf  jede 
dieser  Senkrecliteu  ein  solcher  Punkt  fallen,  sodaß  zwei  solche 
Punkte  gleichen  Abstand  vom  Nulljninkt  haben  und  zugleich  einen 
kleineren  als  alle  übrigen :  um  auch  in  diesem  Falle  eine  bestimmte 
Auswahl  zu  treften,  setzen  wir  willkürlich  fest,  daß  dann  der  auf 
der  Senkrechten  durch  —  w^  gelegene  Punkt  für  2  o).^  genommen 
werden  soll. 

Nunmehr  halten   wir  2(ü^  fest  und   ersetzen  2co^   durch   den- 
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jenigen  2<Uj'  nnter  allen  den  Punkten  2io^ -^  2k^(äy,  der  den 
kleinsten  absoluten  Betrag  hat;  mit  der  analogen  Festsetzung  betr. 
den  Ausnahmefall,  wie  oben. 

Hierauf  halte  man  wieder  2wj'  fest  und  ersetze  2«,'  durch 
denjenigen  2W3"  unter  den  Punkten  2  toj'  +  2  Äj  Wj',  der  den  kleinsten 
absoluten  Betrag  hat.    So  fahre  man  abwechselnd  fort. 

Dieser  Prozeß  muß  nun  notwendig  ein  Ende  nehmen.  Denn 
bei  jedem  Schritte  desselben  wird  eine  Periode  durch  eine  andere 
ersetzt,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist;  es  giebt  aber  nnr  eine 
endliche  Anzahl  Perioden,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  eine 
Toi^eschriebene  Größe  ist.  Auch  kann  der  Aasnahmefall,  wenn  er 
bei  einem  Schritte   eingetreten  ist,  beim  nächsten  nur  dann  wieder 

eintreten,  wenn  Wj/Wj  =  e  ^  geworden  ist;  dann  ist  aber  zugleich 
die  Reduktion  beendet. 

Schließlich  können  wir  noch  durch  eine  erentuelle  Vertauschnng 
der  beiden  Perioden  (mit  Wechsel  des  Vorzeichens  der  emen)  er- 
zielen, daß  2  (Uj  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  kleiner  als  2  Wg 
ist'     Setzen  wir  dann  wieder  <t),/w,  =  r  =  a  +  iß,  so  ist  einerseits: 

1)  -iS"<l, 
andererseits  r 

2)  ß'  +  /3^  ^  1. 
Infolge  dieser  beiden  Ungleichungen  wird  _j^iTj>- 

die  ebenfalls  aus  der  vorhergehenden  Entwick- 
lung folgende  Ungleichung: 


von  selbst  erfüllt,  wie  man  aus  Fig.  35  sieht;  außerdem  ergiebt  sich 
noch  ans  ihnen: 

Em  ist  aito  .itets  miigtich,  ein  solches  primitives  Periodenpaar  aus- 
zuwählen, daß  der  Punkt  t  in  das  vom  Einheitskreis  und  den  beiden 
Geraden  R{j)  =  ±  -J-  bet/renzte  Dreieck  fällt;  und  zwar  nur  auf  eine 
Weise,  wenn  wir  von  der  Bei/renzunt/  dieses  Dreiecks  nur  das  in  Fig.  35 
stark  ausgezogene  Stück  mitrechnen. 

'  Weoii  2  u,  und  2  u,  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  aiad',  nehnieu 
wir  von  deo  beiden  Quotienten  i  uud  t~'  denjenigen,  der  den  grSBervn 
Arkns  hat. 
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NEUNTER  ABSCHNITT. 


Ausartungen  der  elliptischen  Funktionen. 

§  80.    Untersuchung  der  Aueartungen  vom  Perioden- 

paraileiogramm  aue. 

VV  ill  man  irgend  eine  Funktion  eingehend  untersuchen,  die 
außer  von  den  zunächst  als  variabel  betrachteten  Argumenten  auch 
noch  von  weiteren  Parametern  abhängt,  so  ist  es  durchaus  erforder- 
lich, auch  solche  Werte  der  Parameter  mit  zu  berücksichtigen,  ftr 
die  die  ursprüngliche  Definition  der  Funktion  zunächst  versagt 
Das  gilt  auch  für  die  elliptischen  Funktionen,  die  außer  von  ihrem 
Argument  auch  noch  vom  Periodenparallelogramm,  bezw.  von  den 
Verzweigungspunkten  der  zu  Grunde  gelegten  BiEMANNschen  Fläche 
abhängen.  Wir  müssen  daher  jetzt  die  Grenzfälle  in  den  Kreis  der 
Untersuchung  ziehen,  die  wir  bisher  ausgeschlossen  hatten:  daß  die 
Verzweigungspunkte  nicht  mehr  alle  voneinander  verschieden  sind, 
und  daß  ein  eigentliches  Periodenparallelogramm  nicht  mehr  vor- 
handen ist. 

Bei  der  Untersuchung  dieser  Grenzfälle  können  wir  zwei  ver- 
schiedene Wege  einschlagen:  wir  können  entweder  die  Verzweigungs- 
punkte oder  die  Perioden  als  unabhängige  Veränderliche  behandeln. 
Wir  wollen  zunächst  die  zweite  Aufgabe,  als  die  leichtere,  in  Angriff 
nehmen. 

Das  Periodenparallelogramm  kann  erstens  dadurch  ausarten, 
daß  eine  seiner  Seiten  —  wir  wollen  annehmen  co^  —  ins  Unend- 
liche wächst,  während  die  andere  endlich  bleibt.  In  diesem  Falle 
können  wir  den  Grenzübergang  an  den  einzelnen  Gliedern  der  un- 
endlichen Reihen  und  Produkte  des  11.,  IV.  und  V.  Abschnitts  voll- 
ziehen. Denn  diese  analytischen  Darstellungen  konvergieren,  als 
Funktionen  von  o)^  betrachtet,  gleichmäßig  auch  noch  für  hm  w^  =  oo, 
wenn  man  nur  an  der  Festsetzung  §  14,  IV  festhält,  was  wir  ja 
auch  stets  gethan  haben. 
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1) 


Wir  erhalten  dann  zunächst: 


71*  o    UTl  TT* 

sm"*- 


4  0)1*  2(01         12  0)1* 

(vgl.  I,  §  52,  Gleichung  17)  und  die  elementare  Relation 
2)  Sa-^=:', 


Ä=l 


6 


und  weiter  (durch  Integration  bezw.  Differentiation  von  (1)  oder  durch 
Ausfuhrung  des  Grenzübergangs  an  den  früheren  Formeln): 


n  .    un     .       71* 


3)  limLW=         cot 1 zM, 


M«Jl« 


4)  lim  (TU  =  e      *  .      -  sm  ^  - , 

'  n  2(ai 


un 

cos  — — 
2o), 


5)  lim  ü  M  =  —  - — i ^-  . 

^  4  0),"        .     -    W7I 

sin'  — -  - 

2  6), 

lim  /?'m  wird  also  innerhalb  des  Periodenstreifens,  in  den  das  Perioden- 
parallelogramm übergegangen  ist,  nur  für  t£  =  «j  Null ;  dazu  gehört 
der  Wert: 

6)  lim  e,  =  lim  vg),  =  --"  -,  • 

Außerdem  wird  lim  p'u  noch  gleich  Null,  wenn  u,  ohne  den 
Periodenstreifen  zu  verlassen,  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite 
hin  ins  Unendliche  geht;  in  der  That  rückt  beim  Grenzübergang 
nicht    nur    o)^,    sondern    auch    cj^   ins    unendliche.     Dabei    wächst 

sin  -— ^  über  alle  Grenzen,  also  wird: 

2  0)1 

7)  lim«,  =  Um«,=  --^- 

Die  Gleichung  zwischen  pu  und  pu  nimmt,  da: 


sin*  - —        sin*  - —  I 
y  2o).  2o).  I 


2  o)i  2  o)i 


"  16  0)i«   I     .    .  «71  .    .   WTT     ^  „     .    ,    WTI  27    > 

sin*  - —        sin*  - —       3  sin"  -— -  -  | 

1         2o)i  2o)i  2o)i  f 
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ist,  in  der  Grenze  die  Gestalt  an: 


*  n« 


8)  lim  {p'  uf  =  4  Wmp^u  -  -^-^,  limp  «  -  ^,6  «,•  ' 

es  ist  also: 

Es  bleiben  also  auch  die  Relationen  zwischen  den  g^^  g^  und 
den  e  (§  18,  12 — 14)  in  der  Grenze  bestehen.  Die  Diskriminante 
(§  32,  19)  wird  in  der  Grenze  Null: 

10)'  lim(?  =  0. 

Was  die  Perioden  IL  Art  betrifft,  so  folgt  aus  (3): 

1 1)  lim  7/^  =  ^^V- ,     lim  7/3  =  00 ,    lim  i]J(ü^  =  j^ . 

Diese  Relationen  widersprechen  der  LEGENDBEschen  Relation 
insofern  nicht,  als  mit  ihnen  verträglich  ist,  daß  rj^  cö,  —  ly^  o^  in 
der  Grenze  endlich  bleibt 

Weiter  erhält  man  aus  den  Formeln  (1)  und  (6): 


lim  {pu  —  e,)  =  7-,  sin-2 _  =  qq\^   — 

also  bei  geeigneter  Vorzeichenbestimmung; 

12)  lim^-  =--  cotr — 
und  ebenso: 

t  o\  1'        0»U  y        (J%U  71        .         y  un 

13)  um   -  -  =  hm  -  -    =  -   -  sin  -  ^  - — 

'  (TU  (TU  2(ü^  2lüi 

Für  die  geraden  Sigmafunktionen  selbst  ergiebt  sich  hieraus: 

14)  lim  ö-j  ?/  =  tf  '**"*'  cos  ~-  ,     lim <j^u  ^  lim  (Tj u  =  « ^**^* ; 

für  die  von  Jacobi  eingeführten  Funktionen: 

15)  limÄ  =  0,     limÄ'=l, 

16)  ]xmw  =   -  ^-  , 

'  2  Wj 

1 7)  lim  sn  xc  =  sin  (lim  tc)^     lim  cnw  =  cos  (lim  ?r),     hm  dnw  =:  1. 

Das  Argument  v  =   —  der    Thetafunktionen    wird     durch    den 
Grenzübergang  nicht  berührt;  das  Periodenverhältnis  r  konvergiert 
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in  der  Weise  ins  Unendliche,  daß  seine  zweite  Koordinate  positiv 
bleibt.     Infolgedessen  wird: 

18)  limÄ  =  0, 

1 9)  lim  iV-  (ü)  =  lim  &^  (i?)  =  1 ,     Hm  ,V-^  {v)  =  lim  i^-^  (r)  =  0, 

20)  lim  h  -  *  *  i9"2  (v)  =  cos  i^  i ,     lim  h  -  */*  fh^  [v)  =  sin  v  ;r. 

Etwas  anders  liegen  die  Verhältnisse,  wenn  man  beim  Übergang 
zu  den  Thetafunktionen  nicht  die  endlich  bleibende,  sondern  die  ins 
Unendliche  wachsende  Periode  2 «3  bevorzugt.     Wird  nämlich: 

gesetzt,  so  wird: 

21)  limr3  =  Ü,     limÄ3  =  l; 

und  man  müßte  erst  untersuchen,  ob  die  Thetareihen  für  A  =  1  noch 
gleichmäßig  konvergieren,  wenn  man  den  Grenztibergang  an  den 
einzelnen  Gliedern  der  Reihe  ausführen  wollte.  Man  könnte  anderer- 
seits an  die  Gleichungen  anknüpfen,  die  die  Sigma  und  die  Theta 
verbinden;  aber  diese  erscheinen  zunächst  in  unbestimmter  Form. 
W'ir  werden  später  von  der  andern  Seite  her  auf  die  Frage  zurück- 
kommen. 

Einen  zweiten  Grenzfall  erhält  man,  wenn  man  auch  noch  die 
zweite  Periode  ins  Unendliche  wachsen  läßt;  doch  so,  daß  das  Ver- 
hältnis der  Perioden  nicht  einem  reellen  Grenzwert  sich  nähert, 
sodaß  das  Periodenparallelogramm  in  der  Grenze  die  ganze  Ebene 
überdeckt.     Man  erhält  in  diesem  Falle: 


22)  limDM  =  — i,     limC?^=      ,      lim<7?f  =  ?/, 

23)  lim  e^  =  lim  e^  =  lim  e^  =  0, 

24)  lim^2  =  0,     lim  (73  =  0, 

25)  lim  -^  =  lim  -^  =  0. 


Wj  (Ol 


Das  Periödenverhältnis  wird  in  diesem  Falle  an  und  für  sich 
unbestimmt,  sodaß  von  Grenzwerten  der  Thetafunktionen  erst  die 
Rede  sein  kann,  wenn  man  darüber  noch  eine  nähere  Fortsetzung 
getroflfen  hat. 

Ausdrücklich  sei  zum  Schlüsse  noch  eine  Voraussetzung  hervor- 
gehoben, die  allen  Rechnungen  dieses  Paragraphen  zu  Grunde  liegt: 
daß  nämlich  dem  u  ein  endlicher  Wert  zukommt,  und  daß  dieser 
Wert  von  dem  Grenzübergang  nicht  in  Mitleidenschaft  gezogen  wird. 


Att*artungeti  da-  eüiplieohea  Funktionen- 

§  81.   Untersuchung  der  Ausartungen  von  der  RiEMANN'schen  FlScta 

aus:   Grenzwerte   des  Integrals   I.  Gattung    beim  ZusammenfallMi 

von  zwei  Verzweigungspunkten. 

NuDoielir  schlagen  wir  den  nm gekehrten  Weg  ein  und  geher 
Ton  der  ßiEMASNschen  Fläche  aus.  Lassen  wir  auf  ihr  zwei  Ver-' 
zwei gnngsp unkte  einander  immer  näher  und  achlieSlicli  zasammak^ 
fallen,  so  haben  wir  vor  allem  zu  beuchten,  daß  sich  dabei  das 
Geaclilecht  (§  3.  11)  der  Fläche  ändert.  Denn  in  dem  Moufiit.  i 
dem  die  beiden  Verzweiguugspniikte  zusammen  fallen,  bort  der  dardi 
sie  vennittelte  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Blättern  an  dieser 
Stelle  »nf.  die  beiden  Blätter  hängen  nur  mehr  durch  die  beidra 
andern  Verzweigungspunkte  zusammen.  Eine  zweiblättrige  fiu^ 
MANNsche  Fläche  mit  nur  zwei  Verzweigungspnnklen  hat  aber  i 
1,  8  6(1  das  Geschlecht  0,  d.  h.  dieselben  Zusammenhangsverhältuisa^ 
wie  eine  Kugel.  Die  elliptischen  Funktionen  müssen  also  bei  dieseoiij 
Grenzübergang  notwendig  ausarten. 

ffekku  Verzweigungspunkte  wir  zusammenrücken  lassen  wolleu 
ist  nach  den  Ergebnissen  von  §  78  gleichgültig.  Wir  wollen  dwi' 
Fall  untersuchen,  daß  «,  mit  «^  zusaramenrüclrt;  jeder  andere  FaH! 
kann  auf  diesen  durch  eine  vorgängige  lineare  Periodentraiisfonnatioal 
zorftckgeführt  werden.  Dm  aber  mit  ganz  bestimmten  Begriffen  zu 
operieren,  müssen  wir  genau  angeben,  auf  welche  Griißen  sich  d« 
Grenzübergang  beziehen  und  welche  von  ihm  unberührt  bleiben- 
sollen.     Wir  setzen  in  dieser  Hinsicht  folgendes  fest: 

h-'ie  in  ß  !  »ei: 

m  -a,(z-  a,){z  -  «,)(=  -  «,)(--  -  «,) 

gesetzt;  a„,  a^.  a^,  a^  .lollen  als  konstant,  e,  als  veränderliah  angesel 
Villi  der  Grenziibei-ffaiir/: 

1)  hm  K,  =  «„ 
vollzogen  werden. 

Unteraueben  wir   nun  unter  dieser  Voraussetzung  zunächst  di 
Integral  erster  Gattung.    Für  alle  diejenigen  Werte  vou  r,  die  m( 
zu    «„    unendlich   benachbart   sind,    darf  der   Grenzübergang 
weiteres  unter  dem  Integralzeichen  vollzogen  werden;  mnn  erhält  also:' 

2)  Um » 


Das  rechts  stehende  Integral  läßt  sich  auch  auf  das  Integral  einerJ 
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rationalen  Funktion  zurückführen,  wenn  man  nach  Anleitung  von 
I,  §  62  die  zweiblättrige  EiEMANKSche  Fläche  mit  zwei  Verzweigungs- 
pnnkt^n  durch  die  Substitution: 

Q\  X    —   (t^     Off    —    ttQ    |u2 

auf  die  Kugel  abbildet.     Man  erhält: 

dl 


4) 


[      lim«  =  ^^_J=^  --^.S^ 

=  7=     ^ iogi^l  +  r;. 

Vflo  («4  -  «o)  («1  -  «o)  *  "^  ^ 


Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  kann  hier  noch  beliebig  ge- 
wählt werden;  eine  Änderung  desselben  hat  nämlich  dieselbe 
Wirkung  wie  eine  Änderung  des  Vorzeichens  von  i;,  und  über  dieses 
ist  durch  die  Gleichung  (3)  noch  nicht  verfügt.  Die  Integrations- 
konstante ist  =  0  zu  setzen,  wenn  man  z  =  a^  (also  ^  =  oo)  zur 
unteren  Grenze  des  Integrals  nimmt.  Dann  lautet  die  Umkehrung 
der  Gleichung  (4),  wenn  noch  zur  Abkürzung: 


4  a)  j/a^  («2  -  a,)[a^  -  aj  =  -  2  c 

gesetzt  wird: 

5)  »^  = =  —  I  cot  (i  c  u\ 

Wählen  wir  das  Querschnittsystem  so,  wie  es  in  Fig.  26,  p.  130 
geschehen  ist,  so  sehen  wir:  ein  Perioden  weg  von  der  Art  wie  B 
reduziert  sich  einfach  auf  eine  Umkreisung  des  Punktes  z  ^  u^  im 
oberen  Blatte;  der  Periodicitätsmodul  to^  ist  nach  §  6,  VIII  ent- 
gegengesetzt gleich  dem  Werte  des  Integrals,  genommen  um  Ä 
dieses  aber  ist  nach  I,  §  45,  II  gleich  2;ri  x  dem  Residuum  der 
Funktion  im  Punkte  a^.     Es  ist  also: 

6)  lim  o>j  = 


Vöo  (««  -  «o)  («1  -  «ü) 

wenn  derjenige  Wert  der  Quadratwurzel  gewählt  wird,  auf  den  sich: 


limy«„(r-«j)(z-f^3) 

im  oberen  Blatte  reduziert  (also  ein  beliebiger  Wert,  wenn  über  die 
Unterscheidung  der  beiden  Blätter  noch  keine  Festsetzung  ge- 
troflFen  ist). 
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Anders  verhält  es  sich  mit  einem  Periodenweg  von  der  Art 
wie  A ;  ein  solcher  geht  in  der  Grenze  über  in  einen  ungeschlosseneu 
Weg,  der  von  dem  Punkte  z  =  a^^^  u^  des  einen  Blattes  um  den 
Punkt  «j  herum  nach  dem  Punkt  z  =  er ^  =  «3  des  andern  Blattes 
fuhrt  Der  Wert  des  Integrals,  genommen  über  einen  solchen  Weg 
ist  unendlich  groß,  da  die  zu  integrierende  Funktion  in  der  Grenze 
in  beiden  Endpunkten  des  Integrationsweges  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  wird.  Damit  hört  dieses  Integral  auf,  als  Periode  eine 
Bedeutung  zu  haben,  und  wir  könnten  es  ganz  bei  Seite  schieben, 
wenn  nicht  liir  die  folgenden  Untei'suchuugen  eine  genauere  Kenntnis 
der  Art,  wie  es  unendlich  srroß  wird,  erforderlich  wäre. 


§  82.    Nähere  Untersuchung  der  ins  Unendliche  wachsenden 

Periode. 

V\\\  diese  Untersuchung  zu  führen,  transformieren  wir  unser 
Integral  zunächst  in  der  in  §  63  gelehrten  Art  auf  die  erste  Xonnal- 
form.     Wir  erhalten  so  zunächst: 

1)  2r.3  =  --.-_---'-,-- -_--^A'(/.), 

wenn  \dv  unter  A' (/.)  den  Wert  des  Integrals: 


-^) 


verstehen,  genommen  auf  einem  Wege,  der  die  beiden  Punkte  1 
und  /.  - '  von  den  beiden  Punkten  0  und  or  trennt.  Bei  denn  Grenz- 
übergang limf^3  =  «,,  geht  die  in  (1)  als  Faktor  stehende  Quadrat- 
wurzel über  in  ]'i0{c^^  —  f^^,){f^Q  —  ce^)'-  ^s  bleibt  also  noch  zn  unter- 
suchen, was  aus  der  Funktion  A"(/.)  bei  Ausführung  des  Grenz- 
übergangs: 

3)  lim  •'/."  ^)  =  jC       oder       lim  /.  =  0 

wird.  Das  bedarf  aber  noch  einer  näheren  Festsetzung.  Wir  dürfen 
den  Fall  ausschließen,  daß  /.  von  Seite  der  negativ  reellen  Werte 
her  dem  Werte  0  sich  nähert,  da  wir  das  durch  geeignete  Nume- 
rierung der  Yerzweigungspunkte  stets  erreichen  können.  Dann 
können  wir  den  Integrationsweg  so  wählen,  daß  er  bei  der  Trans- 
formation : 
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die  nach  §  66,  (4)  das  Integral  (2)  in  sich  überführt,  ebenfalls  in  sich 
transformiert  wird.  Diese  Transformation  führt  nämlich  den  Kreis  um 
den  Nullp.  vom  Radius  A"'»'  in  sich  über,  insbesondere  die  beiden 
Punkte  ±A~*'«;  wir  können  als  einen  Teil  des  Integrationsweges 
eine  beliebige  Kurve  nehmen,  die  von  A~Vt  ausgehend  den  Punkt  1, 
aber  nicht  den  Punkt  0  umkreisend  nach  X  " '/»  zurückführt  und  dal)ei 
ganz  innerhalb  des  genannten  Kreises  bleibt,  als  andern  Teil  das 
Bild  dieser  Kurve  vermöge  der  Transformation  (4)  (in  geeignetem 
Sinne  durchlaufen,  sodaß  der  gesamte  Integrationsweg  sich  nicht 
selbst  überkreuzt).  Die  beiden  Teile  geben  dann  gleiche  Beiträge 
zu  K' [X),  Für  alle  Punkte  des  ersten  Bestandteils  ist  if^lAVt  ^ 
also  sicher  <  1;  wir  können  für  sie  den  Faktor  (1  —  i^""»  unter 
dem  Integralzeichen  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickeln  und 
gliedweise  integrieren.     Wir  erhalten  so: 

^\      yK'll\-C       "^^  ^.  1.3.5...  (2 /!-!).„    r     ;»rf- 

Die  in  der  Summe  auftretenden  Integrale  können  nach  einer  Formel 
der  elementaren  Integralrechnung  (die  man  eventuell  durch  Differen- 
tiation verifizieren  möge)  durch  das  erste  und  durch  algebraische 
Funktionen  ausgedrückt  werden;  nämlich: 


6) 


r     ^wrf:     _  1.3.5  .. .  (2w  -J)  r       d; 
j  Vtcf^l)  "^2.4.6...      (2n)     j],/f(f3T) 

1-^:  -  1)  f  ..„.1        2n_-_l  .„_2        (2n-l)(2n-3)^,_, 
"^  n  \^  ^2n-2^  ^  (2w  -  2)  (2n  -  4)^ 

(2n  -  l)(2yi  -  3) .  .  .  5  .  3  1 
■^  •  *  *  "^  ~{2n-  2)(2w"-  4).~.4.2  J  ' 


Es    handelt    sich    also  wesentlich   noch    um    die    Bestimmung   des 
Wertes  des  Integrals: 

7)  ./=r-.^'^ 

für  den  oben  angegebenen  Integrationsweg.    Durch  die  Substitution: 

geht   das  Integral    bei  geeigneter  Verfügung    über   das  Vorzeichen 
von  t  über  in: 

T  i^  r    dt  .  I       1  +  ^ 
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Dem  angegebenen  Integrationswege  entspricht  in  der  I' -Ebene  ein 
Weg,  der  von  ^*  =  1  —  yp-  ausgehend  den  Nallpunkt,  aber  nicht  den 

unendlich  fernen  Punkt  in  seinem  Innern  enthält  und  nach  1  — 11 
zurückführt.  Wir  dürfen  ihn  auf  die  hin  und  zurück  durchlaufene 
geradlinige  Strecke  von  1  —  )//,  nach  0  zusammenziehen;  dann  ent- 
spricht ihm  in  der  ^- Ebene  ein  ungeschlossener  Weg,  der  von  einem 
der  beiden  Werte  der  WurzelgröBe  yi  —  yi  geradlinig  nacli  dem 
andern  führt.  Durchläuft  t  diesen  Weg,  so.  nimmt  der  Arkns  von 
1  +  ^  um  denselben  Winkel  zu,  ¥rie  der  von  1  —  ^  ab;   und  zwar. 

da  unter  yX  der  Hauptivert  verstanden  war,  um  einen  Winkel,  der 
'^n  ist.      IFir  erhalten  also  in 


8 


9)  /  =  2  flog It VVl^E  =  2 .log  (L±]51D_ 

1  -  yi  -  yr  V  ^ 

den  Hauptwert  des  Lo<jarithmus, 

Was  die  algebraischen  Glieder  betrifft,  so  ist  zu  beachten: 
zwar  hat  ^  an  der  untern  und  obem  Grenze  der  Integration  den- 
selben Wert,  nämlich  den  Hauptwert  von  A-V»,  aber  für  die  Wurzel- 
größe y^(tJ  —  1)  sind  an  den  beiden  Grenzen  entgegengesetzte  Werte 
zu  nehmen,  da  der  Integrationsweg  einen  ihrer  Yerzweigungspunkte 
umkreist     Wir  erhalten  also: 


10) 


..„  =  „„,L^tj^U{,^|;(--.<-^)V) 


^«-1 


Ä  1  .3.5  .  .  .  (2n  -  1)  yi  -  |/r  fy;-    .    2.i  -  1    z^- 
+  4^:^^2^^-g  ^2-^^j |r-     ■f-2,,-2»'- 

(2w-l)(2n-3)  ^.  n-2  (2f;-l)(2n-3)...5.3yyl 

■*"  (2V- 2)  ( 2"n  -  4)  ^  -t-  •  •  •  "^(2n-2H2n-4)...4.2  '     |  ' 

In  dieser  Gleichung  ist  für  yX  der  Hauptwert  zu  nehmen;  für 
y  i  —  ]  il  kann  ein  beliebiger  der  beiden  dann  noch  möglichen  Werte 
genommen  werden,  da  eine  Vertauschung  der  beiden  Werte  die 
Funktion  Ä''  (A)  nur  im  Vorzeichen  ändert  und  dieses  bis  jetzt  noch 
nicht  fixiert  ist.  Sie  gilt  ihrer  Ableitung  zufolge,  solange  X  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1  und  nicht  negativ  reell  ist 

Man  erhält  übrigens  auch  für  die  bei  lim  P.  =  0  endlich  blei- 
bende Periode  eine  ähnliche,  wiewohl  einfachere  Entwicklung. 
Definiert  man  nämlich  KQ.)  als  den  Wert  des  Integrals 

11)  Ä'(;.)=  r  ^=^i^ r^  , 
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genommen  auf  einem  Wege,  der  die  Punkte  0  und  1  umgiebt,  so 
konvergiert,  wenn  ^ '  <  1  ist,  die  binomische  Entwicklung  des 
Faktors  (1  —  i  f )  ~ ' «  fUr  alle  Punkte  dieses  Integrationsweges.  Man 
erhält  so  eine  ähnliche  Entwicklung  wie  (6);  aber  die  algebraischen 
Glieder  fallen  weg,  da  jetzt  der  Integrationsweg  die  beiden  Ver- 
zweigungspunkte der  Wurzelgröße  umschließt,  und  zur  Berechnung 
des  Integrals 

r  _rfj 

kann  der  Integrationsweg  auf  eine  den  unendlich  fernen  Punkt  um- 
schließende Kurve  zusammengezogen  werden.  Man  tindet  so  (oder 
durch  die  Substitution  cr=sin^t/;)  als  Wert  dieses  Integrals  2;r, 
und  folglich: 

Mit  Hilfe  dieser  Reihenentwicklungen  sind  wir  nun  im  stände, 
die  gewünschten  näheren  Angaben  über  das  Unendlichwerden  von 
2  («3  und  von  r  für  limÄ  =  0  zu  machen.  Der  in  (10)  auftretende 
Logarithmus  wird  für  A  =  0  unendlich;  man  kann  ihn  ersetzen  durch: 

2iog(i  +  vn:7r)-  logyx 

und  erhält  so,  nach  geeigneter  (d.  h.  mit  §  14,  IV  übereinstimmender) 
Festsetzung  der  Vorzeichen: 

1 3)  lim  (  2  «3  +  -^-'^- *  log A 1  =    ^_^82^^^_. 

und  femer: 

1 4)  lim  {rni  —  log  i)  =  —  4  log  2. 


Daraus  folgt: 

15) 

um  ^— 

1 

=  T6"' 

also  als  wesentlichstes  Resultat  dieser  ganzen  Untersuchung: 

ff'enn  der  Abstand  zweier  Verzweigungspunkte  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich  klein  wird,  wird  ein  Wert  der  Große  h  =  e^"^  eben- 
falls von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein. 

Dieses  Resultat  würde  für  viele  Zwecke  bereits  genügen;  für 
andere  ist  es  erforderlich,  darüber  hinaus  noch  Näheres  über  das 
Verhalten  von  h  als  Funktion  von  X  in  der  Umgebung  von  i  =  0 
zu  wissen.     Auch  darüber  geben  die  Formeln  (10)   und  (12)  Auf- 
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Schluß.  Sie  zeigen,  daß  sich  iT' (Ä)  +  4  log  )//  und  l:I^{?J)  nach  Po- 
tenzen von  )//.  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  entwickeln 
lassen;  und  zwar  konvergieren  diese  Entwicklungen  sicher,  solange 
A '  <  1  ist,  wie  für  die  erste  aus  elementaren  Sätzen  über  die 
Binomial-  und  die  logarithmische  Reihe,  für  die  zweite  daraus  hervor- 
geht, daß  nach  §  53,  (3)  A'  (A)  für  Ä :  <  l  von  Null  verschieden  ist 
Also  konvergiert  auch  die  Entwicklung  von  h  nach  Potenzen  von  i 
sicher  für     ),    <  /. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  ersten  Glieder  dieser  Heihen- 
entwicklun^'en  aufzustellen;  doch  gelangt  man  einfacher  auf  folgendem 
Wege  zum  Ziele.     Die  Gleichungen  §  (>3  (7)  und  §  56  (12)  gebeL: 

.  _  xV(0)  __  16/p(l  +  Ä»  +  .  .)* 
'  ""  »V(.ö)  ""     (i+2'h  +"..)* 

=  16Ä(l  +4:h^+  ..)(!  -8Ä+40A«-  16ÜÄ8+  .  .  ) 

=  1GÄ{1  -.8Ä  +  44A2-  192Ä3+  .  . .); 

durch  Umkehrung  erhält  man  hieraus: 

Nur  erhält  man  auf  diesem  Wege  nicht  die  Sicherheit,  daß  der 
Konvergenzkreis  dieser  Reihe  wirklich  so  groß  ist,  wie  oben  an- 
gegeben. 

§  83.    Fortsetzung  der  Untersuchung.    Die  Thetanullwerte. 

Durch  die  Besultate  des  vorigen  Paragraphen  ist  der  AnschluB 
der  in  den  beiden  letzten  geführten  Untei-suchungen  an  die  von  §  80 
gewonnen.  Wir  sehen,  daß  die  dort  angegebenen  Verhältnisse 
jedesmal  dann  eintreten,  wenn  wir  zwei  von  den  vier  Verzweigungs- 
I)unkten  der  zu  Grunde  gelegten  RiEMANNschen  Fläche  zusammen- 
fallen lassen.  Wir  können  nämlich  von  den  zu  Beginn  von  §  81 
getroffenen  Annahmen  über  die  Auswahl  der  zusammenrückenden 
Verzweigungsjmnkte  und  ül)er  die  Zerschneidung  der  RiEMANXschen 
Fläcl.e  durch  die  Formeln  der  linearen  Periodentransformation 
(Abschnitt  VIll)  zu  beliebigen  andern  Annahmen  übergehen.  Eis 
folgt  daraus:  A\'enn  man  zuerst  eine  zweiblättrige  Fläche  mit  vier 
getrennt  hegenden  Verzweigungspunkten  durch  zwei  (im  übrigen  be- 
liebig gewählte)  Rückkehrschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verwandelt  und  die  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  1.  Gattung  an 
diesen  Schnitten  mit  2  w^,  2  (o.^  bezeichnet  hierauf  zwei  Verzweigungs- 
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punkte  zusammenrücken  läßt,  so  konvergiert  das  Periodenverhältnis 
T  =  Wg/cüj  im  allgemeinen  gegen  einen  bestimmten  reellen  rationalen 
Grenzwert;  und  man  kann  einen  beliebigen  solchen  Grenzwert  er- 
reichen, wenn  man  das  Schnittsystem  zu  Anfang  passend  wählt.  Die 
Größe  Ä  =  e'"»  konvergiert  dabei  gegen  eine  Einheitswurzel.  Bei 
besonderer  Wahl  des  Querschnittsystems  wächst  das  Periodenverhältnis 
beim  Zusammenrücken  zweier  Verzweigungspunkte  in  der  Weise  ins 
Unendliche,  daß  lim  Ä  =  0  wird. 

Auf  Grund  dieser  Sätze  können  wir  die  Abhängigkeit  der  Theta- 
nullwerte  von  den  VerzweigungspuQkten  unabhängig  von  den  Ent- 
wicklungen der  Paragraphen  47  und  59  folgendermaßen  feststellen: 
Wie  aus  §§  72  und  75  hervorgeht,  bleibt  d-^'^o)^"-  ungeäudert  bei 
jeder  linearen  Transformation,  die  mod.  2  zur  Identität  kongruent 
ist  Daraus  folgt  nach  §  78,  daß  dieser  Quotient  eine  eindeutige 
P^unktion  der  Verzweigungspimkte  ist.  Feiner  folgt  aus  §  53,  (3)  und 
§  48,  I,  daß  dieser  Quotient  für  jeden  von  a^^y  a^,  a.,  verschiedenen 
endlichen  Wert  von  a^  regulär  und  von  Null  verschieden  ist. 

Wenn  c^^  mit  a^^  zusammenfällt,  wird  A  =  0,  also  i9-^  ==■  1  und 
iV-g  verhält  sich  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  regulär. 

Wenn  a^  mit  a^  zusammenfallen  soll,  so  nehmen  wir  erst  die 
Transformation  T'^ST  vor,  die  a^^  und  a^^  vertauscht  (§  78)  und  die 
Perioden  folgendermaßen  transformiert: 

1)  «j  =  Wj  +  («3,      fö^=co^,      T  = 


1  +  T 

Man  erhält  für  sie: 

^'  (v^,r = m^ 

lassen  wir  also  jetzt  a^   mit  r/^,   d.  h.   mit  ä\y  zusammenfallen,    so 

wird  Ä  =  0,  6\  bleibt  endlich  und  von  Null  verschieden;  es  wird 
also  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  und  folglich  auch  die  linke 
Null,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung. 

Wenn  a^  mit  a^  zusammenfallen  soll,  so  findet  man  in  ganz 
analoger  Weise  durch  Anwendung  der  Transformation  T,  daß  dabei 
»V-jj*Wj-2  regulär  und  von  Null  verschieden  bleibt. 

Nun  müssen  wir  noch  untersuchen,  wie  ^^^:}'(o^  sich  verhält, 
wenn  wir  a^  über  alle  Grenzen  wachsen  lassen.  Unbeschadet  der 
Allgemeinheit  können  wir  annehmen,  daß  dabei  cc^^  so  gegen  Null 
konvergiert,  daß: 

lim  (flo  a^)  =  a^^' 
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endlich  und  von  Null  verschieden  bleil)t,  da  wir  die  Abhängi^»t 
des  iV-  von  a^  nachher  noch  besonders  feststellen  werden.  Dann 
reduziert  sich  die  Funktion  4.  Grades  unter  dem  Wurzelzeichen  auf 
eine  Funktion  3.  Grades,  der  ThetanuUwert  und  die  Periode  im 
Nenner  bleiben  endlich  und  von  Null  verschieden.  Wenn  aber 
andererseits  a^  gegen  0  konvergiert,  wird  co^  von  der  \.  Ordnon; 
unendlich,  »9-3  bleibt  endlich ,  die  zu  untersuchende  Funktion  mui 
also  =  a^^  mal  einer  von  //,.  unabhängigen  Größe  sein.  £3  ist  also 
i^^*l(o^^  eine  auf  der  ganzen  Kugel  bis  auf  einen  im  Unendlichen 
liegenden  einfachen  Pol  reguläre  und  folglich  nach  I,  §  44,  V  eine 
rationale  ganze  Funktion  ersten  Grades  von  «3-,  wir  können  schreiben: 

wo  c  nur  noch  von  f^,„  «3,  «3  abhängt.    Mit  Hilfe  der  Gleichungen 

§  82,  (12)  und  (15)  findet  man: 

Ebenso,  oder  durch  Anwendung  geeigneter  linearer  Sabstitutionen. 
wird  erhalten: 

§  84.    Zusammenrucken  von  mehreren  Verzwelgungspunkien. 

Lassen  wir  noch  einen  dritten  Verzweigungspunkt  mit  den  beiden 
schon  zusammengerückten  zusammenfallen,  so  werden  wir  von  der 
RiEMAXNSchen  Fläche  her  auf  denjenigen  Ausartungsfall  geführt  den 
wir  vom  Periodenparallelogramm  her  am  Ende  von  §  80  erhalten 
hatten.     Es  wird  nämlich  dann: 

1)  lim?/  =  /         .     .     .'_-  ■ :, 

also  gleich  einem  Integral,  das  als  Integral  zteeiter  Gattung  auf  der 
zweiblättritren  Fläche  mit  zwei  Verzweigungspunkten  anzusehen  ist 
Ein  solches  Integral  ist  aber  notwendig  gleich  einer  algebraiidu» 
Funktion  der  oberen  ( Frenze.  Denn  auf  der  zweiblättrigen  Fläche 
mit  nur  zwei  Verzweigun^rspunkten  giebt  es  eine  algebraische  Funktion, 
die  nur  in  einem  Punkte  und  in  diesem  nur  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  groß  wird.  Wählen  wir  einen  konstanten  Faktor  so,  diß 
die  Residuen  beiderseits  gleich  werden,  so  müßte  die  Differenz 
zwischen  dem  Integral  und  dieser  Funktion  ein  Integral  I.  Oattong 
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;  ein  solches  giebt  es  aber  auf  der  zweiblättrigen  Fläche  mit 
nur  zwei  Verzweigungspunkten  nicht,  diese  üifferenK  muß  also  koii- 
stant  sein.  In  der  That  findet  man  durch  Äusfilhruiig  der  lnt«gratiüu 
nach  eleoientarea  Metboden: 


2) 

Andererseits   i 
diesen  Fall: 
■3) 


rgiebt   jede  der  öleichongen  (4)    von 
Um«a  =  ^-^^^'^"-"?. 


Tergleichung  von  (2)  und  (3)  führt  auf  die  Gleichung  (22)  von  §  80 
und  damit  auf  die  dort  noob  folgenden  Grieichungeu  zurück. 

Aber  das  ist  nicht  die  einzige  Art,  wie  drei  Verzweigungs- 
punkte in  einen  'zusammenrücken  können,  sondern  ein  sehr  spezieller 
Fall.  Von  der  großen  Zahl  der  liier  denkbaren  Möglichkeiten  i«t 
besonders  noch  eine  von  Interesse:  wir  können  die  drei  Ferzweit/unffS- 
punkte  auch  so  zusammenrücken  lasseji,  daß  ihr  Doppelverhältnis  mit 
dem  vierten  einem  bestimmten  von  0,  1,  OS  verschiedenen  Grenzwert 
sich  niihe^t.  Nun  haben  wir  in  §  63  gesehen,  daß  jedes  elliptische 
Integral  I.  Gattung  sich  umformen  läßt  in  das  Produkt  aus  einem 
Integral  (lei'Sflben  Art,  das  nicht  mehr  von  den  einzelnen  V^er- 
zweigungspunkten,  sondern  nur  noch  von  ilirera  üoppelverhältnis 
abhängt,  und  einem  von  j-  unabhängigen  Faktor.  Dieser  Fak-tor 
hebt  sich  weg,  wenn  wir  die  Quotienten  o  =  w/2  Wj,  r  =  ('»Jf^t,  bilden; 
die  Thelafunktionen  werden  also  von  einem  solchen  Grenzübergang  gar 
nicht  berührt. 

Wir  fragen  ferner,  was  aus  unsera  Formeln  wird,  wenn  wii- 
zweimal  je  zwei  Verzweigungspunkte  zusanmienrilcken  lassen.  An 
der  ersten  oder  zweiten  Normallorm  ist  die  Ausführung  dieses  Grenz- 
übergangs nicht  möglich,  aodaß  man  bei  ausschließlichem  Gebrauch 
ir  dieser  Nonnalformen  an  diesem  Grenzfall  ganz  vorbeigeflilirt 
wird;  dagegen  kann  man  hier  die  dritte  Normalform  benutzen.  Setzt 
man  nämlich  in  ihr  fi  =  1 ,  so  fällt  nicht  nur  der  Verzweigungs- 
punkt (i'-  mit  1,  sondern  gleichzeitig  auch  — /i--  mit  —  1  zu- 
sammen. Wir  brauchen  aber  gar  nicht  erst  auf  eine  bestimmte 
Normalform  zu  transformieren,  sondern  können  mit  den  allgemeinen 
Formeln  operieren.     Es  kommt  dann: 


liu 


v^/t 


-.ll' 


(». - 


i'V". 


lim  (Dj  =  - 


Bauai.u>T,  FwiMiaii.ii. 


-«••- 
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in.    f^enn   u   stetig   von  u   bis  co^  wächst^    nimmt  pu  Mietig  «m 

+  00  bis  «j  ab. 

Hätte  die  Gleichung 
1)  4z»-^,  z-^,  =  0 

eine  Wurzel  z  ^  e^^  die  algebraisch  größer  als  e^  wäre,  so  würde 
pu  diesen  Wert  e  in  irgend  einem  Punkte  zwischen  0  und  ia  an- 
nehmen müssen.  Dann  wäre  aber  in  einem  solchen  Punkte  p'u=^Q, 
was  nicht  sein  kann.    Also  folgt: 

IV.  e^=p(o^  ist  in  unserm  Falle  die  algebraisch  größte  Wurzel 
der  Gleichung  (1)  und  daher  notwendig  positiv. 

Lassen  wir  u  von  a>^  bis  2co^  weiter  wachsen,  so  durchlauft 
pu  dieselben  Werte  in  umgekehrter  Reihenfolge;  denn  aus  §  17(7) 
und  daraus,  daß  pu  eine  gerade  Funktion  von  u  ist^  folgt: 

p{(0^  +«)  =  />(«!  -!£). 

ü.  s.  w. 

Um  auch  fiir  rein  imaginäre  Werte  von  u  über  das  Verhalten 
von  pu  Näheres  zu  erfahren,  gehen  wir  aus  von  den  Homogeneitäts- 
relationen  §  17,  (10)  und  (11).  Setzen  wir  in  ihnen  ju  =  i,  so  er- 
halten wir: 

9z  (^1  h  Wj  i)  =  -  5^3  («1 ,  (o^)j 
p(u\a)^i,  (ü^i=  -p{ui\o)^,  ©3), 
bez  w. : 

P{^\  9%^  -^3)=  - />(««;  9v  9^\ 

Sind  €j,  e^,  e^  die  Wurzeln  der  Gleichung  4  z'  —  ^^  z  —  y^  =  0, 
so  sind  —  ^1,  —  ^2  >  ""  ^3  ^^®  ^^^  Gleichung  4  Zj  —  ^^  r  +  y^  =  0. 
Wenden  wir  also  die  Sätze  EL — IV  auf  die  Funktion  p{u\  g^,  —g^) 
an  und  übertragen  die  Ergebnisse  auf  die  Funktion  p{ui;  g^,  g^ 
so  erhalten  wir: 

V.  Wenn  u  rein  imaginäre  Werte  von  0  bis  0)3  stetig  durchtämftf 
so  durchläuft  p  u  stetig  wachsend  reelle  Werte  von  —  QO  bis  zu  der 
algebraisch  kleinsten  (also  notwendig  negativen)  Wurzel  der  Gleichung  (1). 

Die  Werte  von  pu  für  andere  rein  imaginäre  u  ergeben  sich 
hieraus  wie  oben.  Übrigens  folgt  noch  aus  IV  und  V  mit  Rücksicht 
auf  §  18,  (12): 

VI.  In  unserm  Falle  sind  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  redl. 
Für  complexe  Argumente  (m  +  vi)   erhält   man   dann   die   xu- 
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der  Funktion  gehören.  Dann  muß  aber,  wenn  irgend  eine  com- 
plexe  Zahl  2  co  Periode  der  Funktion  ist,  auch  die  zu  ihr  konjugiert 
complexe  Zahl  Periode  sein.  Da  nun  Summe  und  Differenz 
zweier  Perioden  wieder  Perioden  sind,  und  da  die  Summe  zweier 
konjugiert  complexen  Größen  reell,  ihre  Differenz  rein  imaginär  ist, 
so  folgt: 

Unter  den  Perioden  einer  doppeltperiodischen  Funktion ,  die  für 
reelle  H^erte  des  Arguments  selbst  reell  ist,  sind  stets  sowohl  reelle,  als 
auch  rein  imaginäre. 

Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  entweder  bilden  die 
kleinste  positiv  reelle  und  die  kleinste  positiv  imaginäre  Periode  zu- 
sammen ein  primitives  Periodenpaar  (§  67),  oder  das  ist  nicht  der 
Fall.     Diese  beiden  Fälle  sind  getrennt  zu  behandeln. 

§  86.    Das  Periodenparallelogramm  ein  Recliteck;  pu  und  pu. 

Wenn  die  kleinste  positiv  reelle  und  die  kleinste  positiv  imagi- 
näre Periode  zusammen  ein  primitives  Periodenpaar  bilden,  sodaß 
ein  elementares  Periodenparallelogramm  ein  Rechteck  ist,  bezeichnen 
wir  die  erstere  mit  2  «j,  die  letztere  mit  2  «3.  Das  Periodenverhältnis 
T  =  «j/cöj  wird  dann  positiv  imaginär,  sodaß  diese  Festsetzung  der 
bereits  §  1 4,  IV  getroffenen  und  seitdem  festgehaltenen  nicht  wider- 
spricht Die  Glieder  der  Reihen  §  17,  (3)  und  (4)  sind  dann  (für 
reelle  u)  teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  imaginär;  wir  erhalten 
somit  zunächst  den  Satz: 

I.  In  unserm  Fall  sind  die  Invarianten  y^,  g^  reell  und  die  Funk- 
tionen puj  pu  nehmeji  für  reelle  W^erte  des  Arguments  selbst  reelle 
Werte  an. 

Wir  fragen  weiter  nach  den  Vorzeichen  dieser  Funktionen. 
Für  hinlänglich  kleine  Werte  von  u  geben  uns  darüber  die  Reihen 
§  18,  (2)  und  (3)  Auskunft,  da  för  solche  Werte  nach  I,  §  38,  VIII 
(vgL  auch  I,  §  43,  IV)  das  erste  Glied  dieser  Reihen  die  Summe 
aller  folgenden  überwiegt     Sie  zeigen  nämlich: 

n.  Für  dem  absoluten  Betray  nach  kleine  reelle  Werte  von  u  ist 
in  unserm  Faüe  pu  positiv,  p  u  hat  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
wie  u. 

Lassen  wir  nun  u  von  0  an  wachsen.  Zunächst  ist  pu  positiv, 
p'  u  negativ;  pu  nimmt  also  ab.  pu  bleibt  negativ,  bis  es  Null  wird; 
das  geschieht  (vgl.  §  18,  p.  47)  zum  ersten  Male  bei  u  =  coy  Dort 
wird  pu  =  e^  also  folgt: 

14* 
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§  87.    Das  Periodenparallelogramm  ein  Rechtecic;  die  Signa, 

die  Funktionen  Jacobi's  und  die  Tlieta. 

Für  die  Fortführung  unserer  Untersuchungen  ist  es  zunächst 
erforderlich  zu  wissen,  wie  es  in  dem  von  uns  betrachteten  Falle 
mit  der  Realität  der  in  §  32  eindeutig  definierten  Werte  gewisser 
Wurzelgrößen  steht  Darüber  geben  die  Darstellungen  dieser  Wurzel- 
größen durch  unendliche  Produkte  Auskunft.     Sie  zeigen: 

I.  Versteht  man  unter  2o)^  die  reelle,  unter  2(o^  die  rein  imagi" 
iiäre  Periode^  so  werden: 

y^i  "~  ^a  ^^^  y^i  —  *3  P^*"^^^  reell; 

y*2  ""  *3  ^^9^"^  reell; 

y^2  "~  ^1  P^^^^^  imaginär; 

y^3  "~  ^1  ^^^  y^s  "~  ^2  w^^öftü  imaginär. 
Die  Werte  der  vierten  Wurzeln  aus  den  Differenzen  der  e  sind 
erst  bestimmt,  wenn  über  den  der  Quadratwurzel  aus  (o^  bei- 
zulegenden Wert  eine  bestimmte  (an  und  für  sich  willkürliche)  Fest- 
setzung getroflfen  wird.  Hier,  wo  co^  reell  und  positiv  ist,  werden 
wir  diese  Festsetzung  zweckmäßigerweise  so  treffen,  daß  wir  y2o>j/,T 
ebenfalls  reell  positiv  nehmen;  dann  werden  die  Arcus  von: 

4  4  4  4  4  4 


y«!  -  ~<^t  is  -  "i 

y^2  ^3 

V^3  -  ^2 

y^3  -  ^1 

he/.vi.  gleich: 

2)        0             A"- 

871 

2 

871 

4 

871 

4 

0. 

Die  Größen  Yk   und  j/X*'  werden  dann  beide  positiv  reell  und  also 
beide  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1. 

Die  Kealitätsverhältnisse  der  Sigmaquotienten  könnten  wir  aus 
iliren  Darstellungen  durch  unendliche  Produkte  (§  31)  entnehmen. 
Einfacher  ist  es,  direkt  an  ihre  Ausdrücke  durch  pu  anzuknüpfen 
und  die  den  auftretenden  Wurzelgrößen  beizulegenden  Werte  da- 
durch zu  bestimmen,  daß  wir  ihre  Werte  für  einzelne  Argument- 
werte durch  die  soeben  untersuchten  Wurzeln  aus  den  Differenzen 
der  f?„  ausdrücken  (§  32,  12,  13).  So  findet  man  z.  B.,  daß  die 
Funktionen : 


(TU  1  o-|  M  Yp  11  —  <?j        a^ u Yp w  —  «, 

(Tg  11      Yp  u  -  c^      (7,  u      Yp  w  -  f ,       er,  u      Yp  **  -  ^s 

in  den  Ecken  des  in  Satz  IX  von  §  86   erwähnten  Rechtecks  die 
in  der  folgenden  Tabelle  angegebenen  Werte  haben: 
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3^ 


0 


0), 


—  ö>. 


(O, 


I        II 

(T,  U 

er,  t« 


0 


1 


1 


0 


0 


CX) 


CX) 


00 


Aus  dieser  Tabelle  ergiebt  sich  für  die  von  Jacobi  eiDgetiihrten 
Fuiiktionen  die  folgende: 

10       K     K  +  ir       tX' 


4) 


snw 


cnw 


dnw 


0 


1 
1 


1 


0 


1 

k 

CX) 

CX) 

0 

CX). 

(In  der  Überschrift  dieser  Tabelle  ist  mit  Jacobi: 


5) 


K  = 


(Ot 


K'  = 


to. 


gesetzt.) 

Aus  diesen  Werten  der  Funktionen  in  den  ICcken  des  Rechtecks 
schließt  man  auf  ihre  Werte  längs  seiner  Seiten.  Ihre  Werte  längs 
der  Seiten  der  anstoßenden  Rechtecke  ergeben  sich  dann  aus  dem 
Spiegelungsprinzip.  Die  Resultate  sind  in  den  nachfolgenden  Figuren 
dargestellt^  in  denen  die  Linien,  längs  deren  die  betr.  Funktion: 

positiv  reelle  Werte  hat,  ausgezogen , 

negativ  reelle  Werte  hat,  gestrichelt , 

positiv  imaginäre  Werte  hat,         strichpunktiert  —  • •  — , 

negativ  imaginäre  Werte  hat,        punktiert 


lifkiK 


I 
i 


ii'4£_ 


i^o 


}\ 


I 
I 
I 


1  '  • 

hK    :KnK'  A'*iK'  ikK^iK' 

Je  Xj         .l\ll  3o 


I 
i  • 


i  i  ! 


J-  Ä'«   w 


Fig.  36. 


-ft 


w.KfiX'    iRfiX' oRfiK  ^^     J5Ä'V^' 


I 

er« 
I 
I 
I 
I 


1.7      O  ^1  0 

XmCntv 
Fig.  37. 


i^ 
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sind.    Zum  Verständnis  dieser  Fignren  sei  noch  bemerkt:  gehen  tod 
einem  Punkte  verschiedene  Linien  aus,  längs  deren  z  positiT,  und 

andere,  längs  deren  z  negativ  *  reell  ist,  so 
müssen  in  den  Winkelr&umen  zwischen  ihnen 
abwechselnd  Linien  hegen,  längs  deren  z 
positiv,  bezw.  negativ  imaginär  ist.  Bei  posi- 
tiver Umkreisung  eines  Punktes,  in  dem  r  =  0 
ist,  folgen  diese  Linien  in  der  Beihenfolge: 
+  1,  +  t,  —  1,  —  t  aufeinander,  bei  pantiver 
Umkreisung  eines  Punktes,  in  dem  xr  =  oo  iBt> 
in  der  entgegengesetzten. 

Wird   das  Argument   der   Thetafunktionen 
durch  die  Gleichung: 


"         •         I 


■r» 


II'' 


I-' 

I 


jiCiK'  äVäät'  i^K^iK* 


2.nko 


■■> 


6) 


V 


2  6)| 


eingeführt,  so  wird  es  für  reelle  Werte  von  k 
ebenfalls  reelL  Die  BeihenentwicUangen 
§  42  (9)  und  §  44,  (1)  bis  (3)  enthalten  dann  f&r 
reelle  u  trigonometrische  Funktionen  reeller 
Winkel,  für  rein  imaginäre  u  =  n^  t  können  an  ihrer  Stelle  Ex- 
ponentialfunktionen von  Mj  gesetzt  werden,  sodaß  man  erhält: 


z.dn  w 
Fig.  38. 


7) 


,'\[vi  x) 

&,{vi\T) 

l    .^3(t;i'r) 


Wenn  aber  die  reelle  Periode  dem  absoluten  Betrage  nach 
größer  ist,  als  die  rein  imaginäre,  so  ist  es  vorteilhafter,  Beihen  zu 
benutzen,  die  nach  Potenzen  von: 


8) 


Äj   =  tf 


fortschreiten.     Dann  muß  man  auch  anstatt  v  die  Größe: 


9) 


"1  =  20,. 


einführen,  die  für  reelle  Werte  von  u  rein  imaginär,  für  rein 
imaginäre  Werte  von  u  reell  ist.  In  diesem  Falle  enthalten  also 
die  Entwicklungen  für  reelle  u  Exponentialfunktionen,  för  rein 
imaginäre  u  trigonometrische  Funktionen  reellen  Arguments. 


g  88.    Das  PirioäenpaniUalognmm  ein  Rkomlma. 


%  88.    Das  Periodenparallelogramm  ein  Rhombus. 

Wir   haben    noch   den    zweiten  Fall   zu   betrachten,   daß  zwar 
sowohl  reelle,  als  auch  rein  imaginäre  Perioden  vorhanden  sind,  dalj 
aber  die  kleinste  reelle  und  die  kleinste  rein  imaginäre  Penode  zu- 
sammen kein  primitives  Periodenpaai-  bildf.u. 
Wir  bezeichnen  die  eratere  mit  —  2  w,,  die 
letztere  mit  —  2  Wj'.    Im  Innern  des  durch 
sie  bestimmten  Parallelogramms  muß  min- 
destens noch  ein  Periodenpunkt  liegen;  sei 
a  +  ßi  ein  solcher  Punkt.     Dann  ist  auch 
*^- ^ä-  u  —  ßi  eine  Periode,    also  sind    anch    2  a 

und  "iß  Perioden  und  folglich  ist  «  =  —  w^,  ^  =  —  lUg',     Es  giebt 
also  nur  einen  solchen  Pnnkt;  und  das  Periodenpaar: 
1)  -  <»,  +  w,'  =  2<ui,     -  f.i,  -  Wj'  =  2(.j, 

ist  ein  primitwen.     Umgekehrt  ist  dann: 

I.  fn  //iesem  Falle  ist  also  ein  primitive»  Periodenparalleloiframm 
ein  Rkomhvx. 

Hat  H  reelle  Werte,  so  sind  auch  in  diesem  Falle  die  Glieder 
der  Beihe  §  17  (4)  teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  complex, 
ptt  erhält  also  reelle  Werte,  ebenso  p'u.  Für  sehr  kleine  reelle  u 
ist  pv  positiv,  p'u  hat  das  entgegengesetzte  Voi-zeichen  wie  u. 
Wächst  K  stetig  Ton  0  bis  —  rw^,  so  bleibt  p'u  negativ,  pa  nimmt 
also  stetig  ab  von  +  oo  bis  e,,  e,  ist  alaa  in  dienern  Falle  reell. 
Wächst   dann   m   wieder  bis    —21».,   so  nimmt  pu  wieder  zu  von 


Auch  wenn  u  rein  imaginäre  Werte  hat,  sind  die  Glieder  der 
erwähnten  Reihe  paarweise  konjugiert  com])les.  pu  erhält  also  auch 
dann  reelle  Weite,  und  zwar  nimmt  es,  wenn  i*  stetig  von  0  über 
—  ü),'  bis  2(((j'  wächst,  zuerst  stetig  zu  von  —  oc  bis  ;>(— ('»3'}=«, 
und  von  da  wieder  ab  bis  —  00.  Es  ist  nämlich  —  w,'  =  —  m,  —  2  Wj 
zu  —  w,  äquivalent,  also  p(— '"/)  =  p(— w,)-  Dieselben  Werte 
dorchläuft  a  auch,  wenn  «  anf  geradem  Wege  von  2«j  nach 
2w,  =  2wj  -2w,'  geht 

Damit  sind  nun  aber  schon  za  jedem  reellen  Werte  r  zwei 
Punkte  u  des  fundamentalen  Perioden parallelogram ms  gefunden,  in 
denen  jow  =  r  wird.  Also  muß  in  allen  anderen  Punkten  desselben 
pu  imaginär,  bezw.  complex  sein,  speziell  auch  in  (Uj  und  &>,.     Die 
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beiden  Werte  pw^  =  e^,  P^h  ~  ^3  ^'^^  ^^^^  ^^  diesem  Falle  kon- 
jugiert complex,  und  wir  haben  nur  noch  zu  untersuchen,  welchem 
von  ihnen  ein  positiver  und  welchem  ein  negativer  imaginärer  Be- 
standteil zukommt  Zu  diesem  Zwecke  beachten  wir:  Wenn  u  den 
Umfang  des  Rechtecks  (0,  —  co^,  20^3,  —«2')  ^^  positiven  Sinne 
durchläuft,  durchläuft  z  zweimal  nacheinander  die  Axe  der  reellen 
Zahlen  von  +  00  über  e^  nach  —  00.  Dabei  bleibt  die  negative 
Halbebene  zur  Linken,  pu  nimmt  also  in  den  der  Begrenzung  be- 
nachbarten Teilen  des  genannten  Rechtecks  Werte  mit  negativer 
zweiter  Koordinate  an;  und  da  diese  zweite  Koordinate  im  Innern 
desselben  nirgends  Null  wird,  so  kann  sie  auch  ihr  Vorzeichen 
nicht  wechseln  und  muß  folglich  im  ganzen  Innern  negativ  sein. 
Also  folgt: 

II.  In  dem  hier  betrachteten  Falle  ist  von  den  beiden  konjugiert 
complexen   fFurzeln  der  Gleichung: 

e^  =  po)^  diejenige,  deren  imaginärer  Bestandteil  positiv^  e^  s=z  pto^  die^ 
jenige,  deren  imaginärer  Bestandteil  negativ  ist. 

Das  Bild  des  genannten  Rechtecks  überdeckt  die  negative  Halb- 
ebene  der  z- Ebene  doppelt;  der  Punkt  z  =  e^  ist  ein  Yerzweigungs- 
punkt  dieses  Bildes. 

Das  Verhältnis  dieses  Falles  genauer  ins  einzelne  zu  verfolgen, 
haben  wir  nicht  nötig,  da  wir  ihn  später  durch  eine  quadratische 
Transformation  auf  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  aus- 
führlich diskutierten  zurückführen  werden. 


§  89.    Der  harmonische  Fall  (lemniskatische  Funktionen). 

Ein  gewisses  spezielles  Interesse  bietet  der  Unterfall  des  in  den 
Paragraphen  (86)  und  (87)  behandelten  Falles  dar,  daß  die  kleinste 
reelle  und  die  kleinste  rein  imaginäre  Periode  denselben  absoluten 
Betrag  haben,  daß  also  das  Periodenparallelogramm  ein  Quadrat, 

1)  füg  =  «j  i,     T  =  i,     Ä  =  ^-  ••»  =  0,04321  . . . 

ist.    Es  werden  dann  in  der  Reihe  §  18  (5)  je  zwei  Glieder  einander 
entgegengesetzt  gleich  und  folglich: 

2)  «7s  =  0- 

Der  Homogenität  der  Formeln  wegen   dürfen   wir  unbeschadet  der 
Allgemeinheit 

•^)  ff,  =  4 
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annehmen;  dann  wird: 

4)  <?i  =  1,      <?2  =  0,      «a  =  —  1 
und: 

5)  Ä2  =  Ä'»  =  f 

Die  vier  Verzweigungspunkte  (oo,  1,  0,  —  1)  liegen  in  diesem  Falle 
harmonisch  (I,  §  15,  IX). 

Die  Werte  der  Perioden  lassen  sich  in  diesem  Falle  durch 
BuLEBSche  Integrale  ausdrücken;  man  findet  nämlich: 

1 

0 

oder,  indem  man  y  =  x^  substituiert: 

1 

0 

Es  ist  aber: 

sin  — 

also: 

Die  Werte  der  Funktionen  flir  rein  imaginäre  Argumente 
drücken  sich  in  diesem  Falle  folgendermaßen  durch  ihre  Werte  für 
reelle  Argumente  aus: 

p  (i7/)  =  --  pu,    p'  [}v)  =  ip  (ii),     (T (iw)  =  10-  (im), 

7)  \        (Ti(iw)  =  0-1^«!^,     '^^j   =  (Tj  (m  I   -  Wg,    Wj)  =  (T^U, 

(7,  (l t£)  =  (Tj  (t£),       f73  (l t£)  =  (Tj  M. 

Man  nennt  die  diesem  Falle  zugehörenden  elliptischen  Funk- 
tionen auch  wohl  lemräskatische  Funktionen,  da  das  Problem  der 
Rektifikation  der  Lemniskate  auf  solche  Funktionen  führt. 


§  90.    Der  äquianharmonische  Fall. 

Neben  diesem  Falle  stellt  sich  als  ein  zweiter  ausgezeichneter 
Fall   der,    daß   das   Periodenverhältnis    gleich   einer  dritten    (oder 
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sechsten)    Einheitswurzel,     das    Periodenparallelogramm     also    ein 
Khombus  mit  Winkeln  von  60  und  120  Grad  ist     Sei: 

also  da  1  +  «  +  6*  =  0  ist>  ro^  =  «*o>j. 

Es  geben  dann  in  der  Beihe  für  y,  j^  ^^^  Glieder  zusammen 
Null  und  folglich  ist  hier: 

2)  ff,  =  0. 

Setzen  wir  ^3  =  4,  so  erhalten  wir  (vgl.  §  88,  II): 

3)  ^j  =  €,     tfg  =  1,     ^3  =  €*,  also  Ä  =  —  «. 
Die  Uomogenitätsrelationen  geben  hier: 

Ip  (6M)  =  6/?t£, 
p{BU)==     pU, 

Aus  der  zweiten  dieser  Formeln  und  aus  §  22  ergiebt  sich,  daß  in 
diesem  Falle: 

5)  pn^pv=^^2 ^-^^-^s^ 

ist 

Audi  in  diesem  Falle  kann  man  die  Werte  des  Arguments  an- 
geben, für  die  />M  =  0  wird.  Ist  nämlich  py^  =  0,  so  ist  nach  (4) 
auch  p{buj)  =  0  und  p{b^u^)  =  0.  Da  die  Funktion /i«  jeden  Wert 
nur  in  zwei  Punkten  des  Periodenparallelogramms  annimmt  (§  16), 
so  können  die  drei  Punkte  7/^  6t/j,  6*u^  nicht  alle  inkongruent  sein. 

Sind  irgend  zwei  von  ihnen  kongruent,  so  ist  auch 
der  dritte  zu  beiden  kongruent,  da  das  Produkt 
jeder  Periode  mit  b  wieder  eine  Periode  liefert  Aus 

►-^  €  ttj  =  Mj  +  2  Äj  (Oy^+  2  A3  e Q)| 

ergiebt  sich  entweder  u^  _i  0  oder 

6)  Wj   -:    ±}{l  -«).26>,. 

Da  t£j  £  0  keine  Nullpunkte,  sondern  Pole  für  pu 
liefert^  so  folgt: 

Die  Nitllpvvkte  der  Funktion  p  u  liegen  in  diesem  Falle  in  den 
Schwerpunkten  v^  und  n^  der  beiden  qleichseitiffen  Dreiecke,  in  die  das 
PeriodenparaUelogramm  zerlegt  werden  kann. 
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^^V      Bemerkenswerte,  ßlr  diesen  Fall   gültige  Fonuelu   siml   noch: 


¥ 


und: 


Die  Sichtigkeit  der  letzteren  kann  man  folgendermatien  be- 
weisen: Da  il^S  =  «  —  e*  ist,  ist  das  Produkt  von  i^.i  in  irgend 
eine  Periode  2A,  Wj+2Aj(aj  wieder  eine  Periode,  nämlich  gleich 
(2  A,  -  4  Aj)  (ri,  +  (4  Aj  —  2  A,)  fd^.  Die  rechte  Seite  von  (8)  ist  also 
eine  elliptische  Funktion  III.  Art;  sie  hat  a  =  0  zum  zweifachen 
Po)  und  die  Punkte  w,  und  u^  zu  einfachen  Nullpunkten  (da 
jMj  y3  =  —  2iWj,  iu,  y3  =  20)3  ist),  Also  kann  sie  sieh  von  pH 
nach  §  39,  II  nur  durch  einen  Exponentialfaktor  unterscheiden. 
Vergleichung  der  Reihenentwicklungen  zeigt,  daß  dieser  Exponential- 
faktor sich  auf  diu  in  (8)  angegebene  numerische  Konstante  reduziert 


§  91.    Behandiuno  der  Realitätsverhältnisse 
von  der  RiEMANN'schen  Fläche  aus. 

Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  erörtern,  wie  weit  die  Unter- 
suchungen der  letzten  Paragraphen  sich  umkehren  lassen,  ob  man 
bei  reellen  Werten  der  Invarianten  immer  auf  einen  der  in  diesem 
Abschnitt  untersuchten  Fälle  geführt  wird;  eine  Frage,  deren  Be- 
antwortang  die  Erörterungen  des  VI.  Abachoitts  in  einem  wesent- 
lichen Punkte  ergänzt. 

Wie  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  vierten  Grades  bekannt 
sein  wird,  hängt  die  Realität  der  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung 
(also  in  unserm  Falle  der  Verzweigungspunkte  der  RiEMAKuscheu 
Fläche,  wesentlich  ab  von  dem  Vorzeichen  der  DiskriminanU  d' 
(§  32,  10):  ist  sie  positiv,  so  sind  die  Verzweigungspunkte  alle  vier  reell, 
oder  sie  sind  paarweise  konjugiert  complex;  ist  nie  negativ,  so  sind 
zwei    f'erzweigungspunkte   reell,   die   beiden    andern   konjugiert  complex. 

I.  Der  Fall  reeller  Verzweigungs punkte  ist  bereits  durch  die 
üutersnchungen  von  §  8  und  9  erledigt:  wir  haben  dort  gesehen, 
daß  und  wie  man  bei  geeigneter  Wahl  des  Querschnittsystem s  ein 
primitives  Periodenpaar  bestimmen  kann,  dessen  eine  Periode  reell 
ist,  die  andere  rein  imaginär.  Zwar  ist  dort  a„  als  positiv  voraus- 
gesetzt,   aber   das   ist  keine   wirkliche  Einschränkung:   filr  negative 


Werte   von   a^   hat  man  nur  die  beiden  Periodea  mit  Yorzeicbeo- 
wechsel  der  eineu  zu  vertauschen. 

II.  Der  Fall,  daß  alle  vier  Vfrztiieiynng»punkte  paarweise  ke»- 
jugiert  comjiiex  sind,  läßt  sich  auf  den  vorigen  durch  eine  lineait 
Tranaformation  der  Integrationsvariabein  (§  62}  zurückfuhren.  Denn 
durch  vier  Punkte  der  r-Ebene,  die  paarweise  konjugiert  compla 
sind,  läßt  sich  stets  ein  Kreis  legen ;  man  hat  nur  nötig,  eine  solche 
lineare  Transformation  anzuwenden,  daÜ  dieser  Kreis  in  die  Am 
der  reellen  Zahlen  einer  £-Ebene  übergeführt  wird.  U.  a.  ist  du 
der  Fall  bei  den  in  §§  <i3  und  64  besprochenen  Transformationen 
auf  die  erste  und  zweite  Normalform;  sowie  auch  bei  der  auf  Aw 
dritte  Normalform,  sobald  man  die  Bezeichnung  so  wählt>  daß  zwei 
konjugierte  Verzweigungspunkte  nach  ±  1  verlegt  werden.  Die  Aie 
der  reellen  Zahlen  der  ;-Ebene  geht  dabei  über  in  einen  Kreis  der 
f-Ebene,  für  den  die  Verzweigungspunkte  paarweise  Spiegelbilder 
Toneinauder  sind  (I,  §  11,  II;  vgl.  I,  §  73,  IV). 

Umgekehrt  schließt  man  daraus:  sind  vier  Verzweigungspunkte 
gegeben,  die  auf  einem  Kreise  liegen,  und  wird  verlangt,  eine  solche 
lineare  Transformation  der  Integrationsvariabeln  vorzunehmen,  daü 
zu  reellen  Werten  der  neuen  Variabein  ^  auch  reelle  Werte  ilcr 
Funktion  /^(C),  bezw.  f,[t,)  gehören,  so  kann  das  einmal  dadarci 
geschehen,  daß  man  den  genannten  Kreis  selbst  in  die  Axe  der 
reellen  ^  transformiert;  dann  aber  auch  dadurch,  daß  man  diese 
Axe  einem  der  beiden  Kreise  entsprechen  läßt,  fiir  die  die  Ver- 
zweigungspunkte paarweise  Spiegelbilder  voneinander  sind.  Bei  der 
in  §  8  besprochenen  konformen  Abbildung  der  Halhebene  auf  ein 
Rechteck  entsprechen  diesen  beiden  Kreisen  die  zu  den  Seiten 
paraUeleu  Halbierungslinien  des  Rechtecks. 

Hat  das  Integral  eine  der  drei  Normalformen,  so  sind  diese 
beiden  Kreise: 

flir  die  I.  Normalform  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und  Radius 

i-V.  und  der  vom  Mp.  X-^  und  R.  /-v.(i-' -  1)V,; 

für  die  n.  Normalform  der  Kreis  vom  Mp.  e,  und  R.  ^'(e,  —  ir,)  (e,  — «,) 

und  der  vom  Mp.  e^  und  R,  ^(e,  —  «sX^j  — ej; 

für   die   HI.  Normalform   die  Axe   der  rein  imaginären  Zahlen 

und  der  Kreis  vom  Mp.  0  und  R.  ;t-i. 

III.  Sind  xicei  J'erzu-eigiiui/spunhte  reell,  die  beider»  andern  koit' 
jmiiert  eomplex,  so  bezeicline  man  einen  der  reellen  Punkte  mit  «,, 

die  beiden  konjugiert  complexen  mit  u^  und  a^,  und  lege  dann  die 
Räckkebrschnittc  so,  wie  zu  Fig.  27,  p.  15Ü  angegeben.     Zieht  man 
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sie  dann  bis  zu  den  geraden  Verbindungslinien  der  betreffenden 
Yerzweigungspunkte  zusammen  und  achtet  auf  die  richtige  Be- 
stimmung der  Vorzeichen,  mit  denen  die  Quadratwurzeln  zu  nehmen 
sind,  so  sieht  mau,  daß  die  beiden  Perioden  konjugiert  complex 
ausfallen;  w.  z.  b.  w. 

Vier  beliebig  vorgegebene  Punkte  können  durch  eine  lineare 
Transformation  in  zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  complexe  über- 
geführt werden,  wenn  es  einen  Kreis  durch  zwei  von  ihnen  giebt, 
fiir  den  die  beiden  andern  Spiegelbilder  voneinander  sind.  Es  giebt 
dann  stets  auch  einen  Kreis  durch  die  beiden  letzteren,  für  den  die 
beiden  ersteren  Spiegelbilder  voneinander  sind;  wenn  also  eine 
solche  Transformation  überhaupt  möglich  ist,  ist  sie  stets  auf  zwei 
verschiedene  Arten  möglich.  Für  die  zweite  Normalform  (die  erste 
ist  hier  weniger  zweckmäßig)  sind  diese  beiden  Kreise  die  Axe  der 
reellen  Zahlen  und  der  Kreis  vom  Mp.  e^,  der  durch  e^  und  e^  geht; 
für  die  dritte  die  Axe  der  reellen  und  die  der  rein  imaginären  Zahlen. 


ELFTER  ABSCHNITT. 


Modulfunktionen. 

§  92.   Das  Periodenverhältnis  als  Funktion  des  Doppelverhältnisses 

der  Verzweigungspunkte. 

In  den  Untersuchungen  der  vorhergehenden  Abschnitte  haben 
wir  bald  die  Perioden,  bald  die  Verzweigungspunkte  der  Riemann- 
schen  Fläche  als  gegeben  angenommen.  Die  Frage,  wie  diese 
zweierlei  Arten  von  Größen  miteinander  zusammenhängen,  haben 
wir  bisher  nur  ganz  gelegentlich  gestreift;  wir  müssen  sie  jetzt 
systematisch  in  Angriff  nehmen. 

Zu  diesem  Zwecke  beginnen  wir  mit  folgender  Überlegung: 
Sind  die  Yerzweigungspunkte  gegeben,  so  sind  dadurch  nach  den 
Ergebnissen  von  §  78  auch  die  Perioden  bis  auf  ganzzahlige  lineare 
Substitutionen  festgelegt.  Sind  aber  umgekehrt  die  Perioden  ge- 
geben,  so  können  dadurch  die  Verzweigungspunkte  keinesfalls  völlig 
bestimmt  sein.     Denn  wir   haben   in  §  62  gesehen,   daß  wir  jedes 
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elliptiBclie   Integral   I,    Gattang    durch   lineare   Transformation   i 
Integrationsvariabeln  in  ein   anderes  Integral  derselben  Form  über- 
flikren  können.     Dieser  Transformation  können  wir  auch  die  Rück- 
kekrechnitle  unterwerfen,  durch  die  die  Perioden  definiert  sind  (v^ 
§    6,    VIII);     bezeichnen    wir    dann    die    Perioden    des    Integrals 


bezw.  mit  2  w 


i  können  wir  aus  Gleichung  (5)  Toa 


-  {aS  —  ßy)(ü 


J  y^d 

§  62 

1) 

also: 

2) 

Mau   pHegt  nun   die   Definitionen  II   und  HI  von   §  62   durch  dt 

ZnsatK  zu  ergänzen; 

I.  Eine  Kovarianle,  die  die  Variaöle  nicht  enthalt,  sondern  nur  die 
Koeffizienten,  heißt  eine  Invariante. 

Dann  kann  man   die   Gleichungen  (1)  und  (2)  so  aossprecben ; 

II.  Die  Perioden  sind  (transscendente)  Invarianten  der  Grundform  f 
vom  Gewichte  —  /;  das  Periodenverhältnis  ist  eine  absolute  Invariante. 

Schon  daraus  kann  geschlossen  werden,  daß  durch  die  Perioden, 
bezw.  das  Perioden  Verhältnis  nur  solche  Funktionen  der  Koeflizienlen 
von  /'  bestimmt  sein  können,  die  selbst  Invarianten,  bezw.  absolute 
Invarianten  von  /'  sind. 

Wir  erhalten  eine  noch  bestimmtere  Formulierung  dieses  Satzes, 
wenn  wir  wie  am  Schlüsse  von  §  62  statt  der  Koeffiziente.n  die  Vor- 
zweigungspunkte  einfilhren.  Dabei  müssen  wir  nur  beachten,  dafi 
bei  der  linearen  Transformation  auch  a„  einen  neuen  Wert  bekommt 
{vgl.  §  62,  7),  und  also  im  allgemeinen  von  Funktionen  der  Ve^ 
zweigunga punkte  und  des  a^  reden.  Beschränken  wir  uns  aber  auf 
absolute  Invarianten,  so  brauchen  wir  auf  a^  nicht  zu  achten.  Denn 
eine  solche  bleibt  auch  invariant  bei  der  Substitution: 


'OB      I 


lUr  die: 

wird;  sie  hängt  also  jedenfalls  nur  von  den  Verhältnissen  der  £(lj 
tizienten  von  /'  ab,  bezw.  nnr  von  den  Verzweigungspunkten, 
auch   noch  von  «„.     Wir  kennen  aber  bereits  aus  I,  §  15   alle  I 
Varianten  von  vier  Punkten  gegenüber  linearer  Transformation: 
sind  alle  fVnktiouen  ihres  Doppelverhältuisses.     Damit   haben  ' 
den  Satz  gewonnen: 
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in.  Das  Verhältnis  der  Perioden  eines  elliptischen  Integrals 
I.  Gattung  hängt  nur  ab  von  dem  Doppelverhältnis  seiner  Verzwei' 
gungspunkte  — 

und  also  auch  umgekehrt: 

lY.  Das  Doppelverhältnis  der  Ferzweigungspunkte  eines  elliptischen 
Integrals  L  Gattung  ist  eine  Funktion  des  Verhältnisses  seiner  Perioden. 

§  93.    Die  durch  einen  Zweig  dieser  Funiction  vermitteite 

leonforme  Abbildung. 

Um  die  in  den  beiden  letzten  Sätzen  definierten  Funktionen 
näher  zu  untersuchen,  bringen  wir  zunächst  das  Integral  durch  eine 
lineare  Substitution  der  Integrationsvariabeln  auf  die  erste  Normal- 
form {§  64): 

dx 


"=/ 


Die  Perioden  können  dann  (vgl.  §  6,  Viil)  dargestellt  werden  durch 
die  Integrale: 

^       J  1/*(1  -»)(1  -  Xx) 

^    J  yxii  -x)(i  -kx) 

Für  jeden  von  0,  1,  oo  verschiedenen  Wert  von  X  haben  diese 
Integrale  endliche  bestimmte  Werte,  die  natürlich  von  X  abhängen; 
und  man  kann  folgendermaßen  zeigen,  daß  sie  analytische  Funk- 
tionen von  X  sind,  die  in  der  Umgebung  jedes  von  0,  1,  oo  ver- 
schiedenen Wertes  Xq  sich  regulär  verhalten.  Da  die  Rückkehr- 
schnitte nicht  durch  den  Punkt  1:Xq  gehen  dürfen,  können  wir 
annehmen,  alle  ihre  Punkte  seien  von  1:^^  um  mehr  als  eine 
angebbare  Größe  e  entfernt.  Dann  ist  für  alle  diese  Punkte  die 
Entwicklung  von: 


yi^Xz^y(l^X,z)\ 


nach  Potenzen  von  X  —  X^  unbedingt  und  gleichmäßig  konvergent, 
solange  \X  —  Xq  <  X^ya M" ^  ist,  wenn  mit  M  das  Maximum  von  z 
längs  des  Schnittes  bezeichnet  wird  (der  in  keinem  Falle  durch 
z  =  00  hindurchzugehen  braucht).     Also  darf  man  gliedweise  inte- 
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grieren   und    erhält   bo   2  o,   und  2u)^   aU  in  der  ümgabtut^  vm  i, 
reguläre  Funktionen  von  ).  dargestellt 

Weiter  grbt  aus  der  Ungleichung  (3)  ron  §  53  hervor,  da£ 
2(Uj  nicht  Null  werden  kann,  solange  X  von  U.  1,  oc  verschieden  ist 
Also  kann  ans  dem  Torigen  Satze  geschlossen  werden: 

I.  Jeder  Zweig  des  Periodenverhiiltnisseg  ist  in  der  Umgebung  jedti 
von  0,  1,  CO  verschiedenen  fi'ertes  eine  reguläre  Funktion  des  Doppel- 
verliältnisses  der   Verzweigungspunkte. 

Daraus  folgt,  daß  jeder  einfach  zusammenhängende  Teil  der 
Sbene  X,  der  keinen  der  drei  Punkte  Ü,  1,  oo  in  seinem  Innern 
entbiUt  —  z.  B.  die  positive  Halbehene  —  durch  jeden  Zweig  der 
Funktion  t(/)  auf  einen  Bereich  der  r-Ehene  abgebildet  wird,  dei 
in  seinem  Innern  keinen  Verzweigungspunkt  enthält.  Daraus  alleiu 
folgt  freiiich  noch  nicht  (ebensowenig  wie  in  §  8),  daß  ein  solcher 
Bereich  sich  nicht  teilweise  selbst  überdecken  kann,  ^^"ollen  wir 
zeigen,  daß  das  nicht  der  Fall  ist,  so  mflssen  wir  die  Kontur  eines 
solchen  Bereiches  bestimmen,  d.  b.  wir  müssen  untersuchen,  welche 
Werte  von  t  reellen  Werten  von  * 
entsprechen.  Wir  können  das  durch 
folgende  Überlegungen  ausführen: 

Fassen  wir  zunächst  reelle  Werte 

von  X  ins  Äuge,  die  zwischen  0  und  1 

die  vier  Verzweigungspunkte  so,  wie  in  Fig.  41 

legen 


Fig.  «. 


liegen.     Dann  lieg) 

angegeben;  wir  können  die  Rückkehrschnitt«  wie  in  Fig. 
und  sie  dann  bis  dicht  an  die  Übergangslinien  heran  zusammen- 
ziehen. Wir  erhalten  so  zwei  Perioden  ausgedrückt  durch  bestimmte 
Integrale  zwischen  den  VerEweigungspunkten:' 


1) 


'  Vj(1-v)(1-1«1 


JV»(i-*Ki-it) 


Dabei  können  wir  in  dem  ersten  dieser  Integrale,  da  der  Ausdruck 
unter   der  Quadratwurzel   reell  und  positiv  ist,    der  Quadratwurzel 


'  Indem  wir  jeden  Schnitt  gerade  bia  zn  diesen  Ewei  VerzwaigungspunlcnD 
xiiaammeuzichen    und    nicht,    was   an   und   für  eich   ebenso  gut  m6( 
(vgl.  1^  56)  zn  den  beiden  andern,  erreichen  wir  den  Vorteil,  daB  die  C 
von  i.  unabhängig  werden. 
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wenn  mit  a,  ß  die  beiden  Integrale  bezeichnet  werden: 

l/A  00 

dx  n  dx 


1) 


a^  f -^^         r 


0  1 

1  0 

dx  r  dx 


ß_   C dx r dx 

J  vT(r^»Hr-T*)"    j  i/«(i  -»)(i  -  i») ' 

IM  -00 

Die  Quadratwurzel  ist  in  a  reell ,  in  /?  imaginär;  nehmen  wir 
sie  in  a  positiv  reell ,  so  müssen  wir  sie  in  ß  negativ  imaginir 
nehmen,  sodaß  a  positiv  reell,  ß  positiv  imaginär  wird.  Durch  An- 
wendung der  Transformation:  ^ 

8)  Z   =    y  ,  A^    =     ^  , 

finden  wir: 

0  -  00 

sodaß  c^/V^  und  ßl^^  durch  die  oben  schon  benutzten  Integrale 
ausgedrückt  sind.  Wenn  X  von  1  nach  oc  geht,  geht  \  von  1 
nach  0;  zufolge  Satz  (1)  durchläuft  dann  ß\a  stetig  und  ohne  um- 
zukehren rein  imaginäre  Werte  von  0  über  i  nach  oo,  also  folgt: 
n.   Wenn  X  stetig  wachsend  reelle  JFerte  von  1  bis  CO  durchläuft^ 

durchläuft  ^  =  -  _7^    ohne   umzukehren   einen   Halbkreis    von   0  ub^ 
•  ^       • 

=   -  :. —   nach  —  /. 


1  -t  2 

Andererseits    können   wir  auch  A,  wenn  es  auf  seinem  Wege 
(Satz  I)  von  1  in  0  angekommen  ist,  nach  rechts  ausbiegend  einen 

kleinen  Halbkreis  um  0  herum  beschreiben  und 
dann  die  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  be- 
schreiben lassen.  Dabei  biegt  1/P.  um  oo  herum  iB 
die  negative  Halbebene  aus ;  ein  Bild  der  Kugel  mit 
ihren  Kückkehrschnitten,  von  + 1  aus  stereographisch 
projiziert,  sieht  dann  folgendermaßen  aus  (wenn  wir 
p.    ^g  in  der  Ausgangsfigur  Ubergangslinien  von  0  nach  1 

und  von  l/X  nach  oo  legen). 
Es  wird  also  in  diesem  Falle: 

10)  fü^  =  y,     ^3  =  -  y  +  d, 

wenn  mit  y  und  S  die  beiden  Integrale  bezeichnet  werden: 
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11) 


=/ 


dx 


y^i-*)(i 


Iß 

]/»"(!  -»)(i  -T*: 


—  QO 

0 


00  V 


£2» 


)    j  y»(i-»)'(i -i»)  . 

IM 


und  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  so  bestimmt  werden,  daß  y 
positiv  reell,  ö  positiv  imagin^  wird.     Die  Substitution: 

12)  z=l-S,     X  =  j^,     ^  =  ^ 

führt  diese  Integrale  über  in: 


13) 


yi-i,J  yi(\- 


di 


t)(i-iiö 


—  CO 


Wenn  X  von  0  bis  —  oo  abnimmt,  nimmt  X^  von  0  bis  1  zu; 
also  geht  nach  (I)  Sjy  stetig  ohne  umzukehren  auf  gerader  Linie 
von  00  über  i  nach  0;  und  daraus  folgt  vermöge  (10): 

m.  Wenn  X  von  0  bis  —  oo  gehtj  durchläuft  r  Werte,  deren 
reeller  Teil  =  —  /  ist,  von  CO  über  —  1  +  i  bis  —  /  stetig  ohne 
umzukehren. 

Wir  können  die  drei  Sätze  I  bis  III  in  die  eine  Aussage  zu- 
sammenfassen : 

IV.  Wenn  l  die  Begrenzung  der  posiäven  Halbebene  durchläuft, 
durchläuft  ein  bestimmter  Wert  der  Funktion  r{X)  einmal  ohne  um^ 
zukehren  die  Begrenzung  eines  Kreisbogendreiecks  mit  den  Ecken  0,  —l,co» 

Wie  in  I,  §  11  ist  beim  Ausspruch  dieses  Satzes  eine  gerade 
Linie  als  spezieller  Fall  eines  Kreisbogens  behandelt 

Aus  diesem  Satze  und  daraus,  daß  r  als  Funktion  von  X  im 
Innern  dieser  Halbebene  nirgends  verzweigt  ist,  folgt  nun: 

V.  Durch  diesen  Zweig  der  Funktion  r  von  X  wird  die  positive 
Halbebene  auf  das  genannte  Kreisbogendreieck  umkehrbar  eindeutig  und 
konform  abgebildet. 

Also  wird  umgekehrt  durch  die  Funktion  X  von  r  das  genannte 
Dreieck  konform  auf  die  Halbebene  abgebildet  und  es  folgt: 


■ 
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VI.  X  (r)  nimmt  jeden  complexen  Wert,  dessen  imaginärer  Bt 
teil  positiv   ist,    in   einem   und  nur   in   eiium    Punkte   im    Innern  diem 
Dreiecks  an. 


§  94.    Analytische  Fortsetzung  dieser  Abbildung- 


Das  so  definierte  Fnuktionenelement  müssen  wir  nun  mit  TTilfe 
des  Spiegelungaprinzipa  (I,  §  73)  Etnalytisch  fortsetzen.  Bezeichnen 
wir  die  zu  einer  complexen  Größe  konjugierte  durch  Überstreichen, 
80  drücken  sich  die  drei  Spiegelungen  an  den  drei  Seiten  des  Dreierb 
analytisch  aus  durch  die  Gleicliungen: 

1)  J:T=-r, 

2)  B:-\-T-  =  -(~\-Y)  oder  T=-r-2, 

3)  j":{t'  +  |)(r+i}  =  i   "«ier   r'^—^--^. 

Durch  jede    dieser   drei  Spiegelungen    entsteht   aus   dem  ursprfl 
liehen,  in  der  Fig.  44  mit  (1)  bezeichneten  Dreiecke  ein  neues, 


i 


B 

7 

A 

'" 

ABä 

.--^ 

^4^ 

^^ 

^-^ 

^^ 

t 

Fig.  44. 

als  ein  durch  die  Fnnktdon  z(X)  vermitteltes  Bild  der  negatin 
Halbehene  anznaehen  ist.  (In  der  Figur  ist  jedes  dieser  Bilder  i 
demselben  Buchstaben  bezeichnet,  wie  die  zugehörige  Spiegelung.) 
Diese  drei  Dreiecke  schließen  sich  an  das  erste  lückenlos  an,  greifen 
nirgends  übereinander  und  bilden  rait  ihm  zusammen  einen  einf^Q 
zu sammenh äugenden  Bereich,  der  ganz  auf  eiuer  Seite  jedes  ] 
und  jeder  Geraden  liegt,  von  dem  bezw.  von  der  ein  Stück  zu  s 
Begrenzung  gehiürt.  Jede  dieser  Begrenznugslinien  st^ht  rechtwinU 
auf  der  Axe  der  reellen  Zahlen;  diese  geht  bei  jeder  der  genannten 
Spiegelungen  in  sich  über. 

Irgend  eines  dieser  Bilder  zusammen  mit  dem  orsprüng^ 
Dreieck  bildet  einen  Fundamenlalhereich  der  Funktion  i  ' 
(I,  §  ",  VI). 
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S])iegeln  wii-  nuD  die  ganze  bereits  erhaltene  Figur  an  einer 
ihrer  Begrenzungslinien ,  so  erhalten  wir  eine  neue  Figur,  die  mit 
der  ersten  keinen  Punkt  {auch  keinen  Randpunkt)  außer  der  spie- 
gelnden Linie  gemein  hat  und  die  folglich  mit  der  ersten  zusammen 
wieder  einen  einfach  zusanunenbängendea  Bereich  überall  eiufach 
überdeckt,  der  ganz  auf  einer  Seite  von  jeder  seiner  Begrenzungs- 
linien  liegt.  Diesen  Bereich  spiegeln  wir  abermals  an  einer  seiner 
Seiten;  dadurch  erhalten  wir  wieder  einen  Bereich  mit  denselben 
Eigenschaften  u.  s.  w. 

Da  die  Axe  der  reellen  Zahlen  bei  jeder  dieser  Spiegelungen 
in  sich  übergeht,  so  bleiben  alle  diese  successive  erhaltenen  Bereiche 
in  der  positiven  Halbebene.  Es  fällt  aber  auch  jeder  Punkt  der 
positiven  Halb  ebene  schließlich  in  eines  der  durch  wiederholte 
Spiegelung  entstehenden  Dreicke,  Denn  einerseits  kann  man  durch 
wiederholte  Spiegelung  an  den  zur  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen 
parallelen  Seiten  der  Figur  beliebig  große  positive  und  negative 
reelle  Teile  von  t  erreichen,  andererseits  sieht  man  folgendermaßen 
ein,  daß  man  auch  alle  Werte  von  t  mit  noch  so  kleinem  rein 
imaginären  Bestandteil  schließlich  erreicht:  Das  Ausgau ^dreieck 
und  die  durch  wiederholte  Spiegelung  an  seinen  geradlinigen  Seiten 
hervorgehenden  Dreiecke  enthalten  alle  Werte  von  t,  deren  rein 
imaginärer  Bestandteil  >  ^  ist  Durch  Spiegelung  an  den  Kreis- 
bogen erhält  man  ein  Gebiet,  dem  alle  Werte  von  r  angehören, 
deren  rein  imaginärer  Bestandteil  >  ^  ist  u.  s.  f.  Nach  n-maliger 
Wiederholung  sind  bereits  alle  Werte  von  r  in  das  Gebiet  ein- 
bezogen,  deren   imaginärer  Bestandteil   > ist;    und   n   kann 

über  alle  Grenzen  wachsen.     Also  folgt: 

I.  Durch  wiederholte  Spiegelung  kamt  die  Funktion  1{t)  über  die 
ganze  positive  Ualhebene  hin  analytisch  fortgesetzt  werden. 

Darüber  hinaus  aber  ist  die  analytische  Fortsetzung  nicht  mehr 
möglich.  Denn  je  mehr  wir  uns  der  Axe  der  reellen  Zahlen  nähern, 
desto  kleiner  werden  die  Dreiecke;  und  zwar  sinkt  jede  ihrer  Aus- 
dehnungen unter  jede  Grenze,  Da  aber  die  Funktion  in  jedem 
Paare  benachbarter  Dreiecke  jeden  Wert  annimmt,  so  folgt,  daß  sie 
in  jeder  Nähe  jedes  Punktes  der  Axe  der  reellen  Zahlen  jeden  Wert 
noch  unendhch  oft  annimmt  Jeder  solche  Punkt  ist  also  ein 
wesentlich  singulärer  {I,  g  68}  und  es  gilt  der  Satz: 

II.  Die  Axe  der  reellen  Zahlen  ist  für  die  Funktion  X{t)  eine 
natürliche   Grenze. 
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In   der  That  ist  man   auf  die  Existenz  von  Funktionen  mit 
natürlicher  Grenze  durch  dieses  Beispiel  zuerst  anfhierksam  geworden. 

Kinen  aualytiachen  Ausdruck  von  A(r)  erhält  man,   wenn  man 
die  Gleichungen  (15)  bis  (IT)   von    §  56   mit   der  Definition    von 
Iß  63,  7)  verbindet.     Man  findet  so: 


i*) 


-iW-  -- 


V  (0 1 
Viof 


I 


Wie  die  am  Schlüsse  von  Band  I  untersuchten  Funktionen  ist 
die  Funktion  X{t)  eine  automorphe  Funktion.  Setzt  man  eine  gerade 
Anzahl  der  Spiegelungen  (1)  bis  (3)  in  beliebiger  Eeihenfolge  und 
Wiederholung  zusammen,  so   erhält   man   eine  lineare  Substitution, 


die  die  Funktion  X[i 

man  so  (vgl  §  68,  IH); 
5}  2=  AB 

6) 


=  BT 


n   sich    transformiert.     Insbesondere    erl 


in.  Aus  diesen  drei  linearen  Substitutionen  (zwischen  denen  n 
die  Relation 

I  8)  ^  r  r  =  1 

besteht)  lassen  sich  alle  linearen  Substitutionen  zusammensetzen,  die 
Funktion  k  (t)  in  sich  überfuhren;  denn  da  A*  =  B^  =  T'  =  l  ; 
\ä.Qt  sich  jedes  Produkt  aus  einer  geraden  Anzahl  von  Spiegelunf 
(1)  bis  (3)  in  ein  Produkt  aus  2:,   Y,   T  überfiihren. 

Andererseits  erkennt  man,  wenn  man  1{t)  durch  die  «„  a 
drückt  und  die  Gleichungen  von  §  72  berücksichtigt: 

IV.  X  (r)  bleibt  bei  allen  denjenigen  linearen  Periodentransf'ormatiot 
tmffeändert,  die  modulo  2  zur  Identität  kongruent  sind. 

Aus  diesem  Satz  und  aus  n  folgt  als  Analogen  zu  Satz 
von  §  68: 

V.  Jede  modulo  2  zur  Identität  kongruente  lineare  Periodentra 
formation   läßt  steh  aus  2,    Y,    T  zusammensetzen. 

Andererseits  zeigen  die  Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14, 1 
daß  zwei  modulo  2  zur  Identität  kongruent«  Substitutionen  s 
stets  zu  einer  Substitution  derselben  Art  zusammensetzen ;  ] 
andern  Worten: 

VL  Die    modulo    2    zur    Identität    kongruenten    linearen  Trai 
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motionen  bilden  für  sieh  eine  Gruppe,  ilie  in  der  Gruppe  aller  linearen 
ganzzahliffen    Transformationen  als    Untergruppe  enthalten  ist. 

Nun  sind  die  drei  Transformationen  Jf,  Y,  T  modulo  2  zur 
Identität  kongruent;  also  lassen  sich  aus  ihnen  nur  solche  Trans- 
formationen zusammensetzen,  die  modulo  2  zur  Identität  kongruent 
sind.     Damit  ergiebt  sich  aus  III  die  folgende  ümkelirung  von  IV : 

VII,  i(r)  bleibt  nur  bei  denjenigen  linearen  Periodentransformationen 
ungeändert,  die  modulo  2  zur  Identität  kongruent  sind. 


§  95.    Rationale  Funktionen  von  >-  als  Funktionen  von  r. 

Nachdem  wir  im  vorigen  Paragraphen  X  als  eindeutige  auto- 
morphe Funktion  von  r  erkannt  haben,  können  wir  auf  Grund 
Toß  I,  §  33,  Vn  {vgl.  auch  I,  §  70)  achließen,  daß  jede  rationale 
Funktion  von  X  ebenfalls  eine  eindeutige  automorphe  Funktion  von  r 
mit  folgenden  Eigenschaften  ist: 

1.  Sie  bleibt  ungeändert  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kon- 
gruenten Modulsubstitution. 

2.  Sie  ist  im  Innern  und  auf  dem  Rande  des  Fondamental- 
hereicbs  überall  bis  auf  Pole  regulär,  abgesehen  von  den  Ecken. 

3.  Wenn  r  sich,  ohne  den  Fuidamentalbereich  zu  verlasaen, 
einer  seiner  Ecken  unbegrenzt  nähert,  konvergiert  sie  entweder  gegen 
einen  Grenzwert  oder  sie  wird  bestimmt  unendlich  in  dem  1,  §  48 
definierten  Sinne. 

4.  Sie  nimmt  jeden  Wert  im  Fundamentalbereich  von  X{t) 
ebenso  oft  an  wie  jeden  andern  (sofern  man  die  Aussage:  eine 
Punktion  nimmt  einen  bestimmten  Wert  in  einer  Ecke  des  Bereichs 
fi-mal  an,  in  geeigneter  Weise  versteht). 

Von  diesem  Satze  gilt  nun  folgende  ümkehrung: 

Jede  eindeutige  analytische  Funktion  von  t,  die  die  Eigenschaften 
(l)  bis  (3)  hat,  ist  eine  rationale  Funktion  von  x  und  hat  folglich  auch 
die  Eigenschaft  (4). 

Man  kann  solche  Funktionen,  in  Analogie  mit  der  in  §  4  a,  E. 
definierten  Bezeichnung,  kurz:  Funktionen  des  Fundamentalbereie/is 
von  X{r)  nennen. 

Zum  Beweis  betrachte  man  die  Abbildung  des  Fundamental- 
bereicbs  auf  die  J.-Ebene;  diese  erscheint  dabei  längs  zweier  der 
drei  Strecken  (oo  ...  0),  (0  ...  1),  (1  ...  or)  aufgeschnitten,  während 
längs  der  dritten  die  positive  und  die  negative  Halbebene  zusammen- 


hängen.  Eine  Funktion  von  t,  die  die  Eigenschaft  (2)  bat,  geht 
dabei  über  in  eine  Funktion  von  X,  die  wegen  §  93, 1  in  der  ganzen 
aufgeschnittenen  Ebene,  mit  Ausnahme  der  Punkte  0,  1,  co  bis  auf 
Pole  regulär  ist  Hat  sie  als  Funktion  von  t  auch  die  Eigenschaft 
(1),  30  hat  sie  als  Funktion  von  ?.  in  einander  gegenilberliegenden 
Pnnkten  auf  beiden  Seiten  der  Schnitte  je  denselben  Wert;  die 
Schnitte  können  also  getilgt  werden  und  sie  zeigt  sich  als  eindeutige 
Funktion  von  ).  (vgl.  I,  §  67, 1).  Hat  sie  endlich  als  Funktion  von 
r  auch  die  Eigenschaft  (3),  so  folgt  aus  I,  §  48,  daß  sie  ab  Funktion 
von  X  auch  in  jedem  der  Punkte  0,  1,  co  entweder  regulär  ist  oder 
einen  Pol  hat.  Dann  ist  sie  aber  nach  I,  §  44,  VI  eine  ratioDule 
Funktion  von  X;  w,  z.  b.  w. 


§  96.    Die  Invariante  J  als  Funktion  von  X. 

Unter  den  im  vorigen  Paragraphen  untersuchten  rationalen 
FnnktioDen  von  X  sind  auch  solche,  die,  als  Funktionen  von  r  be- 
trachtet, nicht  nur  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kongruenten. 
sondern  überhaupt  bei  jeder  Modnlsubatitution  ungeändert  bleiben. 
Über  die  Natur  solcher  Funktionen  giebt  schon  §  78  einigermaßen 
Auskunft:  da  wir  durch  Monodromie  der  VerEweigungsponkte  jede 
Modu]sal)stitntion  erzielen  können,  so  mu6  umgekehrt  jede  Funktiou 
der  eben  genannten  Art,  als  Funktiou  der  Verzweigongspunkte  be- 
trachtet, hei  jeder  Vertauschung  detaelben  ungeändert  bleiben,  i 
eine  sj/mmetrüche  Funktion  von  ihnen  sein.  Näheres  lehrt  die  t 
gende  Untersuchung: 

Die  Substitutionen  S  und   T  fuhren: 


nach  §§  i 


und  70  bezw.  über  in: 

e.  -  <i  i  j 

'  ■  ^  =  -. — -    und 


=  1  -X; 


eine  Funktion  von  t,  die  bei  S  und  T  ungeändert  bleibt,  muß  i 
als  Funktion  von  X  ungeändert  bleiben,  wenn  man  X  durch  t 
I   dieser  Werte  ersetzt     Sie   ist  also  als  Funktion   von   X  eine  < 
I  marphe  Funktion,  die  die  beiden  linearen  Transformationen  in  a 

1)  X-  =  ~y    und    X-  =\  -X 

and  folglich  nach  I,  §  18,  V  auch  jede  aus  ihnen  durch  Zusamm 
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Setzung  entstehende  lineare  Transformation  zuläßt;  also  die  Trans- 
formationen (vgl.  §  69): 

2)  i':i--V.     '"^^--r^i     US:X'=[- 
Wir  haben  aber  schon  io  I,  §§  15  and  22  gesehen,  daB  diese 

sechs  linearen  Transformationen  (die  Identität  mitgerechnet)  eine 
Gruppe  bilden;  jede  Funktion  der  genannten  Art  muß  also  als 
Funktion  von  ).  eine  Invariante  dieser  Gruppe  sein.  Aber  auch 
umgekehrt:  jede  eindeutige  Funktion  von  X,  die  sich  dieser  Gruppe 
gegenüber  invariant  verhält,  bleibt  als  Funktion  von  r  bei  S  und  T 
nnd  folglich  nach  §  68  überhaupt  bei  jeder  Modulsubstitution 
invariant 

Eine    solche    Funktion    haben    wir    bereits   in    I,    §    22    kon- 
struiert, nämlich: 

3)  .r=^ ^^-^^ J- 

In    der  Theorie   der  elliptischen  Funktionen    benutzt    mau    an 
ihrer  Stelle  gewöhnlich  lieber  die  Funktion: 


4_  (1  - 


i-iy 


p(i  - 


4)  /  =  I  +  , 

die  nach  der  dort  angegebenen  Methode  aus 

entsteht.    Beide  Funktionen  lassen  sich,  als  symmetrische  Funktionen 
der  e,  rational  durch  ff^  und  ^3  ausdrücken;  man  erhält: 


6) 


729  g.' 


6)  «»iVlV-Z'*.") 

die  durch  §  32,  Gleichung  (19)  definierte  Diskriminante  der  Grund- 
form /'  ist. 

§  97.    Fundamentalbereich  von  J  als  Funktion  von  r. 

Als  rationale  Funktion  sechsten  Grades  vou  l  nimmt  J  im 
Fnnd  am  entalbere  ich  von  Ä  jeden  Wert  sechsmal  au.  Daran  knüpft 
sich  die  Frage,  ob  es  nicht  möglich  ist,  einen  Fundamentalbereich 
von  }.  in  sechs  Teilbereiche  so  zu  zerlegen,  daß  jeder  derselben 
6in  FnndamentalbereiGh  von  J  ist. 


Modulfunktionen. 


ietu      I 


Man  kann  diese  Frage  direkt  angreifen,  indem  man  rersocbt, 
einen  Bereich  za  konatruieren  von  der  Beschaffenheit,  daß  zo  jeden 
Punkt  der  positiven  Halbebene  ein  and  nur  ein  „äguivaientet"  Punkt 
in  ihm  vorkommt;  wenn  man  nämlich  als  äquivalent  zwei  Punkt« 
bezeichnet,  deren  jeder  durch  eine  Modulsubstitution  aus  dem  andern 
hervorgeht.  Dana  ist  die  Frage  bereits  durch  die  Entwicklungen 
von  §  79  erledigt,  die  nur  in  anderer  Ausdmcksweise  das  folgende 
Resultat  geben: 

L  Zu  jedem  Funkt  der  positiven  Ualbvbene  existiert  ein  äiptivalenttr 
in  dem  Dreieck ,  das  vom  EiTikeitskreis  und  den  beiden  itn  Jbstami 
±  \  zur  Axe  der  rein  imaffinären  Zahlen  gezogenen  Parallelen  hr- 
grenzt  ist. 

Es  bliebe  dann  nur  zu  zeigen,  daß  dieses  Dreieck  nicht  zwei 
zu  einander  äquivalente  Punkte  enthalten  kann  (mit  andern  Worten, 
daß  die  in  §  79  gelehrte  Reduktion  nur  auf  eine  Art  möglich  ist), 
was  ebenfalls  mit  einfachen  Hilfsmitteln  geschehen  kann. 

Ist  das  gezeigt,  so  kann  man  folgendermaßen  weiter  schließen: 
Zu  jedem  endlichen  Wert  von  J  gehören  drei  bis  auf  die  Reihen 
folge  tmJ  einen  gemeinsamen  Faktor  bestimmte  Werte  von  e^,  e^i'y 
also  ein  bestimmtes  System  untereinander  ä<iuivalenter  Werte  des 
Periodenverhältnisses,  unter  denen  einer  dem  genannten  Dreieck 
angehört.  Also  nimmt  J  jeden  endlichen  Wert  in  einem  und  nur 
in  einem  im  endlichen' gelegenen  Punkte  des  genannten  Dreiecks  an. 

Wir  können  aber  auch  an  die  Entwicklungen  von  I,  §  22  an- 
knüpfen. Wir  haben  dort  bereits  die  i-Ebene  in  sechs  Bereiche  von 
der  Art  eingeteilt,  daß  w,  also  auch  J  in  jedem  dieser  Bereiche 
jeden  Wert  einmal  und  nur  einmal  annimmt,  und  jeden  dieser  Be- 
reiche wieder  in  zwei  Teilberaicbo,  deren  einer  der  positiven,  der 
andere  der  negativen  «--Halbebene  entspricht;  es  bandelt  sich  also 
nur  noch  darum,  diese  EinteUnng  in  das  in  §  93  entworfene  BUd 
der  A-Ebene  zu  übertragen.  Dazu  müssen  wir  nur  die  Linien  der 
T-Ebene  bestimmen,  die  den  Grenzlinien  jener  Bereiche  entsprechen. 
Dazn  verhelfen  uns  die  Untersuchungen  von  %  88;  sie  zeigen:  wenn 
2<Wj  und  2(o^  konjugiert  complex  sind,  r  also  eine  Größe  vom  ab- 
soluten Betrage  1  ist,  werden  e,  und  a,  konjugiert  complex, 
e,  reell,  also: 


1) 


■i  +  - 


-(«.+«.) 


>'«,  - 


eine  Größe,  deren   reeller  Bestandteil   =.  ^  ist    Aach  wissen  wir 
bereits  aus   §  89,  daß  flir  r  =  ■    A  »  ^    und   aus  f!  90,  daß  flir 
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=  —  J  +  -|-y3    'l  =  i  —  yVS  wird.  Lassen  wir  also  k  die  Strecke 

»Ton  -J  bis  ^  —  4-  )^  stetig  durchlaufen,  so  durchlauft  r  stetig  einen 

I  Bogen  des  Eiuheitskreises,  der  von  den  genannten  beiden  Punkten 

[  begrenzt  ist     Dabei  kann  es  nicht  umkehren,  da  nach  §  93,  I  fUr 

I  alle  von  0,  1,  cd  verschiedenen  Werte  von  X  i  eine  reguläre  Funktion 

I  Ton  r  ist;    und   es   kann    auch   nicht  den   Einheitskreis  vollständig 

durchlaufen,   da   es   doch   noch   in   der  positiven   Ualbebene  bleibt. 

Also  durchläuft  r  dabei  den  in  der  positiven  Halbebene  gelegeneu, 

Ton  den  beiden  genannten  Punkten  begrenzten  Bogen  des  Einheite- 

kreises  einfach  ohne  umzukehren. 

Damit  ist  für  eine  der  Linien,  durch  die  die  Einteilung  der 
JUEbene  bewirkt  wird,  das  Bild  in  der  r-Ebene  gefunden ;  die  Bilder 
der  übrigen  sind  teils  aus  §  93  bekannt,  teils  ergeben  sie  sich  aus 
der  eben  bestimmten,  durch  wiederholte  Anwendung  des  Spiegelungs- 
prinzips und  der  znsammengehörigen  Substitutionen  (vgl.  68,  3  und 
§  96,  2): 


S) 


U''  :  X  . 


So  erhält  man  folgende  Figur  nnd  u. 

I,  Wenn  t  den  Umfang  des  m  der  Figvr 
»chraffierten  Dreiecks  durchlauft,  durchläuft 
J  gerade  einmal,  ohne  umzukehren,  die  Ajre 
der  reellen  Zahlen. 

II.  Dieses  Dreieck  zusammen  mit  dem 
durch  Spiegelungen  an  einer  seiner  Seilen  aus 
ihm  entstehenden  bilden  einen  Fundamental- 
bereich der  Funktion  J{t). 

Diese  Spiegelungen  führen  r  Ijezw. 
über  in; 


4) 


^+1. 


Fig.  <5, 


Durch  jede  dieser  Spiegelungen  entsteht  aus  dem  Dreieck  ein 
neues,  das  als  ein  durch  die  Funktion  r  von  /  vermitteltes  Bild 
der  negativen  Halbebene  anzusehen  ist  u.  s.  w.  Ganz  wie  in  §  94 
kann  bewiesen  werden,  daß  die  durch  fortgesetzte  Spiegelung  ent- 
stehenden Bilder  schließlich  die  ganze  positive  Halbehene  über- 
decken, daß  also  J{t)  eine  in  dieser  Halbebene  definierte  eindeutige 
Punktion  von  t  ist;  es  geht  das  übrigens  auch  daraus  hervor,  daß 
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J  eine  eindeutige  Fnaktion  von  i.  and  Ä  eine  solche  \oa  r  ist. 
lu  jedem  Dreieck  der  Figur  nimmt  J  entweder  jedea  Wert  mit 
positiver  oder  jeden  mit  negativer  zweiter  Koordinate  gerade  einrnul 
an.     Wenn  also  die  Gleichung  besteht: 


S) 


A^,)  =  «^('s). 


müssen  die  Puifkte  Tj  und  t,  in  Dreiecken  derselben  Art  an  e 
sprechenden  Stellen  liegen.  Dreiecke  d erseihen  Art  gehen  a 
durch  eine  gerade  Anzahl  von  Spiegelangen  auseinander  hervor. 
zwei  der  Spiegelungen  (4)  geben,  nacheiuauder  angewendet,  e 
der  linearen  Substitutionen,  die  r  bezw.  in: 


I 


I   +T, 


1  - 


nen- 
tit»H 

1 


Öberfübren.  Das  sind  aber  gerade  die  in  §  68  bezw.  mit  S,  T,  V 
bezeichneten  Substitutionen.  Aus  ihnen  entstehen  durch  Zusamraen- 
setzuug,  wie  wir  dort  gesehen  haben,  die  sämtlichen  ModulsabstitBOj 
tionen  und  nur  sie.     Also  folgt: 

Eine   Gleichnvg  der  Form  (5)  besteht  stets  dann,  und  nur  de 
wenn  r^   mit  t^  durch  eine   Modulsubstitution  zunammenhanfft. 

Damit  ist  der  Satz  von  §  78  auf  ganz  anderem  Wege  wiedl 
gewonnen. 

An  diese  Sätze  lassen  sich  nun  tiir  die  Funktion  J(j) 
analoge  Folgerungen  knUpfen,  wie  in  dem  §  95  an  die  entsprechen- 
den Sätze  von  §§  93  nnd  94  Über  die  Funktion  A(r).  Wir  brauchen 
sie  nicht  alle  noch  einmal  explicite  auszusprechen;  nur  auf  einen 
Punkt  sei  aufmerksam  gemacht;  Die  Funktion  ^(t)  und  ihre  ratio- 
nalen Funktionen  sind  auch  in  den  innerhalb  der  positiven  Halb- 
ebene gelegenen  Ecken  der  Fundamentalbereiche  bis  auf  Pole  re| 
nur  die  auf  der  Axe  der  reellen  Zahlen  liegenden  Ecken  (einschl. 
sind  wesentlich  singulare  Punkte  für  diese  Funktionen. 


Beziehungen  zwischen  den  zu  /(t 
Gruppen. 


und  /.(t)  gehörigen J 


Wir  mflssen  nun  die  Beaiehung  zwischen  den  Funktionen  . 
und  X{j)  noch  näher  untersuchen.  Jede  ganzzahlige  lineare  1 
Etitution  (Modulsubstitution)  fUhrt  J{t)  in  sich  über,  aber  nach  §| 
nicht  immer  auch  X (r).  In  der  That  wissen  wir  bereits  aus  \,%% 
daß  zu  jedem  Werte  von  J  sechs  Werte  von  /  gehören;  wir  mm 
femer  aus  §  69,  daß  wir  durch  lineare  Periodentranaformation  }tA 
uiügliche  Vertauschung  der  drei  Größen  e,   also    auch  jeden  Wd 
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TOD  }.  erhalten  können.     Man   hat,   um    die   hier  herrschenden  Be- 

nehnngeu   Ubersichtlicb   ausdrücken  zu  können,   die  Ausdrucksweise 

eingeführt : 

L    Zwei    ItTuare    Periade7ttransfoT77tatioiten    mit    den    Koeffizienten 
3,   y,    S]    beiw.    («',  ß' ,   y' ,   h'\    heißen  nach  dem  Zahlenmodul  n 

koT^ruertt,  wenn: 

a  ^  a,     ß'  ^  ß,     y"  =  y,     b'  =  S    (niod.  n) 


Man  erkennt  dann  zunächst: 

zu   einander  kongruent,   ! 


Sind  S  und  S^  modnlo 
setzt  werden: 

2) 


kann  ge- 


S,  =2S. 


wo  2£{=  Sj  *'"')  eine  modulo  n  zur  Identität  kongruente  Substitution 
bedeutet.  D;i  i'iir  n  =  2  keiner  der  Werte  von  l  durch  ^  geändert 
wird,  so  folgt: 

n.  Zwei  nach  dem  Modul  2  kongruente  lineare  Periodentransfor- 
mationen  haben  avf  X  denselben  Einguß. 

Wir  fassen  nun  JÜIe  nach  dem  Modul  2  kongrueuten  linearen 
Periodentransformationen  zu  einer  Klasse  solcher  Transformationen 
Busammeu  und  fragen  zunächst,  wieviele  verschiedene  solche  Klassen 
giebt.  Dabei  haben  wir  zu  beachten,  daß  die  Transt'ormations- 
koeffizienten  an  die  Bedingung  aä  —  ßy  =  \  gebunden  sind.  Aus 
ihr  folgt:  wenn  k  gerade  ist,  müssen  ß  und  /  notwendig  ungerade 
sein,  S  aber  kann  gerjide  oder  ungerade  sein  —  das  giebt  zwei 
Klassen.  Ist  a  ungerade  und  d  gerade,  so  müssen  ß  und  y  un- 
gerade sein  —  eine  Klasse.  Sind  «  und  S  beide  ungerade,  so 
dürfen  ß  und  y  nur  nicht  beide  ungerade  sein  —  drei  Klassen. 
Da  man  sich  leicht  durch  Bildung  von  Beispielen  (s.  unten]  davon 
fiberzeugen  kann,  daß  zu  jeder  dieser  Klassen  wirklich  lineare 
Pe  ri  öden  trau  sformationen  geboren,  so  kann  man  sagen: 

TTT.  Die  Modulgruppe  kann  zerlegt  werden  in  sechs  Klassen '  von 
Je  untereinander  modulo  2  konffrventen  Transformationen. 

J^s  ist  vielfach  zweckmäßig,  von  Jeder  solchen  Klasse  einen  be- 
stimmten Repräsentanten  anzugeben;  wie  schon  in  §§  69  und  96 
mögen  wir  als  Eejiräsen tauten  etwa  wählen: 

F„  =  1,    F,  =  s,    r,  =  r,    r,  =  u,    f  =  u',    r^  =  us. 


■  Mut  be&chte,  daß  von  diesen  KlasBeu  nur  eine  eioe  Ontppe  ist;  nSmliob 
diejenige,  die  sue  den  xm  IdentitSt  kongraeuten  TraiiBfoniiBtioiieu  besteht. 
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Man   kann    dann   jede  Modul  aiibstitution    V  auf   eine   i 
eine  Weiae  auf  die  Form  bringen: 


in  der  F^  eine  der  sechs  genannten  Substitutionen,  d^  =  FF^ 
nach  dem  Modul  2  zur  Identität  kongruent«  Substitution  bedeul 
Man  kanu  dasselbe  auch  durch  die  Kongruenz: 

4)  F  z£  r.     (mod.  2) 

ausdrücken  und  sich  mit  Hili'e  der  Zuaammensetzungsformeln  (I, 
g  14,  11)  davon  überzeugen,  daß  aus  F  ^  W  und  F"  =  JF'  folgt 
daß  auch  FF  —  H'/F"  ist  Infolgedessen  kann  man  tou  der  „Zu- 
lammenselzung  der  Klassen"  reden:  sind  6'^,  C^,  C^  Bezeichnungen  ftr 
drei  Klassen,  F^,  P^  allgemein  Zeichen  ftir  Transformationen  der 
ersten,  bezw.  der  zweiten  dieser  Klassen,   so  drückt  die  Gleichung; 

5)  C.  C,^^  C, 

aus,  daß  die  Klasse  C^  aus  den  sämtlichen  Produkten  F^  F^  bestebH 
Diese  Zusammensetzungen  der  Klassen  bilden  eine  Qruppe,  die  alfl 
strakt  genommen  mit  der  Gruppe  der  sechs  linearen  Transformationui 
identisch  ist,  die  die  sechs  Werte  von  A  ineinander  überführen  (I,  §  22). 

§  99.    Untergruppen  der  Modulgruppe  von  endlichem  Index.  < 

Es  sei  r"  eine  Untergruppe  der  Modulgrupjie  F  von  unendliq 
hoher  Ordnung,   d.  h.   eine  Gruppe,   die   aus  uuendlich  vielen, 
nicht  allen   Modulsubstitutionen  besteht     Ihre  Substitutionen  i 
in  irgend  einer  Reihenfolge  mit: 
1)  1.     V^.     Uj V, 

t  bezeichnet.     Ist   dann  F^   eine  Substitution   von  F,  die  nicht  i 
gehört,  80  sind  die  Substitutionen: 
2)                      f,,    r,»„    r,„, ;>-,, 
alle  voneinander  und  von  den  Substitutionen  (1)  verschieden.     Cei 
wäre   F^  v.  =  r,  v^,  so  würde  folgen  v.  ^  v^;  und  wäre  '^  v,  =  "»,  so 
würde    folgen    F^  =  v^v.-^.     Da   aber   n.  V.    die    Substitutionen  (1) 
eine    Gruppe    bilden,    ist  »»w^"'  unter    ihnen   enthalten;   also   ' 
Tj   unter  Ümen  enthalten,  gegen  die  Voraussetzung. 
Sind  außer  deo   Substitutionen   (1)  und  (2)  noch  andere  iafl 
enthalten,  so  sei   F^  eine  von  diesen.     Dann  folgt  ganz  ebenso,  i 
die  Substitutionen: 
3)                     r,,    r,!',,    r,ü, r,«, ... 
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alle  voneinander  nnd  von  den  Sabstitationen  (1)  verschieden  sind. 
Sie   sind   aber   anch   alle   von   den   Substitutionen  (2)  verschieden. 

Denn  wäre  etwa  V^v^=  ^i^v  ^^  würde  folgen:  F^  =  ^i^k^i'^'^  ^^^ 
da  v^v^~^  zu  (1)  gehört,  würde  F^  zu  (2)  gehören,  gegen  die  Vor- 
aussetzung. 

Sind  die  Substitutionen  von  F  damit  noch  nicht  erschöpft,  so 
kann  man  eine  vierte  2^ile  ansetzen: 

und  von  dieser  ebenso  zeigen,  daß  alle  ihre  Substitutionen  von- 
einander und  von  den  Substitutionen  der  vorhergehenden  ZeUen 
verschieden  sind. 

Hätten  wir  bei  Aufstellung  der  Zeilen  z.  B.  an  Stelle  von  F^ 
irgend  eine  andere  Substitution  F^  v^  benutzt^  so  würde  an  Stelle  der 
ZeUe  (2)  die  folgende  getreten  sein: 

2a)  M ^k'       i^k^i^     F^Vj^v^f ,  , ,  ,  F^v^v^  •  • . 

Aber  da  die  Substitutionen  (1)  n.  Y.  eine  Gruppe  bilden,  so  sind 
die  Substitutionen: 

nur  durch  die  Reihenfolge  von  ihnen  verschieden.  Also  gilt  das- 
selbe von  (2  a)  und  der  t*^  Zeile  des  zuerst  erhaltenen  Schemas, 
und  es  besteht  der  Satz: 

L  Die  durch  eine  Untergruppe  F'  gelieferte  Einteilung  der  Sub' 
stitutianen  van  F  in  Zeilen  ist  bis  auf  die  TieUienfolge  der  Zeilen  und 
die  Reihenfolge  der  Substitutionen  innerhalb  der  einzelnen  Zeile  durch 
F"  allein  vollständig  bestimmt  und  nicht  abhängig  von  der  Auswahl 
der  Svhstitutionen  /'j,  /,....,  die  wir  zur  Bildung  der  Zeilen  be- 
nutzt  haben. 

Ein  solches  System  von  Substitutionen  1 ,  F^^  F^  ,  . .,  deren 
jede  aus  je  einer  Zeile  dieser  Einteilung  im  übrigen  ganz  will- 
kürlich herausgegriifen  ist,  nennen  wir  ein  zu  F'  innerhalb  F  ge- 
hörendes System  von  Repräsentanten. 

Es  kann  vorkommen,  daß  immer  noch  Substitutionen  übrig 
bleiben,  wieweit  man  auch  in  der  Bildung  der  Zeilen  gehen  mag; 
,  es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  nach  Bildung  der  jti*^°  Zeile 
sämtliche  Substitutionen  der  Gruppe  crscliöpft  sind.  Wir  wollen 
uns  hier  nur  mit  dem  letzteren  Falle  weiter  beschäftigen.  Man 
pflegt  zu  definieren: 

II.  Besteht  das  aufgestellte  Schema  aus  /<  Zeilen,  so  heifit  die 
Untergruppe  P  innerhalb  F  vom  Index  p,. 

BumcnAnDT.  FonktioDeii.    II.  10 
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§  100.     Fundamentatbereich  einer  Untergruppe  der  Modulgruj 

Den  abstrakten  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  stellai 
wir  nun  auch  entsprechende  geometriacbe  Darstellungen  znr  Seite. 
Dm  sie  bequem  formulieren  zu  können,  definiert  man  zunächst: 

I.  Geht  ein  Punkt  r  durch  eine  Substittition  von  f  in  t 
andern  r'  über,  so  heißen  r'  imd  r  .,äqincalent  in  Bezug  auf  f"  0 
WO  kein  Mißverständnis  mögheb  ist,  einfach;  „relativ  äquivalent" 

In  demselben  Sinne  spricht  man  auch  Ton  zwei  in  Bezug  auf 
/"  äquivalenten  Dreiecken,  bezw.  Doppel  dreiecken  der  Modulteilung. 

Wir  wählen  nun  irgend  ein  Doppeldreieck  der  Modulteilung  aJs 
Ausgangsbereicb  1    und   bezeichnen  jedes  andere  mit   dem  Zeichen 
derjenigen  Substitution,  durch  die  es  aus  dem  ersten  hervorgeht.   An 
das  Doppeldreieck  1   stoßen  drei  weitere  Doppeldreiecke  an;  diese. 
Bind   jedenfalls   nicht   alle   drei   zu    1    in  Bezug  auf  /"   äqnivali 
Denn   sonst   würde   f   die   Substitutionen  S  und  T  enthalten 
folglich  nach  §  68   mit  r  identisch  sein.     Sei  F^   eines  von  ihn( 
das   zu    1    nicht   relativ   äquivalent  ist;   wir   filgen   es  zu  1    hini 
Das  von   1  und   T,  gebildete  Polygon  ist  von  einem  Kranze  weil 
Doppeldreiecke  umgeben;  sind  unter  diesen  noch  eines  oder  mel 
Torbanden,  die  weder  mit  1,  noch  mit  /''[  relativ  äquivalent  sind, 
,  bezeichnen  wir   eines   von   ihnen  mit  ^^   und  fügen   es   dem  von 
nnd   /',  gebildeten  Polygon  hinzu.     So  fahren  wir  fort,  indem 
solange  es  möglich  ist,  dem  gerade  erreichten  Polygon   aus  dem 
umgebenden  Kranze  von  Doppeldreiecken  jedesmal  ein  solches  w< 
teres   anhängen,    das   mit   keinem   der  bereits  in   das  Polygon 
genommenen  Doppeldreiecke  relativ  äquivalent  ist,| 

Wir  setzen  nun  inabesondere  voraus,  die  Untergruppe  F" 
von  endlichem  Index  fi.  Dann  muß  der  eben  geschilderte  Prozel 
nach  einer  endlichen  Anzahl  fi„  ^  fi  von  Schritten  zum  Abschluß 
kommen;  denn  es  giebt  dann  nicht  mehr  als  ß  inäquivalente  Klassen 
untereinander  relativ  äquivalenter  Doppeldreiecke.  Man  habe  also 
ein  aus  fi^  Doppeldreiecken  bestehendes  Polygon  von  der  Beschaffen- 
heit erhalten,  daß  jedes  an  dieses  Polygon  anstoßende  Doppeldreieck 
J9_,  mit  einem  Doppeldreieck  U^  des  Polygons  relativ  äquivalent 
Dann  muß  i/,  am  Rande  des  Polygons  anliegen.  Denn  eines 
zu  U^  benachbarten  Doppeldreiecke  1).'  gehört  dem  Polygon  an 
ist  mit  einem  zu  J).  benachbarten  Dopi)eIdreiecke  D^'  relativ  s 
valent.  Dieses  letztere  kann  dem  Polygon  nicht  angehören, 
ihm  i'/  angehört;   also   liegt  D^   zu  einem   dem  Polygon  nicht 


f 
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gehörenden  Doppeldreieck,  näm  lieh  i>^', benachbart,  mit  andern  Worten, 
■  ea  liegt  am  Rande  des  Polygons  Dabei  ist  die  gemeinsame  Seite 
MOD  i>^  und  J}.'  relativ  äquivalent  zu  der  gemeinsamen  Seite  von 
mJit  und  J}^,  d,  h.  die  Randkurven  urueres  Poli/gons  sind  einander 
mtaaruieise  relativ  äquivalent.  Wie  in  früheren  Fällen  rechnen  wir 
Bvon  zwei  solchen  Gandknrven  immer  nur  die  eine  mit  zu  dem 
Brolfgon. 

W         n.  Treffen  wir  diese  Festnetzung,   so  sind  m  dem  Polygon  keine 
m-ttnei  zu  einander  relativ  äquivalente  Punkte  enthalteji. 
I  Denn  zwei  solche  Punkte  würden  einander  auch  in  Bezug  auf 

r  äquivalent  sein,  also  an  homologen  Stellen  zweier  Doppeldreiecke 
liegen.  Dann  würde  die  Modulsubstitution,  die  einen  dieser  Punkte 
in  den  andern  überführt,  glejchzeitig  das  eine  dieser  Doppeldreiecke 
ganz  in  das  andere  überführen  und  folglich  der  Untergruppe  f  an- 
gehören, gegen  die  Voraussetzung, 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt  der  Satz; 

in.  J)as  Polygon  enthält  zu  jedem  Punkte  r  der  positiven  Halb- 
ebene  einen  relativ  atpiivalenten. 

Zum  Beweis  verbinden  vrir,  was  stets  möglich  ist,  den  Punkt  t 
mit  irgend  einem  Punkt  r^  des  Polygons  durch  einen  Weg,  der  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Doppeldreiecken  der  Modulteilung  durch- 
setzt Durchlaufen  wir  diesen  Weg  von  r„  aus,  so  gelangen  wir  bei 
UberHcbreitung  des  Polygonrandes  in  ein  Doppeldreieck  D^,  das 
n.  Konstr.  mit  einem  Doppeldreieck  I)^  des  Polygons  relativ  äqui- 
valent ist.  Wir  können  also  zu  dem  nun  folgenden  Teil  unseres 
Weges  einen  relativ  äquivalenten  Weg  ausfindig  machen,  dessen 
Anfang  innerhalb  i>.  verläuft.  Indem  wir  ihn  verfolgen,  gelangen 
wir  entweder  zu  einem  innerhalb  des  Polygons  gelegenen,  mit  r 
relativ  äquivalenten  Punkt,  oder  wieder  an  den  Hand  des  Polygons 
und  über  ihn  hinüber  in  ein  Doppeldreieck  D^.  Auch  dieses  ist 
mit  einem  Duppeldreieck  B^  des  Polygons  relativ  äquivalent;  wir 
können  wieder  zu  dem  nun  folgenden  Teil  des  Weges  einen  relativ 
äquivalenten  Weg  angeben,  der  zunächst  innerhalb  i>/  verläuft  u.  3.  w. 
Schließlich  müssen  wir  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten 
zu  einem  innerhalb  des  Polygons  gelegenen,  mit  t  relativ  äquivalenten 
Punkt  kommen.  Denn  da  der  ursprüngliche  Weg  von  r.,  nach  t 
nur  eine  endliche  Anzahl  Doppeldreiecke  durchsetzte,  muß  dasselbe 
mit  jedem  zu  ihm  relativ  äquivaleaten  Weg  der  Fall  sein. 

Damit  ist  8atz  III  bewiesen;  insbesondere  folgt,  daß  die  oben 
mit  /i^n  bezeichnete  Zahl  der  Doppeldreiecke  des  Polygons  nicht 
<  /i,  sondern   =  (i  ist. 


244  J^odulfunktionm. 

Seiner  Eot'^hung  aus  der  Modulteilung  zufolge  überdeckt 
Polygon  keinen  Teil  der  Ebene  melirfach.  Man  kann  ea  auch 
als  einfach  zusammenhängend  ansehen;  denn  wenn  auch  ja  etwa 
neu  hinzukommendes  Doppeldreieck  mit  zweien  seiner  Ränder  an 
das  vorher  schon  gebildete  Polygon  anstoßen  sollte,  so  brauchte  man 
es  doch  nur  längs  einer  dieser  Seiten  mit  jenem  zu  vereinigen, 
während  man  länp  der  andern  keinen  Zusammenhang  ania* 
nehmen  hätte. 

Man  nennt  ein  nach  den  Vorschriften  dieses  Paragraphen  kon- 
struiertea  Polygon  einen  Fundamentaliereick  der  Untergruppe  /*- 
unter  erlaubter  Abänderung  desselben  versteht  man  die  Ersetzung 
eines  oder  mehrerer  seiner  Doppeldreiecke  durch  relativ  äquivalent«. 


t  ^1 
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Zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Theorien  der  beiden  vorhi 
gehenden  Paragraphen  stehen  uns  bereits  zwei  durchgeführte 
spiele  zu  Gebote:  nämlich  einmal  die  Modulgruppe  r  selbst,  dann 
diejenige  Untergruppe  vom  Index  G,  die  aus  allen  modulo  2  zur 
Identität  kongruenten  Modulsubstitationen  besteht  In  jedem  dieser 
beiden  Fälle  hatten  wir  zu  der  Untergruppe  gehörende  ModulfunJf 
tiojien  kennen  gelernt,  nämlich  Funktionen,  die  bei  allen  Substitutionen 
der  Gruppe  unverändert  bleiben,  die  femer  im  Innern  und  am  Kant 
des  Fund  amen  talbereichs  der  Gruppe,  ausgenommen  seine 
vom  Winkel  0,  bis  auf  Pole  regulär  sind,  die  endlich  einem 
stimmten  Grenzwert  sich  nähern  oder  in  dem  I,  §  48  definiert! 
Sinne  bestimmt  unendlich  werden,  wenn  i  sich  im  Fundamental- 
bereich  einer  solchen  Ecke  unbegrenzt  nähert.  Wir  hatten  in  beiden 
Fällen  gesehen,  daß  sich  alle  solchen  Funktionen  durch  eine  anter 
ihnen  (im  einen  Fall  J,  im  andern  Fall  X)  rational  ausdrucken  lassen 
und  daß  also  zwischen  irgend  zweien  unter  ihnen  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  r  unabhängigen  Koeffizienten  besteht.  Eine  solche 
Funktion  eines  Bereiches,  durch  die  sich  jede  andere  Funktion  des 
Bereiches  rational  ausdrücken  laUt,  nennt  man  eine  HauptfunAtion 
des  Bereiches;  man  erkennt,  daß  jede  lineare  Funktion  eint 
Hauptfunktion  wieder  eine  llauptfunktion  desselben  Bereiches 
(daß  man  also  nicht  etwa  von  der  Hauptfunktion  eines  Bereich* 
sprechen  kann).  Für  eine  solche  Hauptfunktion  ist  der  „Funda-~ 
mentaibereicb  der  Untergruppe"  zugleich  „Fündamentalbereich  der 
Funktion"  in  dem  I,  g  17,  VI  definierten  Sinne.     Mau  beachte  aber, 
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dafi  nicht  za  jeder  Untergruppe  HauptfunktioneD  gehören  (ehenso- 
wenig  wie  zum  PeriodenparaUelogramm,  vgl  §  14.  VI). 

Jede  Funktion  des  Bereiches  irgend  einer  Untergruppe  der  Äfodui- 
gruppe  bezeichnen  wir  ah  Modulf unktion^  im  allgetneituten  Sinne;  eine 
HauptfunktioTt  einen  solchen  Bereiches  speziell  als  einen  Uauptmodul. 

Betrachten  wir  miiimehr  gleichzeitig  zwei  Untergruppen  f  und 
T"  Ton  /",  von  denen  die  letztere  in  der  ersteren  enthalten  sei. 
"Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall,  daß  zu  /*'  Hauptfunktionen 
gehören;  sei  r  eine  derselben.  Jede  Funktion  w  von  f"  ist  dann 
zugleich  eine  Funktion  von  F",  also  eine  rationiile  Funktion  von  z. 
Somit  ist  umgekehrt  z  eine  algebraische  Funktion  von  w,  d.  h,  ft'urzel 
r  algebraischen  Gleichung,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen 
von  10  sind;  das   Gleiche  gilt  von  jeder  rationalen  Funktion  von  z. 

Wir  werden  diesen  Satz  besonders  auf  den  Fall  anzuwenden 
haben,  daß  die  hier  mit  /"  bezeichnete  Gruppe  die  Modulgruppe  F 
selbst  ist.  Er  sagt  dann  ans,  daß  jeder  Hauptmodul  und  folglich 
jede  Modulfunktion,  die  zu  einer    Untergruppe    mit  Uauptmodul  gehört, 

algebraische  Funktion  von  J  ist. 

(Wollten  wir  weitergehende  Sätze  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  als  bekannt  voraussetzeu ,  so  könnten  wir  zeigen,  daß 
die  Voraussetzung  der  Existenz  eines  zur  Untergruppe  gehörenden 
Hauptmoduls  nicht  erforderlich  ist,  daß  Tielmehr  jede  Modulfunktion 
algebraisch  von  J  abhängt) 


%  102.  Ausgezeichnete  Untergruppen  und  zugehörige  Faktorgruppen. 

In  dem  speziellen  Falle  von  §  98  hatten  wir  eine  „Zusammen- 
setzung der  Klassen"  kennen  gelernt:  wenn  dort  das  Produkt 
F^  V^  =  f,  war,  so  gehörte  das  Produkt  jeder  Substitution  der  ('^'' 
Zeile  mit  jeder  Substitution  der  ä*™  Zeile  der  /■""  Zeile  an.  Etwas 
An^oges  findet  keineswegs  hei  jeder  der  in  §  99  besprochenen 
Untergruppen  statt  Denn  soll  es  zu  jeder  Kombination  der  In- 
dices  I,  k,  r,  t  einen  Index  t  von  der  Beschaffenheit  geben,  daß; 

1)  r,v^.F^v,^  FJ^v, 
ist,  so  folgt: 

v^r^v,=  !\o^ 

und  daraus: 

2)  f^  - 1 B^  /j  =  V,  u, -  •  -=  einer  Substitution  v^ 

'  In  alteren  Daratellungen    wird    «peciell    die  hier  mit  l(i)  b&zeiclmete 

FunlitioD  Modulfunktion  guiiitiiiLl, 


(da  doch  die  Sabstitutiooeii  v  fUr  sich  eine  Untergruppe  büden  m 
Umgekehrt,  wenn  es  zu  jedem  Indexpaare  k.  *  einen  Index  i 
der  Beächaßenheit  giebt,  daß  die  Gleichung  (2)  oder: 

2a)  ",''*=''»", 

besteht,  so  folgt  daraus  rückwärts: 

und  daraus  wieder  Gleichung  (1).     Man  defiaiert  nun: 

I,  Die  Subititutifin   f\~^^.  V^  heißt  die  Transformierte  wm  o,  r 
möge    V^;  $ie  Heißt  auch:  innerhalb  JT  mit  v^  gleiekbereclit^t. 

Bann  gilt  der  Satz: 

IL  Die  Tratufortnierlen  aller  SubelilutioTurii  einer    Untergruppe  J 
von    r  vermöge   einer   Substitution   von  F  bilden   eine    Gruppe. 
f  innerhalb  F  gleichberechtigt  heißt. 

Denn  aus  v^v^  =  w,  folgt: 


r-'e.K. 


=  K- 


\  '»■ 


Definiert  man  weiter: 

TU.    Eine   Untergruppe    von  /",    mit  der  jede   zu  ihr  innerhalb  i 
ffleiekberechligte  idejitisch  igt,  heißt  innerhalb  F  ausgezeichnet  - 
BO  lautet  der  zu  Anfang  bewiesene  Satz: 

IV.  Hine  Zusammensetzung  der  Klassen  findet  dann  und  nur  deä 
statt,  wenn  F  eine  ausgezeichnete   Untergruppe  von  F  ist. 

Ks  sei  DUD  t  eine  zur  Untergruppe  F  gehörende  Modutfanktio^ 
Ersetzt  man  r  durch  irgend   einen  der  Werte   /"^{r),    F.v^{t)  . 
BO  erhält  luau  aus  z   eine  „mit  z  gleichberechtigte"  ilodulfunktion  ^ 
Diese  genügt  derselben  Gleicliung: 
8)  f[z,  J)  =  0 

wie  :;  deun  die  linke  Seite  ist  als  Funktion  von  z  betrachtet  i 
tisch  Null,   bleibt  alao  Null   bei  der  Substitution  von   r,nj(r)  für! 
durch    die   r  in  7j  Ubergelit,   während  J  nugeändert  bleibt  [vgLj 
g  66,  IV).     Wir  kQnnen  sagen: 

V.  Gleichberechtigte  Modulfunktionen  sind  fFurzeln  einer  und  ■ 
selben  algebraiitchen   Gleichung  mit  in  J  rationalen  Koef/izienten. 

Umgekehrt  kann  man  anch  immer  eine  solche  Oleichoiig  luldl 
dfircu    sämtliche    Wurzeln     untereioander    gleichberechtigte   Mw 
funktionen  sind    Dii^uu  die  symmetrischen  Funktionen  der  sämtliol 
ontereinauder  gleichberechtigten  Modulfunktiooen  sind  nach  §  9t 
rutionale  Funktionen  von  J. 


§  103-    EauptkongnunxwüergTuppm  der  Modulgrvfpe,  247 

Es  findet  aber  nun  ein  wesentlicher  Unterschied  statt,  je  nach- 
Bidem  wir  es  mit  einer  ausgezeichneten  oder  mit  einer  nicht  aua- 
Igezeichneten  Untergruppe  zn  thun  haben.  Die  Funktion  z.  nämlich, 
Idie  aus  z  durch  die  Substitution  von  F^{T)  für  r  hervorgeht: 

lUeibt  nsgeändert,  wenn  man  auf  r  eine  der  transformierten  Snb- 
[  Stitntionen  'i"'", '^(  anwendet;  denn  es  ist: 

['.C^-'". '',(')]  =  --['^- '",-'». '",(')]  -  4".  ^,W]- --['',(')]  = ',» 

l<01eichl>e rechtigte  Modulfnnktionen  gehören  also  zu  gleichberechtigten 
I  Untergruppen,  ht  insbesondere  die  Gruppe  F"  eine  ausgezeichnete,  to 
f  gehören  alle  mit  z  gleichberechtigten  Modulfunktionen  zu  einer  und 
l  derselben  Gruppe,  nämlich  eben  zu  f. 

Eine  Folge  davon  ist,  da6  sie  alle  bei  allen  Substitutionen  d,, 
Oj  . .  .  ungeändert  bleiben  nud  bei  allen  Substitutionen  ^,u,,  r,«j  . . . 
in  derselben  Weise  untereinander  vertauscht  werden.  Man  kann 
also  durch  Ansühung  von  Modulaubstitutioni^n  auf  r  nicht  beüebige 
Vertanachungen  der  Wurzeln  der  z-Gleichung  erzielen,  sondern  nur 
fi  bestimmte  solche  Vertauschungen.  Diese  bilden  eine  Gruppe, 
deren  Gesetze  sich  aus  den  Gesetzen  der  Zusammensetzung  der 
Klassen  ergeben;  sie  heißt  die  zu  F  in  Bezug  auf  F  gehörmde 
Faktorgruppe  G.  Für  diese  Faktorgruppe  ergiebt  sich  aus  §  97 
am  Ende  der  Satz: 

Jede  rationale  Funktion  der  Wurzeln  z,  die  ungeändert  bleibt,  wenn 
man  eine  beliebige  Vertauschung  der  Gruppe  G  unter  ihnen  vornimmt, 
igt  eine  rationale  Funktion  von  J. 

(Auch  wenn  /*  nicht  ausgezeichnet  ist,  kann  man  eine  Gruppe 
von  Vertauschungen  der  Wurzeln  konstruieren,  die  die  letztgenannte 
Eigeuächatt  hat;  aber  die  Anzahl  dieser  Vertauschungen  ist  dann 
gröSer  als  der  Indes  fi  von  /*.) 

§  I03>    Hauptkongruenzuntergruppen  der  Modulgruppe. 

Eine  der  Untersuchung  besonders  leicht  zugängliche  Untergruppe 
wird  von  denjenigen  linearen  Periodentransforroationen: 
I  "»i'  =  «w,  +ßto^, 

gebildet,  die  in  Bezug  auf  irgend  einen  Zahlenmodul  zur  Identität, 
d.  h.  zu  der  Transformation: 


2B0  ModtafimUionen. 

Übrigens  kann  man  den  Begriff  der  Hanptkongrnenzuotergmppe 
anch  auf  die  Gruppe   derjenigen  linearen  TraneformationeD  in  Ami 
drei  Variabeln  v,  <o^,   lo^  übertragen,   bei   denen  pu   und 
geändert  bleiben,  nämlich: 


7)  f„,'=  a^,+ßo,,. 

Eine  solche  Transformation  beißt  „modulo  n  zur  Identität  kon- 
gruent", wenn  fc,,  k^,  a  —  \,  ß,  y,  S—\  alle  durcb  n  teilbar  sind, 
ÄQcb  hier  bilden  dio  modulo  n  zur  Identität  kongruenten  Trans- 
formatioaen  eine  Untergru])pe,  die  man  auch  als  Hauptkongraenz- 
gruppe  n'"  Stufe  bezeichnet;  und  eine  Funktion  von  m,  ajj,  o,,  di» 
bei  alten  diesen  Transformationen  angeändert  bleibt,  heißt 
eUiptiscke  Funktion  n'"  Stufe. 

Aus  den  Sätzen  von  §  34  und  g  72  geht  hervor,  daß  die  Sigma- 
quotienten  und  die  Funktionen  Jacobis  iu  der  That  Funktionen 
zweiter  Stufe  im  Sinne  dieser  Definition  sind,  wie  wir  sie  im 
IV.  Abschnitt  schon  vorgreifend  genannt  bähen. 

§  104.    Das  spezielle  Teilungsproblem. 

Die  Aufgabe:  aw»  den  Herten  der  elliptisclien  Ftinktionen  i 
bestimmten  PeriodenparalMogramms  für  den  Arffitmenheert  u  die  Wert 
derselben  Funktionen  für  den  Ärgumentiüert  vfn  zu  berechnen  (also  dÜ 
Ümkehrung  der  in  §  27  behandelten  Aufgabe)  bezeichnet  man  al 
d(u  allgemeine  TeilungspToblem  der  elliptischen  Funktionen.  Dffl 
speziellen  Fall  dieses  Problems,  daß  w  eine  Periode  ist,  bezeichiui 
man  als  das  spezielle  leilungsproblem.  Die  Lösungen  dieses  letzteren  siBl 
also  Funktionen  allein  der  Perioden;  wollen  wir  aber  untersncheii 
was  für  Funktionen  sie  sind,  so  müHsen  wir  erst  eine  Festsetzuq 
diiröber  treffen,  was  für  elliptische  Funktionen  wir  „teilen"  woUm 
Wir  wollen  zunächst  die  spezielle  Teilung  der  elliptischen  Funk 
tionen  erster  Sttife  untersuchen. 

Sei  /'(u'w,,  w.|)  eine  solche,  d.  h.  also  eine  rationale  Funktioi 
von  p  (w  I  öjj,  Mg}  und  p  {u  \  Wj,  (u^).  deren  Koeffizienten,  falls  sie  uot 
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Betrachten  wir  aber  nicht  die  Gruppe  der  homogenen  linearen 
Transformationen  der  Perioden,  sondern  ^ie  der  gebrochenen  linearen 
Substitutionen  des  Periodenverhältnisses,  so  ist  der  Index  im  all- 
gemeinen ein  anderer.  Denn  die  beiden  linearen  Periodentrans- 
formationen {a,  ß,  y,  S)  und  {—  a,  —  ß,  —  y,  —  3)  sind  als  solche, 
wenn  n  ungerade  ist,  modulo  n  verschieden,  geben  aber  dieselbe 
Modulsubstitution;  sonst  geben  verschiedene  Periodentransformationen 
auch  verschiedene  Modulsubstitutionen.  Die  Anzahl  der  modulo  n 
verschiedenen  Modulsubstitutionen  ist  also  dann  nur  halb  so  groB 
als  die  der  verschiedenen  Periodentransformationen,  mit  andern 
Worten,  es  gilt  der  Satz: 

II.    JFenn  n    eine  ungerade  Primzahl  ist,    beträgt   der  Index  der 
Hauptkongruenzgruppe    n^  Stufe    inner  kalb   der    Gruppe    der   Modul' 
Substitutionen : 
ex  n(n»-l) 

Ist  aber  n  =  2,  so  sind  die  beiden  Periodentransformationen 
(a,  ß,  y,  S)  und  (—  a,  —  /?,  —  y,  —  S)  modulo  n  kongruent;  dann 
ist  also  in  der  Zahl  n{n*  ~-  1)  von  je  zwei  solchen  schon  nur  die 
eine  mitgerechnet  und  es  tritt  beim  Übergang  zu  den  Modulsubsti- 
tutionen keine  weitere  Reduktion  ein;  die  Anzahl  der  modulo  2 
verschiedenen  Modulsubstitutionen  ist  6,  wie  wir  bereits  in  §  98,  m 
gesehen  haben. 

Für  beliebige  (nicht  nur  für  primzahlige)  Werte  von  n  gilt 
übrigens  der  Satz: 

HL  Die  Hauptkongruenzgruppe  n^  Stufe  F^  ist  in  der  Gesamt- 
gruppe der  linearen  Periodentransformationen,  bezw,  der  Modulsubsti' 
tutionen  eine  ausgezeicknete  Untergruppe. 

Ist  nämlich  Ä  eine  ihrer  Operationen,  F  irgend  eine  andere 
lineare  Periodentransformation,  bezw.  Modulsubstitution,  so  ist,  wie 
aus  den  Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14,  11)  folgt,  AF=F 
(mod.  n)  und  ebenso  FA=F;  also  ist  auch 

6)  F'^AF::=A-1 

und  diese  Substitution  gehört  also  ebenfalls  zu  F^,  w.  z.  b.  w. 

Infolgedessen  gelten  für  sie  die  Sätze  von  §  102;  und  man 
kann  darauf  eine  einfache  Darstellung  der  zugehörigen  Faktorgruppe 
gründen.  Diese  Darstellung  erscheint  jedoch  in  konkreterer  Be- 
deutung, wenn  man  sie  an  die  Untersuchung  der  gegenüber  der 
Hauptkongruenzuntergruppe  invarianten  Funktionen  anknüpft,  was 
im  folgenden  Paragraphen  geschehen  soll. 


ModtUlunktionan. 
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also  mit  Rücksicht  auf  (2): 

10)  /■a,.k'.  «;)  =  /i,.K. '».) 

d.  L: 

m.    Jeder    einzelm    der    m '"   7'eiltperte   fi^  ^    bleibt  für   tick 
geändert,  wenn  man  auf  die  Perioden  eine  Trangformafion  der  Haupt- 
konffmenzgrvppe  n"'  Stiife  anwendet. 

Betracliten  wir  iaabesondere  solche  Teilwerte,  die  nur  Tom 
Verhältnis  der  Perioden  abhängen.  Solche  sind  im  Innern  der  posi- 
tiven r-Halbefaene  überall  bis  iiuf  Pole  regulär,  wie  aus  den  Dar- 
stellungen von  pu,  p'h,  ff^,  tf^  durch  gleichmäßig  konvergente  Reiben 
sich  ergiebt;  und  wenn  i  innerhalb  des  Fundamentaldreiecks  blei- 
bend ins  Unendliche  gebt,  so  nähern  sie  sich  entweder  einem  be- 
stimmten Grenzwert,  oder  sie  werden  bestimmt  unendlich.  Daraus 
folgt  nach  §  96  a.  E.-. 

IV.  leilwerte  f\^ ,,  der  bezeichneten  Eiijenschaft  sind  Wurzeln  evnKi 
Gleichunq  vom  Grade  n*,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  gM 
/(r)  sind.  5 

Man  kann  jedoch  von  dieser  Gleichung  einen  Linearfaktor 
ohne  weiteres  abspalten:  denn  f^  ist  sofort  vermöge  der  Definition 
der  Funktion  /'  rational  durch  J  ausdrückbar.  Die  so  auf  den 
Grad  n*  —  1  reducirte  Gleichung  beißt  die  spezielle  TeilungtgUkkung. 
Hne  weitere  Reduktion  dieser  Art  ist  nämlich,  wemi  n  Primzahl  ist, 
nicht  mehr  möglich,  solange  nicht  über  /  noch  speziellere  Voraus- 
setzungen getrofTen  werden.  Denn  dann  können  wir  a,  ß,  y,  S  60 
bestimmen,  daß  ).',  /i  beliebig  vorgeschriebene  Werte,  außer  (0,  0) 
annehmen,  wenn  {l,  n)  gegeben  sind.  Führen  wir  dann  r  auf  einem 
ganz  in  der  positiven  Halbebene  verbleibenden  Wege  von  i  nach 
t'  «  '  .  über,  80  folgt  durch  analytische  Fortsetzung  längs  dieses 
Weges  nach  1,  §  66,  IV  aus  der  Gleichung: 

die  andere: 

«(/-..mM.  •'(O)-o, 

oder  wegen  (7)  und  §  97,  (5): 

12)  *?(/!•, /.'W  •'W)-0. 

d.  h.: 

V,  Genügt  (für  n  Primzahl)  irgend  ein  von  f^^  verschiedener  Teil- 
teert  einer  Gleichung,  deren  Koeffizienten  rntionalr  Funktionen  von  J 
tiad,  so  ffenüfft  ihr  jeder  von  /„^  verschiedene  Teilwert. 
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und  in  den  ZusammeDBetzungsfonaeln  (I,  §  14,  11)  iat  ebenMls  an 
Stelle  des  Gleichheitszeichens  das  Kongruenzzeichen  modolo  i 
za  setzen. 

Man  sieht,  daß  diese  Mouodromiegruppe  eben  die  im  voiif 
Paragraphen  erwähnte  Faktorgmppe  ist. 

Man  beachte  übrigens,  daß  bei  ungeradem  n  je  zwei  der  Tran»-^ 
formationen  (14),  die  sich  nur  durch  einen  gemeinsamen  Vorzeiche*  ' 
Wechsel  der  Koeffizienten  niodulo  n  unterscheiden,  die  Wurzeln  der  ' 
Teilungsgleichung,  sofern  sie  nur  vom  Feriodenverfaültois  abhänge 
in  derselben  Weise  versetzen. 

§  105.    Resolventen  des  speziellen  Teilungsproblems  und 
Untergruppen  seiner  Gruppe. 

Es  sei  ij)  irgend  eine  rationale  Funktion  der  Wurzebi  des 
apeziellen  Teiluugsproblems.  Wenden  wir  auf  diese  Wurzeln  die 
sämtlichen  Vertauschuugen  der  Mouodromiegruppe  an,  so  erbalten 
wir  aus  ^<  eine  Reihe  von  ^^(n*— 1)  Funktionen.  Wie  im  vorigen 
Paragraphen  siebt  man  ein,  daß  die  s)*inmetri8cbeu  Funktioceo 
dieser  Funktionen  rationale  Funktionen  von  J  sind,  daß  also  ^p 
einer  Gleichung  vom  Grade  ft(n)  —  ^«(n*—  I)  genügt,  deren  Koeffi- 
zienten rationale  Funktionen  von  J  sind.  Eine  solche  Gleichung 
nennt  man  eine  G'ALoissche  liesolvenle  de»  tpezieüen  TeilungsprobUm», 
wenn  die  /t(n)    H'erte  von  \}i  alle  voneinander  verschieden  Hnit 

Es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  von  den  /((n)  Werten,  die 
durch  die  Vertausch ungen  der  Monodromiegruppe  des  Teilungs- 
problems  aus  ip  hervorgehen,  mehrere,  sagen  wir  etwa  v,  einander 
gleich  werden,  und  zwar  für  beliebige  Werte  von  r.  Aus  I,  §  66,  IV 
folgt  dann,  daß  die  ti{n)  Werte  von  i/;  zu  je  v  einander  gleich 
werden,  daß  also  v  ein  Teiler  von  y,  (n)  ist  und  daß  y  bei  den  Opera- 
tionen der  Monodromiegruppe  in  nur  (ijv  verschiedene  Werte  über- 
geführt wird.  Wieder  sind  die  symmetrischen  Funktionen  dieser 
(ijv  Werte  rationale  Funktionen  von  /;  i/'  genügt  also  in  diesem 
Falle  einer  Gleichung  des  Grades  /t/r,  deren  Koeffizienten  rationale 
Funktionen  von  J  sind.  Auch  diese  Gleichung  bezeichnet  mau  als 
eine  Sesoleente  des  Teilungsproblems. 

Die  *  Operationen  der  Monodromiegruppe,  bei  denen  der  ein- 
zelne Wert  \{<  sich  nicht  ändert,  bilden  notwendig  eine  Gruppe 
(I,  §  18,  6),  eine  Untergruppe  der  Monodromiegruppe  von  der  Ord- 
nung *  und  dem  Index  /*/p.  Die  Gruppen,  die  in  dieser  Weise  za 
den  verschiedenen  Werten  von  y  gehören,  sind  im  allgemeinen  voa- 
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einander   verschieden,    aber   innerhalb    der   Monodromiegmppe    des 

1  Teilungspro blema  untereinander  gleichherechtigt. 

Umgekehrt  werden  wir  Eesolventen  des  speziellen  Teilungs- 
I  Problems  erhalten,  wenn  wir  Untergruppen  seiner  Monodromiegruppe 
I  bestimmen  und  zu  jeder  solchen  Untergruppe  Funktionen  suchen, 
I  die  gerade  hei  ihr  unverändert  bleiben.    Von  solchen  Untergruppen 

seien  die  folgenden  aufgeführt: 
'  1.  Eine  Untergruppe  wird  gebildet  von  denjenigen  Substitutionen, 

für  welche 

1)  u-i.    ß^O,     3=1     (mod.n) 

ist  Die  Anzahl  der  Operationen  dieser  Untergruppe  beträgt  n,  ent- 
sprechend den  n  noch  mciglicben  Werten  von  y.  Eine  Funktion  ^f, 
die  bei  diesen,  und  nur  bei  diesen  Operationen  ungeändert  bleibt, 
ist  der  Teilwert  f^^  selbst;  die  zu  dieser  Unterprappe  gekorige  Besol- 
ventengltichung  ist  also  die  spezielle  Teilung sgleichung  seihst.  Als  Grad 
dieser  Gleichung  finden  wir  hier  \{n*  —  \),  während  wir  in  §  IU4 
n*— 1  gefunden  haben;  das  erklärt  sich  folgendermaßen:  Aus  pu, 
p'u,  g^,  g^  können  wir  keine  ungerade  Funktion  rational  zusammen- 
setzen, die  nur  vom  PeriodenpCT-AäÜni«  abhängig  wäre;  denn  p'u  ist 
die  einzige  ungerade  Funktion  unter  ihnen.  Es  ist  also  bei  den- 
jenigen Funktionen,  von  denen  hier  die  Rede  ist,  notwendig 
/l,  ^  =  f_i  _^;  die  Anzahl  der  verschiedenen  unter  ihnen  reduziert 
sich  daher  auf  \  (n*—  1). 

2.  Eine  zweite  Untergruppe  wird  gebildet  von  denjenigen  Sub- 
stitutionen, die  die  n  —  1  Teilwerte; 

2)  /;../■,..■■■/.-« 

nur  unter  sich  permutieren.  Sie  sind  charakterisiert  durch  die 
Kongruenz: 

3)  (?  =  0     (mod.  71). 

Ihre  Anzald  bestimmt  sich  folgendermaßen:  Aus  (3)  und  §  104,(13] 
folgt: 

A)  ad  =  l     (mod.  n). 

^ese  Kongruenz  kann  (n  immer  als  Primzahl  vorausgesetzt)  he- 
"firiedigt  werden,  indem  man  dem  a  einen  beliebigen  zu  n  inkon- 
gruenten Wert  beilegt  und  dann  S  dazu  bestimmt;  ß  bleibt  ganz 
3>eliebig.  Man  erhält  so  n{n—\)  Lösungen  der  vorgelegten  Kon- 
gruenz; von  diesen  gehen  aber  bei  ungeradem  n  je  zwei  dieselbe 
HodolBubstitution,  Die  Ordnung  dieser  Untergruppe  beträgt  also 
[■n(n—  1),  ihr  Index  folglich  n  +  \.     Daraus  folgt:  ^^^^ 
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Die  symmetrischen  Funktionen  der  n  —  1  TeihoerU  (2)  genügen 
Gleichungen  der  Ordnung  n+  1,  deren*  Koeffizienten  rationale  Funk- 
tionen von  J  sind. 

Wir  werden  dieser  Untergruppe  im  nächsten  Paragraphen  von 
einer  andern  Seite  her  wieder  begegnen. 


§  106.    Da8  apezielie  Tranaformationaproblem. 

Im  VILL.  Abschnitt  haben  wir  die  lineare  Periodentransformation, 
d.  h.  den  Übergang  von  o)^  und  cj^  zu: 


1) 


{ 


«8  =  y<»i  +^^s 


mit  der  Bedingung: 

2)  aS^ßy^l 

untersucht  Jetzt  wollen  wir  die  Frage  behandehi:  welche  Beziehung 
haben  die  Modulfunktionen  von  f,  insbesondere  J  (r),  zu  denjenigen  von  r, 
wenn  an  die  Stelle  der  Bedingung  (2)  die  andere  tritt: 

3)  aS-ßr  =  n, 

unter  n  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden? 

Zu  diesem  Zweck  müssen  wir  vor  allem  zusehen,  welchen  Ein- 
fluß auf  diese  Funktionen  eine  lineare  Transformation  der  ursprüng- 
lichen Perioden  hat;  wir  wollen  zu  diesem  Zweck  zunächst  den 
speziellen  Fall:     a=l,     /9  =  y  =  0,     ^  =  n,     also: 

4)  «j  =  ö}j ,      «3  =  n  (»3,      T  =  n  T 

ins  Auge  fassen.  Üben  wir  auf  die  ursprünglichen  Perioden  die 
lineare  Transformation: 

<  =  /6>i  +  S(o^, 
{aä-ßr=l) 

aus,  so  treten  an  Stelle  der  w  neue  transformierte  Perioden: 

ß    TT. 


6) 


Dieses  Periodensystem  ist  dann,   und  nur  dann  zu  (co^,   cd^)   äqui- 
valent^ wenn  ß  durch  n  teilbar  ist     Daraus  folgt: 
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L  Der  transformierte  Hert  der  Invariante  •/,  J(nr)  bleibt  un- 
geändert  bei  allen  denjenigen  JUadidsubsiitutionen,  für  die 

7)  '  /9  =  1     (mod.  n) 

ist. 

Diese  Modulsubstitutionen  bilden,  wie  w4r  im  Yorigen  Para- 
graphen gesehen  haben,  in  der  Modulgmppe  eine  Untergruppe  vom 
Index  n  +  1.  Andererseits  folgt  aus  den  entsprechenden  Eigen- 
schaften Yon  J{t),  daß  J{nr)  im  Innern  der  positiven  Halbebene 
überall  regulär  ist  und  einem  bestimmten  Grenzwert  sich  nähert 
oder  bestimmt  unendlich  wird,  wenn  r  innerhalb  eines  Dreiecks  der 
Fig.  44  (p.  230)  verbleibend  sich  der  Axe  der  reellen  Zahlen  un- 
begrenzt nähert.     Also  ergiebt  sich  aus  §  97  am  Ende: 

II.  J(nT)  genügt  einer  algebraischen  Gleichung  des  Grades  n  +  /, 
deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  J(t)  sind. 

Man  bezeichnet  diese  Gleichung  wohl  als  „Modulargleichung 
erster  Stufe."  Ihre  übrigen  Wurzeln  sind  die  Werte,  die  aus  J{nT) 
durch  Anwendung  von  Modulsubstitutionen  auf  r  hervorgehen,  die 
der  Bedingung  (7)  nicht  genügen;  also  allgemein  die  Werte: 


{-'.m- 


Aus  Satz  II  geht  hervor,  daß  unter  diesen  Werten  gerade  n  +  l 
verschieden  sind.  In  der  That:  ist  ß  durch  n  teilbar,  etwa  gleich 
/?!  n,  so  ist 

n-        .  -  =  — '—  j 

a  -{-  pi  «  +  p,  .  n  T 

mit  nr  äquivalent.  Ist  aber  ß  nicht  durch  n  teilbar,  so  bestimme 
man  die  Zahl  a^  so,  daß 

a  =  «j  /:?  +  Äj  7* 

wird.    Dann  ist: 

^       n 

mit  - — -   äquivalent,  indem  die  Determinante 

Äj  .  n  rV  —  (;'  ^  ()a^) .  ß  =  a  d  —  ß  y  =  1 
ist     Andererseits  sind  von  den  /*  +  1   Werten : 

Q.  T  r  +  l  r  +  2  r  +  n-1 

'  n  n  n  n 
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für  allgemeine   Werte   von   z   keine  zwei  äquivaleat;   wir  '. 
daher  sagen: 

Hl.   Uie  n  +  1    Wurzeln  der  ModutaTgleichung  ertttr  Stvfc  > 


9) 


^(«').  ■' : .  •'  ^ 


Daraus,  daß  die  beiden  erstgenannten  Größen  Wnrzeln  < 
und  derselben  Gleichung  mit  in  /(r)  rationalen  Koefüzienten  sind, 
ergiebt  sich  noch  eine  merkwürdige  Eigenschaft  dieser  Gleichung. 
Ersetzt  man  nämlich  r  durch  r/n,  so  geht  Jinr)  in  ^(r)  und  J[t] 
in  j[—\  über;   daraus  folgt; 

IV.  Lie  Modulargleiehung  bleibt  nngeänderl,  trenn  man  J(t)  i 
J(n  r)  vertauscht. 

Die  Modulargleichung  erster  Stufe  ist  übrigens  schon  bei  « 
kleinsten  Werten  von  n  ziemlich  wenig  übersichtlich;  es  liegt  ( 
daran,  daß  schon  bei  diesen  Werten  J{nT)  nicht  HauptaioAu^  \ 
die  durch  die  Kongruenz  (7)  definierte  Untergruppe  der  Modi 
gruppe  ist. 

Im  f'aile  w  —  2  können  wir  übrigens  die  transformierten  Wei 
'  von  r  sehr  einfach  durch  bereits  früher  eingeführte  Größen  i 
drücken.  Für  jedes  n  ist  nämlich  die  durch  (7)  definierte  Unter^ 
gruppe  in  der  H au ptk on gm enz gruppe  n'"  Stufe  enthalten.  Gehört 
also  zu  dieser  Gruppe  ein  Hauptmodul,  so  läßt  sich  J{n  r)  rational 
durch  ihn  ausdrücken;  das  Gleiche  gilt  von  den  übrigen  Werten  (9), 
da  die  Hauptkongruenzgruppe  n""  Stufe  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe der  Modulgruppe  ist.  Für  n  —  2  haben  wir  gesehen,  daß 
i{r)  Hauptmodul  ist;  also  sind  •'(2r),  "/^{Iji  ='(  g'l  rationi 
Funktionen  von  /(r).  Um  diese  rationalen  Funktionen  wirk! 
aufzustellen,  beachten  wir  zunächst,  daß  jede  dieser  FunktioQM 
auch  noch  bei  gewissen  Modulsubatitutionen  ungeändert  bleibt,  bei 
denen  X{t)  seinen  Wert  ändert.  y(2T)  z.  B.  bleibt  angeändert, 
wenn  man  r  durch  r  +  1  ersetzt;  dabei  geht  ).  nach  §  96  Über  \ 
r—r-  Daraus  folgt,  daß  ^(2r)  eine  symmetrische  Funktion  i 
und  -^ —  -  1  d.  h.  eine  rationale  Funktion  von 


^-  +    T-^  - 


-*-.       und 


a.  daß 

tiomd^l 
irldifl 
:tion6^^ 
it,  bei 
indert, 
über  ^H 

1   Tt^^H 


Um  sie  weiter  ku  bestimmen,  gehen  wir  davon  aus,  daß  -/(är) 
im  Innern  des  Fundamentalhereichs  von  /.  nirgends  unendlich  wird, 
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wohl  aber  in  Beineu  Küken.    In  der  Umgebung  vou  t  =  «oo  wird 
nach  §  82,  (15): 

A(r)=  16A(1  _8A  +  44A*+  . . .), 
also 

a_- JöbA    i_,6A+i28A'+'.: 
=  -256A»(l  -  16A+  152 A* +  ..)(!  +  lüA  +  128A»  +  ..) 
=  -256A*{l  +0.A  +  24A»  +  ..}, 
ferner  nach  §  96,  (4): 

also: 

andererseits  wird  dort 

In  der  Umgebung   von  a  =  0   lindet   also   eine  Entwicklung   statt, 
deren  Anfangsglieder  sind: 

10)  ./(2r)=   3"  («-2-  J-«->  +  -.)- 

Um    das   Verhalten   in    der   Umgebung   von    t  =  0    zu    unter- 


ni 


suchen,   setzen   wir    //,  =  «      '  ;   wir   haben  dann  nach  §  82,  (!()) 
und  §  96,  (4): 

1  -;.(r)=  \iUi^{\  -HÄj  +  44Äj^+  ..) 

A(r)  =  1  -  16  Äj  +  128/ij2+  .., 

—     (1  -  1«A,  +  l^öÄj»  +  .J» 


16 

1 
16 


=  -A^-Ml-24Ä,  + 276^1«+..}, 


17 
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In  der  Umgebung  von  a  =  oo  lautet  also  die  Entwicklung  nach 
Potenzen  von  a  mit  fallenden  Exponenten 

11)  /(2.)=__J^  «+!+.. 

Endlich  setzen  wir:  Aj  =  ««'('  +  1)=  _  k;  dann  kommt: 
^=y^  =  -16A(l+8A  +  44Ä>+..), 

X  =      7**  ,  =  16Ä(l  +  8A  +  44A»  +  . .)  (1  +  16A  +  128ä«+  ..)"' 

=  16A(1+8Ä  +  44A»+..)(1-16A+128A»+..) 

=  16A(1-8A  +  44A«+..)» 

a  =  -256A»{l  +24A2  +  ..}, 

übereinstimmend  mit  dem  oben  gefundenen  Werte. 

E^  ist  also  J{^t)  eine  rationale  Funktion  von  a,  die  für  a  =  0 
von  der  zweiten,  fiir  a  =  oo  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  groß 
wird,  sonst  überall  endlich  bleibt  Die  angegebenen  Anfangsglieder 
der  Reihenentwicklung  geben  den  Ausdruck: 

r/o   \        -  «•  +  3.2* a«  -  3.2» a  +  2»*         (-  a  +  16)» 
"^^^^^  =  IÖ8^^  ~         108  a«        • 

Aus    diesem   Ausdruck    erhält    man    die   Formeln   för    •^(^)   und 

/ 1    ^-),  wenn  man  bezw.  die  Substitutionen  T  und  US  anwendet; 

dabei  geht  a  nach  §  96  bezw.  über  in: 

_      (1  -  Xf     _  _  (1  -  A)« 
1  - A-  1  i 

und: 

A^-« l__ 

^  ~  A-»-  r  "    1(1-  1)  * 

§  107.    Transformation  von  Funktionen  höherer  Stufe. 

Sei  z{t)  eine  Modulfunktion  m^"*  Stufe;  mit  andern  Worten, 
die  Untergruppe  jT^,  der  Modulgruppe,  bei  deren  Operationen  z(r) 
ungeändert  bleibt,  sei  durch  Kongruenzen  modulo  m  definiert   Wie 
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wir  in  §  101  gesehen  haben^  besteht  dann  zwischen  z  und  J(t)  eine 
algebraische  Gleichung,  deren  Grad  in  Bezug  auf  z  gleich  fi  ist; 
ihren  Grad  in  Bezug  auf  J  nennen  wir  v  und  schreiben  sie: 

1)  g{z,   j)  =0. 
Durch  die  Transformation  n^  Ordnung: 

2)  T  ==    ■ —  i  - ,     (ad  —  Äc  =  7i) 
'  a  +  6t  '     ^  ' 

entsteht  aus  z{t)  eine  transformierte  Funktion: 

3)  2r(T)  =  r(r), 

die  ebenfalls  eine  Modulfunktion  ist;  zwischen  ihr  und  J  besteht 
ganz  ebenso  die  Gleichung: 

4)  g[z,  j)  =  0. 

Andererseits  besteht  nach  §  106,  II  und  IV  zwischen  /  und  /  eine 
Gleichung: 

J,       ./  j  =  0; 
durch  Elimination  von  J  aus  (4)  und  (5)  erhält  man  eine  Gleichung: 

6)  F(z,  J)  =  0, 

die  in  "z  vom  Grade  jw(«  +  1),  in  J  vom  Grade  v(n  +  1)  ist  Eli- 
miniert man  noch  aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  (1)  das  «/, 
so  erhält  man  eine  Gleichung  höheren  Grades,  die  jeden  der  fi  Werte 
von  z  mit  jedem  der  fJL{n+  I)  Werte  von  z  verknüpft.  In  beson- 
deren Fällen  zerfallen  aber  diese  letzteren  in  [jl  Systeme  von  je 
n  +  1  von  der  Beschaflfenheit,  daß  die  Werte  eines  jeden  solchen 
Systems  Wurzeln  einer  Gleichung  sind,  deren  Koeffizienten  rationale 
Funktionen  eines  bestimmten  z  sind.  Eine  solche  Gleichung  nennt 
man  eine  Modulargleichung, 

um  hierüber  noch  einige  nähere  Angaben  machen  zu  können, 
bestimmen  wir  die  Gruppe  eines  der  transformierten  z -Werte,  z.  B. 
die  von  z{nT),     Soll  die  Substitution; 

r  +  ^T 

ft  +  ßr 

dieseii  Wert  in  sich  ttberltihren,  so  muiJ 

n\  ,         rn  +  d.nr 

7)  „=   r.  _. 

«  +  ----  ni 
n 
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mit  nc  relativ  zu  der  6ruppe  F^  ron  z   äquivalent  sein,     Es  d 

also  ßjn  eine  ganze  ZaM,  d.  h, 

8}  ß^O    (mod.  n) 

sein;  und  außerdem  müBsen  die  vier  gauzen  Zahlen: 

9)  a,      -^,     ny,      Ö 

den  Bedingungen  genügen,  durch  die  die  Substitutionen  der  Dntai 
gruppe  r,,  charakterisiert  sind.     Mit  andern  Worten: 

I.  Die  Gruppe  P^  von  2(jit}  ist  die  grüßte  tiemeinsame  Utüer- 
yrtippe  der  durch  die  Kont/rtten:  (S)  definierten  Ünterip-uppe  T,  ^.| 
Q  106,  I)  und  derjenigen  Grvppe  1\,  die  aus  der  Gruppe  V^  von  z(t\^ 
entlieht,  indem  man  ß  und  y  durch  ßjn  und  ny  ertetst. 

Diese  Gruppe  /'^  selbst  ist  an  und  für  sich  nicht  in  der  Modiq 
gmppe  enthalten;  aber  die  ihr  mit  /",  + 1  geraeinsame  Untergni|q 
gehört  der  Moda!gruppe  an. 

Ist  speziell  r^  durch  Kongruenzen  nach  einem  Modul  m  detinitä 
der  zu  n  relativ  pnm  ist,  so  sind  die  beiden  Bedingungssysteme  (I 
und  (9)  ganz  unabhängig  voneinander  und   können   durch   ein  ein- 
ziges   Bedingungssystem   modulo  mn   ersetzt   werden.      Mit   andeni 
Worten,  es  gilt  der  Satz; 

n.  Ist  m  relativ  prim  zu  ti,  so  führt  Transformation  n'*'  Oidia 
einer  Modulfunktion  m'"  Stitfe  auf  eine  Modulfunktion  mn'""  Stufe, 

Man  kann  dann  auch  leicht  aus  einem  Eepräsentantensystem 
von  r„  (§  99,  I)  ein  solches  ilir  F^  ableiten.  Man  kann  niiLmlich  I 
jeder  Modulsubstitutiou  /  (r)  von  A'  eine  Modul  Substitution  I"(t)  t 
geben,  deren  Koeffizienten  sich  aus  denjenigen  von  F[t)  durch  i 
Kongruenzen  bestimmen: 

10)  a=a,     »ß'-ß,     /nnj-,     d' =  S    (mod. 

Bann  kann  man  eine  Modulsubstitutiou  v(r)  bilden,  die  modulo' 
zu  /^"(r),  modulo  »1  aber  zu  irgend  einer  andern  Modulsubstitntion  « 
kongruent  ist.  Nimmt  man  dabei  für  fp[r)  der  Eeihe  nach  ffl? 
sämtlichen  Substitutionen  eines  Repräsentantensystems  der  /"n  +  i, 
so  erhält  mau  die  /x(ii  +  1]  Substitutionen  eines  Eepräaentanten- 
syatenis  der  F^.  Die  ii(ti  +  I)  Werte,  die  durch  diese  Substitutionen 
aus  2(nr)  hervorgehen,  müssen  dann  sämtlich  derselben  Gleichung  (6) 
genügen,  wie  aus  I,  §  (»6,  IV  folgt;  denn  J  bleibt  bei  iillen  diesen 
Substitutionen  ungeändert. 

Wenn  wir  alier  nicht  nur  /(r),  sondern  auch  r(T)  ala  gegc 
ansehen,  so  dürfen  wir  nur  solche  Substitutionen  in  Betracht  ziel 
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Pie   der    Untergruppe   /"„    angehören;    wir    müssen    also    statt    der 

Qruppe  r'i,  die  größte  geineiusame  Untergruppe   von  /'„  und  f,',  in 

■die   vorhergehenden    Überlegungen    einführen.     Dabei    können    sehr 

L verschiedene  Möglichkeiten   eintreten;    am   einfachsten  gestaltet  sich 

(die  Sache,  wenn 


lll) 


;  1     (mod.  m) 


[imd  außerdem  /"^  die  Uauptkongrueuziintergruppe  m*"  Stufe  (§  103) 
ist.  Denn  dann  wird  (vgl.  \0)  /^  mit  /'„  modalu  m  identisch,  also 
die  gemeinsame  Untergruppe  von  F^  +  j  und  /^  mit  der  von  /"„  +  i 
und  /),,  r^  ist  also  in  diesem  Falle  seibat  Untergruppe  von  /'„, 
und  zwar  Untergruppe  vom  Index  n  +  I.  Man  erhSJt  dann  ein 
£e  Präsentanten  System  von  F^  innerhalb  F,,,  wenn  man  jede  Sub- 
stitution eines  Repräsentanten  Systems  der  F^  +  i  durch  eine  modulo  n 
tu  ihr,  modulo  m  zur  Identität  kongruente  ersetzt.  Die  symmetri- 
schen Funktionen  der  n  +  1  Werte,  die  aus  i[nr)  durch  die  Sub- 
stitutionen dieses  Kepräsentantensystems  hervorgehen,  sind  dann 
zu  Ff,  gehörige  Modnlfunktionen ;  also  rationale  Funktionen  von  z, 
,irenn  z  Hauptmodul  (§  101)  ist.     Demnach  gilt  der  Satz: 

m.  £ine  Modiilargleichvng  existiert  insbe»nndere  dann,  wr,nn  z 
Mauptmodul  m'"  Stufe  und  der  TrttnsfoTmatioiuiyTad  n   .  l  (mod.  m)  i«. 

Z,  B.  existieren  Modulargleichungen  zwischen  A(/jt)  und  Ä(r} 
ftr  jeden  ungeraden  Transformationsgrad. 

§  108.    Transformation  zweiten  Grades  der  IModulfunktionen 
zweiter  Stufe. 

Ist  der  Transforraationsgrad  n  nicht  relativ  prim  zu  der  Stufen- 
zabl  m  der  zu  transformierenden  Funktionen,  so  ist  eine  groBe 
Mannigfaltigkeit  verschiedener  Fälle  zu  unterscheiden.  Wir  wollen 
uns  daher  mit  der  Untersuchung  eines  besonders  wichtigen  Falles 
begnügen. 

Das  Doppel  Verhältnis  /.  bleibt,  wie  wir  §  94,  IV,  VIT  gesehen 
haben,  bei  denjenigen  Modulsnbstitutionen  invariant,  die  modulo  2 
zur  Identität  kongruent  sind.     Soll  also  die  Substitution 


') 


j  +  di^ 


oder     2r'  : 


den  transformierten  Wert  1(2t)  in  sich  überfuhren,  so  muß  ß  gerade 
sein,  und  außerdem  muß  die  Substitution  («,  ^ß,  2/,  r))  mod.  2  zur 
Identität  kongruent  sein;  mit  andern  Worten: 
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I.  Die  Gruppe  der  Funktion  X(2t)  besteht  aus  denjenigen  Modul- 
Substitutionen,  die  den  Kongruenzen: 

2)  a  ~S^\     (mod.  2),       ß  =  0    (mod.  4) 

genügen;  X(2t)  ist  also  eine  Modulfunktion  vierter  Stufe, 

Wir  müssen  zunächst  den  Index  dieser  Untergruppe  bestimmen. 
Zu  diesem  Zweck  fragen  wir  vor  allem,  wieviele  mod.  4  verschiedene 
Modulsubstitutionen  es  giebt,  und  dann,  wieviele  unter  ihnen  den 
Bedingungen  (2)  genügen. 

Seien  a,  ß  irgend  zwei  Zahlen,  die  nur  nicht  beide  gerade 
sein  dürfen,  so  kann  man  zu  ihnen  stets  zwei  andere  y,  d  so  be- 
stimmen, daß 

3)  aÖ-ßy~\     (mod.  4) 

wird ;  und  das  allgemeinste  Lösungssystem  dieser  Kongruenz  ergicbt 
sich  aus  irgend  einem  speziellen  in  der  Form: 

4)  r  =  ro  +  «^    s^s,  +  ßt. 

Die  Anzahl  der  modulo  4  verschiedenen  Paare  von  Zahlen  a^  ßj  die 
nicht  beide  gerade  sind,  beträgt  12;  nimmt  man  nämlich  a  =  1 
oder  a  ==  3,  so  kann  man  /?  =  0,  1,  2,  3  setzen  (8  Möglichkeiten); 
nimmt  man  aber  a  =^  0  oder  a  =  2,  so  sind  nur  /9  =  1  und  ß  =  3 
zulässig  (4  Möglichkeiten).  Zu  jedem  dieser  12  Paare  (a,  ß)  liefern 
die  Gleichungen  (4)  4  Paare  {y,  S),  wenn  man  der  Reihe  nach 
^  =  0,  1,  2,  3  setzt;  und  diese  sind  inkongruent,  da  a  und  ß  nicht 
beide  gerade  sind.  Also  erhalten  wir  im  ganzen  12.4  =  48  ver- 
schiedene Lösungen  der  Kongruenz  (3).  Aus  jeder  dieser  Lösungen 
läßt  sich  eine  zu  ihr  kongruente  Lösung  der  Gleichung: 

5)  ad^ -/?>'  =  1 
durch  die  Formeln  ableiten  (vgl.  §  104,  13): 

6)  a  =a,    ß"  =  ß-\-  4b,     /  =  r  +  4c,    d'  =  d  +  id. 

a  und  ß  können  nämlich  nicht  beide  gerade  sein;  infolgedessen 
können  wir  b  äo  bestimmen,  daß  ß"  zu  r/  relativ  prim  wird.  Setzen 
wir  dann 

a'S-  ß^y  =  1  +4^ 

und  bestimmen,  was  dann  stets  möglich  ist,  c  und  d  so,  daß: 

a  d  —  ß'  c  =  —  e 

wird,  so  erfüllen  die  Werte  (6)  die  Gleichung  (5). 
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Von  den  so  gefundenen  48  modulo  4  verschiedenen  Klassen 
von  Lösnngssystemen  der  Gleichung  (1)  geben  zwei  solche,  und  nur 
zwei  solche,  die  sich  nur  durch  die  Vorzeichen  sämtlicher  vier 
Größen  unterscheiden,  dieselbe  Modulsubstitutiou ;  wir  erhalten  also 
den  Satz: 

II.  J)ie  Anzahl  der  modulo  4  verschiedenen  Klassen  von  Modul- 
Substitutionen  beträgt  24. 

Wollen  wir  aus  diesen  nur  diejenigen  herausgreifen,  die  den 
Bedingungen  (2)  genügen,  so  haben  wir  statt  der  oben  abgezählten 
12  Paare  von  Zahlen  {a,  ß)  nur  die  beiden  (1,0)  und  (3,0)  zu  berück- 
sichtigen. Soll  dann  die  Kongruenz  (3)  bestehen,  so  muß  im  ersten 
Falle  ^e:  1,  im  zweiten  S=S  (mod.  4)  sein;  die  Kongruenz  J=  1 
(mod  2)  ist  also  in  jedem  Falle  erfüllt  und  es  sind  für  t  alle  vier 
Werte  zulässig.  Wir  erhalten  also  8  modulo  4  verschiedene  Zahlen- 
quadrupel, die  den  Kongruenzen  (2)  und  (3)  gleichzeitig  genügen 
und  folglich  4  modulo  4  verschiedene  Klassen  von  Modulsubstitutionen, 
die  >1(2t)  in  sich  überfuhren.     Hieraus  und  aus  Satz  II  folgt: 

III.  Der  Index  der  Gruppe  von  X(2r)  inner/ialb  der  Gruppe 
sämtlicher  Modulsubstitutionen  beträgt  6, 

Daraus  folgt  (§  101),  daß  A(2t)  einer  Gleichung  sechsten  Grades 
genügt,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  J(t)  sind.^ 

Sehen  wir  aber  neben  /(r)  auch  noch  X{t)  als  bekannt  an,  so 
erhalten  wir  eine  Gleichung  niedrigeren  Grades.  Die  Gruppe  von 
^(2t)  ist  nämlich,  wie  aus  ihrer  Definition  durch  die  Kongruenzen  (2) 
hervorgeht,  eine  Untergruppe  der  Gruppe  von  >1(t);  es  kommt  also 
nur  noch  darauf  an,  ihren  Index  innerhalb  dieser  letzteren  zu  be- 
stimmen. Dazu  bestimmen  wir  wieder  zunächst  die  Anzahl  der 
modulo  4  verschiedenen  Substitutionen,  die  modulo  2  zur  Identität 
kongruent  sind.  Das  geschieht  auf  demselben  Wege,  auf  dem  oben 
Satz  n  abgeleitet  worden  ist;  der  Unterschied  ist  nur,  daß  jetzt 
von  den  oben  bestimmten  Zahlenpaaren  (a,  ß)  nur  4,  nämlich  (1,  0), 
(1,  2),  (3,  0),  (8,  2)  zulässig  sind,  und  daß  t  nur  die  beiden  Werte  0 
und  2  annehmen  darf.  Da  auch  hier  je  zwei  Lösungssysteme  die- 
selbe Modulsubstitution  geben,  so  sehen  wir: 


^  Die  übrigen  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 

Vl+2r'        >1(2t)*         V       iJ  \2/*         V2  +  T/ 


-'(y) 


1 


2r\       .        ,/l+r\         ,/2t\  1 


'  ( ,T^)  —  ' (-^) .    '(t^)- 


'-'(■-:-) 
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lY.  Die  Alizahl  der  modulo  4  verschiedenen  Klassen  non  modulo  2 
zur  Identität  kongruenten  Modulsubstiiutumen  beträgt  4. 

Als  Repräsentanten  dieser  4  Klassen  kann  man  z.  B.  die  4  Sub- 
stitutionen betrachten,  die  t  bezw.  darch: 

_T ,    o         2  +  5r 

ersetzen. 

Von  diesen  vier  Klassen  genügen  zwei,  nämlich  die  durch  r 
und  T  +  2  repräsentierten,  den  Bedingungen  (2);  daraus  folgt: 

V.  Der  Index  der  Gruppe  von  ^(2t)  innerhalb  der  Gruppe  von 
^(t)  ist  gleich  2. 

In  der  That  überzeugt  man  sich  direkt,  etwa  mit  Hilfe  des 
Satzes  V  von  §  94,  daß  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kon- 
gruenten Modulsubstitution  die  beiden  Werte: 

X(2t)  =  A(2t  +  4) 
und: 

'(r|-V.)-'(2-mf)(-MTiW+-)l 

entweder  jeder  für   sich   ungeändert  bleiben   oder  unter   sich  yer- 
tauscht  werden.     Daraus  folgt  wegen  §  95: 

VI.  Die  beiden  Funktionen  ^(2t)  und  ^l^r—^a    ]   ^^   Wurzeln 

einer  quadratischen  Gleichung,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen 
von  ^(t)  sind. 

Es  existiert  also  auch  in  diesem  Falle  eine  Modulargleickung 
der  in  §  107  bezeichneten  Art. 


§  109.    Explicite  Aufstellung  der  Modulargleichung  fQr  die  qua- 
dratische Transformation  von  k(r). 

Der  letzte  Satz  des  vorigen  Paragraphen  würde  bereits  zur  ex- 
pliciten  Aufstellung  der  Modulargleichung  ausreichen:  wir  würden 
nur  noch  nötig  haben,  die  symmetrischen  Funktionen  (Summe  und 

Produkt)  von  A(2t)  und  ^J-j-  \  ]  durch  ihre  Pole  und  Nullpunkte 

oder  Residuen  zu  charakterisieren. 

Wir  gelangen  aber  mit  weniger  Aufwand  von  Rechnung  zum 
Ziele,  wenn  wir  noch  weitere  Eigenschaften  der  Modulargleichung 
mit  herbeiziehen.     Zunächst: 
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I.  Neben  die  Gleichung: 

1)  /;(;.(r),  A(2r))=0 
treten  zwei  analog  abzuleitende  (vgL  auch  ^  106,   III): 

2)  /i(MT),    i(-~))       =0, 
und: 

3)  f,{Hr),    i(l-+-L))  =  0. 

Ersetzt  man  in  der  zweiten  dieser  Gleichungen  r  durch  2t,  so 
geht  sie  über  in: 

4)  /i(M2r),  ;.(r))  =  ü. 

Da  zwischen  X(t)  und  Ä(2r)  keine  Gleichung  von  niedrigerem  Grade 
bestehen  kann,  so  muß  diese  Gleichung  mit  (1)  identisch  sein. 
Daraus  folgt': 

II.  Das  Polgnom  f\  (x,  g)  ist  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
mit  f^  (g,  x)  identisch  und  folglich  auch  in  Bezug  auf  x  vom  zweiten 
Grade, 

Femer  folgt  aus  §  108,  VI  und  §  96,  (2): 

III.  Ist  g  =  X(2t)  eine  l^urzel  der  Gleichum/  /j  (x,  g)  =  0,  so  ist 

^  (  jTs"  )  ~  1(9  ^^^  andere;  das  Polgnom  /j  ist  also  rüchsichtlich  g 
reciprok. 

Ersetzt   man   femer   r   durch    1  +  r,    so   geht    x  =  1{t)   nach 

X  1 

§  96,  I  über  in  -  -       ,   1  —x  also  in ,  g  bleibt  ungeändert; 

daraus  folgt: 

IV.  Führt  man,  statt  x,  /  —  x  =  |  ein,  so  erhält  man  mis  /J  (x,  g) 
ein  Polgnom  qr^  (^,  g),  das  auch  in  Bezug  auf  ^  reciprok  ist,  also  die 
Gestalt  hat: 

5)  (Ai^  +  Bi+  A)g^  +  (C|»  +  J9|  +  (7)y  +  (^|3  +  J?|  +  ^ 

Weiteren  Aufschluß  erhält  man  durch  Bestimmung  des  Ver- 
haltens von  I  und  g  in  den  Ecken  des  Fundamentalbereichs 
von  A  (§  93): 

Für  T  =  1 00  wird  x  =  0,  i  =  1,  2r  =  loo,  »    ==  1,   also 

ein  Wert  von  y  =  0,  der  andere   =  oo;  daraus  folgt: 

6)  Ä  +  B  +  Ä^i). 
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Für  r  =  0  wird  x  =  1,  |  =  0,  2t  =  0,   —^^  =  0,  also  beide 
Werte  von  y  =  1 ;  daraus  folgt: 

7)  C=-2^. 

2t 

Für  T  =  1  wird  x  =  C30,  |  =  C30,  - — —  äquiv.   2t  =»  2,   also 

beide  Werte  von  y  =  1 ;  das  giebt  nichts  Neaes. 
Die  Gleichung  (1)  hat  also  die  Form: 

8)  ^(g  -  l)«(y  -  1)«  +  (i>  -  4  J)gy  =  0. 

Das  einzige  hier  noch  unbekannte  Eoeffizientenverhältnis  i>:^  be- 
stimmen wir,  indem  wir  an  einer  der  genannten  Stellen  noch  die 
Art  des  Unendlichwerdens  herbeiziehen.  Wir  brauchten  dazu  nur 
je  den  ersten  Koeffizienten  der  betr.  Reihenentwicklungen,  wollen 
aber  doch  die  drei  ersten  Koeffizienten  berechnen,  um  die  vorher- 
gehenden Überlegungen  wenigstens  teilweise  zu  verißzieren.  Wir 
haben  nach  §  82,  (16)  (vgl.  auch  §  106): 

1  =  1  -  16A  +  128Ä«+  .., 
•       y=  16A«- 128A*+  .., 

(I-  1)2  =  256A«{1  -  16Ä  +  152A«+  ..}, 
(y- 1)^=1 -32  A«+  ... 

(1-  1)2 (y-  l)a  =  256A«(l  -  16A  +  120  A»+  . .), 
|y  =  16A2(1  -  16A  +  120 A«  +  . .). 

Gleichung  (8)  ist  also  erfüllt,  wenn 

256^  +  16(i>-4^)  =  ü 

ist;  mit  andern  Worten: 

V.  Die  zwischen  ^  =^  1  --  X(t)  und  y  =  X(2t)  bestehende  Modular* 
gUichung  lautet: 

9)  (|_l)»(y_l)S_16§y  =  0. 

Aus  ihr  erhält  man  die  Modulargleichung  fiir  y^  =  ^  ( y)  '  ^^^^n^ 

man  t  durch ersetzt;  dabei  geht  nach  §  96  (1)  x  in  1  —  A(t)  =  | 

und  y  in  A  I j  =  1  —  i  j-|- J  =  1  —  y^  über;  die  Modulargleichung 

für  yj  =  il-^-j  lautet  also: 

10)  (j:-l)»yi»-16*(l-y,)  =  0. 
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Die  Modulargleichung  für  AI  ^^  j  erhält  man  wohl  am  be- 
quemsten, wenn  man  in  der  eben  abgeleiteten  Gleichung  die  Sub- 
stitution S  vornimmt,  wodurch  x  in  ^  ,  y^  in  y^  =  x{ — ~—\ 
übergeht;  man  erhält  so: 

11)  y,»+16x(l-:r)(l-y,)  =  0. 

§  HO.    Berechnung  des  Periodenverhältnieees  durch  iterierte 

Transformation. 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  quadratischen  Transformation 
kann  man  zur  Berechnung  des  Periodenverhältnisses  zu  einem  ge- 
gebenen Werte  von  X  gelangen.    Man  kann  z.  B.  successive: 

1)  Aj  =  A(2t),     A,  =  A(4r),  . .  .  A^  =  A(2-r) 

berechnen^  solange  bis  man  in  §  82,  (16)  die  höheren  Potenzen 
von  A,  bei  der  verlangten  (relativen)  Genauigkeit  gegenüber  der 
ersten  vernachlässigen  kann;  dann  giebt  diese  Gleichung: 

2)  r>Ti=    «    log-—- 

'  2»'       *^  16 

Oder  man  berechnet  successive: 

solange  bis  man  in  der  aus  §  82,  (16)  durch  Anwendung  der  linearen 
Substitution  T  hervorgehenden  Gleichung  die  höheren  Potenzen  von 
1  —  A  _ ,,  vernachlässigen  kann ;  dann  erhält  man : 

^v  2ni  1    1         1  —  A-  y 

4)  -    -        =  o.log 


T  2»'      °  16 

Bei  Anwendung  dieser  Formeln  muß  man  beachten,  welcher 
Wert  der  auftretenden  mehrdeutigen  Funktionen  jedesmal  zu  nehmen 
ist.  Ist  der  gegebene  Wert  von  A  reell  und  zwischen  0  und  1  ge- 
legen und  will  man  denjenigen  von  den  zugehörigen  Werten  von  t 
berechnen ;  der  rein  imaginär  ist  (vgL  §  93,  I),  so  ist  die  Ent- 
scheidung einfach:  für  jede  der  Größen  (1)  und  (2)  ist  derjenige  Wert 
zu  nehmen j  der  ein  reeller  positiver  echter  Bruch  ist  (es  giebt  jedes- 
mal nur  einen  solchen),  und  die  Logarithmen  in  (2)  und  (4)  sind 
reell  zu  nehmen. 

Die  erforderlichen  Rechnungen  nehmen   eine  elegante  Gestalt 
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an,  wenn  man  die  Modulargleichungen  noch  etwas  umformt  Aus 
§  109,  (9)  erhält  man  z.  B.: 

oder: 

und  daraus  durch  abermalige  Wurzelausziehung: 

oder: 

(In  dieser  Gleichung  ist  für  0  <  |  <  1  der  positive  Wert  der 
Wurzel  zu  nehmen,  wenn  man  auch  für  y  einen  echten  Bruch  er- 
halten wilL) 

Eine  andere  aus  dieser  leicht  abzuleitende  Gestalt  der  Modular- 
gleichung  ist  die  folgende: 


6)  yrri^  =  T^ 


X 


1  +yi  -  a? 

(in  der  in  dem  bezeichneten  Falle  den  Wurzeln  ihr  Hauptwert 
(I,  §  68,  in.)  beizulegen  ist,  wenn  man  den  Hauptwert  der  linken 
Seite  und  zugleich  einen  echt  gebrochenen  Wert  für  sie  erhalten 
will).     Setzt  man  allgemein: 

7)  1-M2^^)  =  I.=  *V, 


<>. 


so  kann  man  Gleichung  (6)  in  die  beiden  folgenden  spalten: 

8)  «V  +  1  =  -^ ,        ^y  d-  1  =  l/öy  K  . 

Man  hat  also  aus  den  beiden  Größen  a^  und  b^  (von  denen  die  eine 
ganz  willkürlich  angenommen  werden  kann,  während  die  andere 
dann  durch  sie  bestimmt  ist)  das  arithmetische  und  das  geometrische 
Mittel  zu  bilden,  dann  mit  diesen  beiden'  Mittelwerten  ebenso  zu 
verfahren  u.  s.  w.,  bis  schließlich  der  unterschied  der  beiden  Mittel 
unterhalb  der  verlangten  Genauigkeitsgrenze  fällt 

Man  kann  durch  elementare  Schlüsse  bestätigen,  daß  die  durch  (8) 
definierten  Größen  a^,  by  mit  wachsendem  Index  v  gegen  eine  ge- 
meinsame Grenze: 

9)  ^{%j  *o)  =  '^^  ^  ==  '^™  *" 

y  SS  00  y  s=  CO 


§  ///.     Mo(JuffnnJctif/nen  als   Um  kehr  funkt  tonen.  271 

konvergiereu ;  man  neunt  diese  G-renze  das  arUlimetisch-ytometruscIie 
Mittel  von  a^  und  b^.  Mit  ihrer  Hilfe  kann  man  aach  die  Perioden 
selbst  (nicht  bloß  ihr  Verhältnis)  berechnen;  doch  wollen  wir  darauf 
nicht  näher  eingehen. 

Andererseits  gewinnt  man  auch  noch  eine  einfache  Formel, 
wenn  man  je  zwei  Schritte  der  ersten  Beihe  von  Transformationen 
in  einen  zusammenzieht     Man  erhält  nämlich  aus 


2  Vi  -  Z(t) 


und: 


'  ^     '        1  +  Vi  -  A{t) 


j-r  .         1  -  VI  -  i (2  i) 


yX(4T)  = 


zunächst : 


1  +/i-Z(2tJ 


y;t(4rj  =  ^-2)/i^^T)  ^Vi-  Hf) 


1  +  2}/i  -A(T)  +  yi  -AU) 

und  daraus  durch  eine  abermalige  Wurzelausziehung: 


10)  yX(4r)  =  -V-yi^-^w 


1  +  yi-xii) 

Man  kann  diese  Formel  mit  Hilfe  der  Ausdrücke  von  k  und 
1  —  Ä  durch  die  ThetanuUwerte  (§  56  und  63)  leicht  verifizieren. 

§  III.    Die  Modulfunktionen  als  Umicehrfunictionen  der  Quotienten 
von  Integralen  linearer  DifTerentialgleichungen. 

Bevor  wir  die  Theorie  der  Modulfunktionen  verlassen,  wollen 
wir  noch  eine  Eigenschaft  derselben  kennen  lernen,  aus  der  allein 
ihre  ganze  Theorie  entwickelt  werden  kann.  Wir  knüpfen  zu  diesem 
Zwecke  etwa  wieder  an  die  Sätze  von  §  78  an,  indem  wir  sie  mit 
den  ersten  Entwicklungen  von  §  93  in  Verbindung  bringen. 

Fassen  wir  auf  Grund  von  §  93  den  dort  definierten  Wert 
von  oij  als  Element  (I,  §  66)  einer  analytischen  Funktion  von  A 
au^  so  zeigt  §  78,  daß  die  Gesamtheit  der  analytischen  Fortsetzungen 
dieser  Funktion  nicht  eine  eindeutige  Funktion  von  A  bilden,  sondern 
eine  unendlich  vielwertige,  deren  sämtliche  Werte  aus  zweien  von 
ihnen,  cj^  und  (o^  in  der  Form: 

1)  (ü^'  =  acöj  +  /Sft>3 
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erhalten  werden  können,  in  der  a  und  ß  beliebige  ganze  Zahlen 
bezeichnen.  Setzt  man  simultan  (I,  §  70  am  Ende)  den  Zweig  o)^ 
dieser  Funktion  fort,  so  erhält  man  ebenso 


2) 


ß>3'  =  >'«l   +*0>8» 


mit  aS  —  ßy=  1.  Daraus  geht  hervor,  daß  wir  aus  cö^,  (ö,  und 
ihren  Ableitungen  eindeutige  Funktionen  von  X  kombinieren  können ; 
denn  aus  (1)  und  (2)  folgt: 


3) 


'^^     -dt  -  ^"3      rfT  =  '"l  -dJ    -"'^    dl 


dcii 


mit  andern  Worten: 
I.  Die  Punktion: 

4) 


dta^  dtü* 


Vit  eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  analytische  Funktion  von  A. 
Ebenso  wird  dasselbe  bewiesen  von  den  beiden  Funktionen: 


5) 
und: 

6) 


Pi  = 


d« 


w, 


di« 


Oi«  — 


P2  = 


dWi        d*  Oig 

'dT~di}~ 


d*(ü. 


d  0},      (2*  6), 


dl      dl^ 


Yon  diesen  eindeutigen  Funktionen  folgt  aus  §  93,  daß  sie  für 
alle  von  0,  1,  oo  verschiedenen  Werte  von  A  sich  regulär  verhalten. 
Ihr  Verhalten  in  der  Umgebung  von  A  =  0  kann  aus  den  Formeln 
von  §  82  entnommen^  ihr  Verhalten  in  der  Umgebung  von  A  =  1 
und  A  =  oo  daraus  mit  Hilfe  der  Formeln  der  linearen  Trans- 
formation (§  96)  erschlossen  werden.  Man  findet,  daß  diese  Funk- 
tionen rationale  Funktionen  von  A  sind.  Da  andererseits  die 
Determinante: 


7) 


0) 


CO, 


0), 


dtü 


d*  ft) 


dl 

dl^ 

dtü^ 

d^tü^ 

dl 

dl* 

dtü^ 

cPw, 

dl 


dl* 


Null  wird,  wenn  man  oj  durch  irgend  eine  lineare  Kombination 
von  fOj  und  co^  ersetzt,  so  erhält  man  durch  Entwicklung  dieser 
Determinante  nach  den  Elementen  ihrer  ersten  Zeile  den  Satz: 
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II.  Die  Perioden  des  elliptischen  Integrals  L  Gathimj  genncjen 
einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  IL  Ordnung: 

o\  d^  (i)  d  (ü  >-. 

8)  Po-äir+P,äi+J'»'"  =  ^' 

deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  P„  sind. 

Man  kann  diese  Differentialgleichung  auf  dem  angegebenen 
Wege  aufstellen,  indem  man  diese  rationalen  Funktionen  durch  ihre 
Pole  und  Residuen  bestimmt  Eine  symmetrischere  Gestalt  derselben 
erhält  man,  wenn  man  statt  des  ),  direkt  einen  Yerzweigungspunkt 
als  unabhängige  Variable  nimmt,  unter  Konstanthaltung  der  andern. 
Setzt  man: 

so  erhält  man^  wie  in  §  59: 


und  daraus  weiter: 


du 
da 

-  *  J  (. 

dx 

-  oft 

Z'I* 

dUi 
da* 

=  */  (. 

dx 
-af; 

Wu 

Das  ist  ein  Integral  IL  Gattung  (vgl.  §  57),  das  bei  z  =  a  von  der 
3.  Ordnung  unendlich  wird.  Von  derselben  Ordnung  mit  demselben 
Koeffizienten  unendlich  wird  die  algebraische  Funktion  der  Fläche: 


Die  Differenz: 

da*  4 / («)  J  (*  -  ap*  \x  (*) 

-  l      r[2{x-  a)x'  (a)  +  \(x-  a)/'  (a)]  dx 


4  y  M  J 


X(a)J  {^■-n.)'*yx{^) 

wird  bei  r  =  «  nur  noch   von   der   ersten   Ordnung  unendlich  und 
zwar  wie 

X{aj    da' 

Ks  ist  also: 

Bi'RKiiARDT,  Fuuktlunuii.     IL  IH 
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ein  Integral  I.  Gattung  und  zwar,  wie  die  Rechnung  zeigt. 


Daraus  folgt  zunächst: 
III.  Das   lnte(/ral: 


rdx 
.-    l/(*  -  a] 


l/(*  -  c)X  (^) 

So 

mit  von  a  unabhängigen  Grenzen  genügt  ah  Funktion  von  a  der  linearen 
Differentialgleichung  „mit  zweitem  GHed^^: 

^^^  di^  +  %)    da  +»  ^(«r«  =  "f^'^  ~'^^''>^' 

und  wenn  man  als  Integrationsweg  einen  Perioden  weg  nimmt: 

IV.  Die  Perioden  dieses  Integrals  genügen  der  linearen  Differential- 
gleichung yjohne  zweites  Glied^': 

^^'  rfa«   ^  /(a)    da  ^  ^  /(a)  ^  -  "' 

Setzt  man  insbesondere  /(z)  =  z(l  —  z),  so  wird  /'(a)  =  1  —  2a, 
;^"(a)  =  —  2,  also  die  Gleichung: 

^  da*         \a     '     a  —  1  /  f/a        *  \a         a—l) 

Umgekehrt  ist  durch  eine  solche  Gleichung  a,  bezw.  X  als 
Funktion  des  Quotienten  zweier  linear  unabhängigen  Integrale  dieser 
Gleichung  definiert. 


ZWÖLFTER  ABSCHNITT. 


Teilung  nnd  Transformation. 

§  112.    Mehrwertige  unverzweigte  Funictionen  auf  der  elliptischen 

RiEMANN'schen  Fläche. 

VV  ir  kehren  nun  zu  den  elliptischen  Funktionen  zurück.  In 
den  früheren  Abschnitten  haben  wir  unser  Augenmerk  in  erster 
Linie  auf  solche  Funktionen  gerichtet,  welche  auf  der  vorgelegten 
KiEMANNscheu  Fläche  einwertig  waren;   darüber  hinaus  wollen  wir 
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nunmehr  auch  Funktionen  in  Betracht  ziehen,  die  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  mehrere  Werte  besitzen. 

Natürlich  wird  eine  auf  unserer  zweiblättrigen  Fläche  m-wertige 
Funktion  auch  einfach  ala  eine  in  der  r-Ebene  2  m-wertige  Funktion 
aufgefaßt  und  auf  einer  über  dieser  Ebene  (2  m)  blättrig  ausgebreiteten 
Fläche  untersucht  werden  können.  Das  Umgekehrte  wird  aber  niciit 
immer  der  Fall  sein.     Seien  nämlich: 


die  Werte,  die  eine  auf  unserer  Fläche  /''  m-wertige  Funktion  in 
zwei  übereinanderliegenden  Punkten  z  und  z  der  Fläche  besitzt; 
sie  werden  im  allgemeinen  alle  2  m  voneinander  verschieden  sein. 
liäßt  man  z  einen  geschlossenen  Weg  auf  /'  beschreiben,  so  werden 
die  ersten  m  Werte  irgendwie  uuter  sich  permutiert,  ebenso  die 
letzten.  Läßt  man  dagegen  x  einen  Weg  beschreiben,  der  nur  in 
der  z-Ebene  geschlossen  ist,  auf  F  aber  von  z  nach  z  führt,  so  wird 
die  Gesamtheit  der  m  ersten  Werte  mit  der  Gesamtheit  der  m  letzten 
vertauscht.     Daraus  folgt  zunächst: 

I.  Emu  avf  der  z -Ebene  2  m-iretHi/e  Funktion  a  kamt  nur  dann 
als  auf  der  Fläche  F  m-vertige  Funktion  angeMehen  werden,  wenn  es 
miifflie/t  iit,  die  2  m  fferte  von  rr  so  in  zwei  Systeme  zu  je  m  zu  verteilen, 
daß  bei  Umkreisung  einer  ijeratlen  Anzahl  der  Verzweigunffspunkte 
von  F  die  Werte  jeden  Xynfems  nur  unter  sich  perinutteren,  bei  Um- 
kreisung einer  ungeraden  Anzahl  die  beiden  Systeme  miteinander  ver- 
tauicht  werden. 

II.  Diese  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend. 

Denn  wenn  sie  erfilllt  ist,  kann  man  die  m  Werte  des  einen 
Systems  dem  einen,  die  m  Werte  des  andern  Systems  dem  andern 
Ton  zwei  übereinanderliegenden  Punkten  der  RiEMANSscben  Fläche 
zuweisen;  und  an  dieser  Zuteilung  wird  dann  auch  nichts  geändert, 
wenn  man  die  unabhängige  Variable  beliebige  auf  der  Fläche  ge- 
schlossene Wege  beschreiben  läßt. 

Will  man  für  die  Untersuchung  einer  solchen  Funktion  ein 
geometrisches  Substrat  haben,  auf  dem  sie  als  eindeutige  und  stetige 
Funktion  des  Ortes  ausgebreitet  werden  kann,  so  muß  man  sieb  die 
zweiblättrige  RiEMANNscbe  Fläche  noch  m-fach  überdeckt  vorstellen ; 
ebenso  wie  man  sich  (vgl.  I,  §§  55,  G7)  die  Ebene,  hezw.  die  Kugel 
mehrfach  überdeckt  vorstellt,  um  auf  diesen  Flächen  mehrwertige 
Funktionen  zu  untersuchen.  Es  ist  nicht  leicht,  sich  von  einer 
solchen  m -fachen  Überdeckung  einer  RiEMASNSchen  Fläche  eine 
einigermaßen   klare  Vorstellung  zu  verschaffen,    wenn   man   an  der 
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tnehrblättrig   Qber   der   Ebene    oder   Kugel    ausgebreiteten    G«t 
einer  solchen  Fläche  festhält.    t>agegen  hat  es  gar  keine  Schwierig- 1 
keit,  sich  eine  solche  Uherdeckung  der  Torusfiäche  vorzustellen,  iam 
die    wir   in   §  2    die  zweihlättrige    Fläche   mit   vier   Verzweigougi 
punkten    deformiert  haben.     Eine    solche  Torustläche   kann    ebenMt'| 
bequem  wie  die  einfache  Kugel  mit  einer  Anzahl  Blätter  Uberdec 
werden,   die    in    geeigneter   Weise   durch    in    VerzweigungsponktsBia 
endigende  Übergangslinien  miteinander  in  Verbindung  stehen. 

Dabei  tritt  aber  eine  Möglichkeit  auf,  die  auf  der  Kugel  an»- 
geschlossen  ist.  Wollen  wir  die  Kugel  mehrfach  überdecken  ond 
die  verschiedenen  Blätter  der  iTierdeckung  in  Übergangslinien  mit- 
einander zusammenhängen  Sassen,  so  müssen  diese  XJbergangsIinien 
notwendig  in  Verzweigungapunkten  endigen,  (.ieschlossene  Übergangs- 
linien sind  auf  der  Kugel  illusorisch.  Denn  jede  geschlossene  Linie 
auf  der  Kugel  zerlegt  sie  in  zwei  ganz  voneinander  getrennte  Teile; 
führen  wir  also  durch  beide  Blätter  einer  doppelt 
überdeckten  Kugel  einen  Schnitt  L  aus,  der  das 
eine  Blatt  in  J  und  B,  das  andere  in  A'  und  ß' 
zerlegt,  und  heften  nun  A  an  ff  und  A'  &a  S 
(Fig.  46),  so  haben  wir  einfach  zwei  Kugeln  {A  +  B") 
und  {A' +  B)  vor  uns,  die  längs  Z  durcheinander 
durchgesteckt  (miteinander  verschlungen)  sind.  Wenn 
also  nicht  etwa  noch  an  andern  Stelleu  Zusammen- 
hang zwischen  beiden  Blättern  stattfindet,  ist  er  durch  die  Über- 
gaiigslioie  Z  auch  nicht  hergestellt;  die  beiden  Kugeln  (A  ■+■  B^'f 
und  {A' +  S)  haben  nur  die  Stücke  £  und  ff  miteinander  aa»-J 
getauscht.  Ein  auf  einer  derartigen  doppulten  flberdeckung  Btetig'fl 
ausgebreiteter  Wertevorrat  würde  nicht  eine  zweiwertige,  i 
zwei  getrennte  einwertige  Funktionen  vorstellen;  es  würde  nichfcfl 
möglich  sein,  durch  analytische  Fortsetzung  von  der  einen  xu  t 
andern  zu  gelangen. 

Auf  der  TorusHäche  ist  das  anders.  Denn  eine  solche  vir^ll 
nicht  durch  jede  geschlossene  I-inie  in  zwei  getrennte  Teile  zerlegt; 
z.  B.  nicht  durch  einen  Meridiankreis.  Infolgedessen  erhalten  wir 
eine  einzige  zusammenhängende  Fläche,  wenn  wir  zwei  ineinander- 
steckeude,  längs  eines  Meridiankreises  aufgeschnittene  Torusäächen 
längs  dieses  Schnittes  kreuzweise  aneinanderheften.  Bezeichnen  wir 
näuilicli  die  beiden  an  den  Schnitt  anstoßenden  Gebiete  des  einen 
Blattes  bezw.  mit  //,  Ji,  die  des  andern  mit  A',  ff,  so  ist  ea  i 
mßghch,  über  die  ÜbergnngslitnV  hinüber  von 
A'  nach  ff  zu  kommen,  als  auch,  etwa   längs  i 


,  ff,  so  ist  ea  sowoh^^H 
A  nach  ff  und  v<4^| 
eines  Farallelkreifl^H 
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der  Fläche,  von  -■/  nach  Jf  und  von  A'  nach  B.  Ein  auf  einer 
solchen  doppelt  überdeckten  Bingfläche  stetig  ausgebreiteter  Werte- 
vorrat wird  also  eine  auf  der  einfachen  RingHäche  zweiwertige 
Funktion  vorstellen,  die  relativ  zu  dieser  nirgends  verzweigt  ist. 

In  der  That  hahen  wir  solche  auf  der  Fläche  zwar  vieldeutige, 
aher  unver/weigte  Funktionen  bereits  in  den  Integralen  I.  und 
II.  Gattung  kennen  gelernt,  l'berhaupt  ist  jede  eindeutige  Funktion 
von  «  eine  anf  der  Fläche  unvi^rzweigte  Funktion. 

Diese  letztere  Behauptung  gestattet  folgende  Urakehrung: 

III.  Jeile  auf  uiwerer  zweililältriyen  Fläche  nnverztreii/te  ujui  von 
weaentlichen  Singularitäten  freie  Funktion  itt  eine  eindeutige  Funk- 
tion oon  tt. 

Es  ist  nämlicli  nach  §  7,  V  die  zu  irgend  einem  Punkt  der 
Fläche  gehörende  regulansierende  Hilfsvariahle  stet«  eine  reguläre 
Funktion  von  m.  Ist  also  eine  Funktion  auf  der  Flilche  gogtihen, 
die  in  der  Umgebung  jedes  Punktes,  in  dem  sie  überhaupt  deliniert 
ist,  eine  eindeutige  Funktion  von  t  ist,  so  wird  sie  als  Funktion 
von  «  betrachtet  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  tt,  für  den  sie 
detiniert  ist,  sich  entweder  regulär  verbalten  oder  einen  Pol  haben. 
Daraus  wird  geschlossen  werden  können,  daß  sie  eine  in  ihrem 
ganzen  DoÜDitionsbereiche  eindeutige  Funktion  von  w  ist,  sofern 
dieser  Bereich  einfach  zusammenhängend  ist  Das  wird  namentlich 
dann  der  Fall  sein,  wenn  dieser  Bereich  die  ganze  a-Ebene  über- 
deckt; dazu  ist  aber  erforderlich,  daß  der  Definitionsbereich  auf  der 
Flache  die  ganze  Fläche  überdeckt,  da  nach  den  Ergebnissen  des 
VI.  Abschnitts  jedem  Wort  von  u  ein  Punkt  der  Fläche  entspricht. 


L 


§  113.    Endlichvieldeutige  unverzweigte  Funktionen  auf  der  ellip- 
tischen RrEMANN'schen  Fläche; 
das  allgemeine  Transformationsproblem. 

Ist  eine  eindeutige  Funktion  von  «,  f(u),  als  Funktion  von  r 
betrachtet,  auf  unserer  Fläche  eni^/Mvieldeutig,  sodaß  zu  ihrer 
Darstellung  nur  eine  Überdeckung  der  Fläche  mit  einer  endlichen 

Blätterzabi  erforderlich  ist,  so  können  die  unendlich  vielen  Werte 
{bezT.  Funktionselemente): 

/■(w  +  2  A,  w,),     /(,  -  0,    ±  1 ,    ±  2  ...  in  inf, 

nicht   alle    voneinander   verschieden  sein.     £s  muß   also  notwendig 
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inindestens  zwei  ganze  Zahlen  k^,  Ä/  Ton  der  Beschaffenheit  geSi 
daß  identisch,  d,  h.  für  alle  Werte  von  «,  die  Gleichung  besteht:! 

1)  /■(«  + 2 Ä,  ,-,)  =  /■{«  + 2  V'",). 

Ersetzen  v\t  in  dieser  Gleichung  »  durch  »  —  2  A,  m^ ,  und  schreiban| 

m,  für  A,'  —  A,,  so   sagt  sie  aus;   ps  giebt  eine  ganze  Zahl  i 

der  Beachaffenheit,  daß  identisch: 


ist      Da 
identisch : 


ebenso 


/■(»  +  2»,,, 
eine    Zahl 


SO    beatimmen    köiinei 


ist,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

I.  Jede   auf  unterer  zweiblätlrigen  Fläche  endlich   vieldeuttye,  i 
verzweiijte    und  von   wesenitic/ien   Sintfularitälen  freie   Funktion   ut  < 
ellipiitche  Funktion   des  Intet/ral»  I.   Gattung,  für  die  aber  nicht  i 
die  Pmndicitätsmoduln  dieses  Integral*,  gnndern  erst  geipisse   Fielfae 
derselben  Perioden  sind. 

Die  Bestimmung  der  Funktionen  des  Periodenimrallelogram 
(2  m,  (u,,  2  »Ig  füg)  aus  den  Funktionen  des  PeriodenparaUelogramni 
(2  m,,  2(i)j)  kann  in  uwei  Schritte  zerlegt  werden,  indem  man  toi 
tu,,  I»,  zuei-st  zu: 

und  dann  erst  ku; 

übergeht.  Da  wir  vermöge  der  linearen  Periodentraustunnation  T 
die  beiden  Fundamentalperioden  vertauschen  können,  sind  die  beiden 
durch  (4)  und  (5)  geforderten  Schritte  im  wesentlichen  von  der- 
selben Natur  und  es  genUgt,  wenn  wir  uns  mit  einem  von  ihnen 
bescbäfligeii. 

IL    Den    Vhergani)   von  Ftmhtinnen   des   PeriodenparaUelogrammrj^ 
{2 f(j| ,  2 Wj)  zu  solchen  des  PeriodenparaÜelogramms  (2 tnra^,  2 Wj)  l 
zeichnet  man   ah    Transformation    m'"    Grades    der    elUjitisrhtn   . 
Honen  (vgl.  §  106). 

(In  älteren  Büchern  wird  dieses  Problem  als  das  inverse,  i 
Umkehrung  als  das  direkte  Transformationsproblem  bezeichnet.] 

Ist  m  eine   zusammeDgesetzte  Zahl,    =  iir,  so  sieht  man, 
man  das  Problem  der  Transformation  m ""  Grades  dadurch  erledig« 
kann,  daß  man  erst  eine  Transformation  fi''^°,  dann  eine  »''•"Gr« 
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vornimmt.     Wir  dürfen  uns  daher  auf  die  Betrachtung  primitahliger 

Transformationsgrade  bescliränkcü. 

Sei  also  m  eine  Primzahl, /'(u)  irgend  eine  elliptische  Funktion 
des  PeriDdenparallelogranims  (2  m  o\ ,  2  w^).  Vermehren  wir  dae 
Argument  h  um  irgend  welche  Perioden  des  urspriin glichen  Systems, 
so  erhalten  wir  aus  jedem  Werte  f(«)  im  ganzen  ra  verschiedene 
Werte: 
6)  /'M  =  /■("  +  2  A  o,,);     (A  =  (I,  1 ,  2  ...  m  -  1); 

l)ei  Vermehrung  von  u  um  irgend  welche  Perioden  des  ursprüng- 
lichen Systems  werden  diese  m  Werte  nur  unter  sich  vertauscht, 
Ihre  symmetrischen  Funktionen  bleiben  also  dabei  ganz  nngeändert; 
daraus  folgt: 

III.  Jede  elliptische  Funktion  mit  den  Perioden  (2  m  öj,  ,  2  (o^) 
ffenüfft  einer  algebraischen  Gleichung  m'"'  Grades,  deren  Keeffixienten 
elliptitche  Funktionen  mit  den  Perioden  (2ro^,  2o)g)  sind. 

Wir  können  aber  von  dieser  algebraischen  Gleichung  noch  mehr 
aussagen.  Denn  durch  Vermehrung  von  ti  um  Perioden  können 
wir  nicht  jede  beliebige  Vertauschung  der  m  Funktions werte  (6)  er- 
reichen, sondern  nur  ganz  bestimmte.  Gehen  wir  z.  B.  von  der 
Anordnung; 

/;,.  /;,  /,.../;.-s.  /:.-s,  A-i 

aus,  so  erhalten  wir  aus  ihr  durch  wiederholte  Vermehrung  des 
Arguments  um  2  ^i,  nur  die  folgenden  m  —  1  weiteren  Anordnungen: 


«.I 


/;. 

/,. 

/;■ 

■  ■f.--- 

,  /.- 

■  /;, 

/;. 

/;. 

f.- 

■  ■A-i 

/;. 

/; 

/— 

.  /.- 

■  f.- 

../._. 

f.-, 

,  /.-. 

/-- 

.  /i, 

/;■ 

■  ■/■._. 

.    f.^: 

,     1.-2 

und  hierauf  wieder  die  ursprungliche.    Man  kann  diese  Umsetzungen 
sehr  einfach   durch  Kongruenzen  zwischen   den   ludices  charakteri- 
sieren; für  die  A'«Ton  ihnen  ist: 
8}  A'  -  A  -f.  A     (mod.  m). 

Man  pHegt   das   in   der  in  der  Algebra  üblichen  Terminologie  (vgl. 
§  104,  VI)  so  auszudrücken: 

IV.    Ilie  Monofhomiegruppe  des  Transformationsproblems  in  Bezug 
auf  die   elliptischen  Funktionen   des    ursprünglichen  Periodenparallelo- 
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gramms  ist  die  durch  die  Kongruenzen  (8)  charakterinerte  cyklvsche 
Gruppe. 

Daraus  geht  hervor,  daß  die  algebraische  Gleichung,  deren 
Existenz  unter  (III)  behauptet  wurde,  von  sehr  spezieller  Natur  ist: 
nicht  allein  ihre  Koeffizienten,  also  die  symmetrischen  Funktionen 
der  Wurzeln  sind  bekannt,  sondern  auch  noch  gewisse  unsymmetrische 
Funktionen  derselben.  Jede  rationale  Funktion  der  /]^  nämlich,  die 
unverändert  bleibt,  wenn  man  auf  die  fl  eine  der  Vertauschungen  (7) 
ausübt,  bleibt  ungeändert,  wenn  man  u  um  eine  der  ursprünglichen 
Perioden  vermehrt,  ist  also  eine  elliptische  Funktion  des  gegebenen 
Parallelogramms.  Eine  solche  Funktion  können  wir  uns  auf  fol- 
gende Weise  verschaffen: 

Wir  bilden  zunächst,  indem  wir: 

®)  e~^  =  6 

setzen,  die  „Lau häng Esche  Besolventenfunktion*' : 

10)  J'\  =fo  +  6/;  +  «Vä  +  •  • .  +  e"  -  7m-  1. 

Für  sie  ergiebt  sich: 

/;  («  +  2f„j)  =  /;  +  sfl  +  s'-f^  +  ...  +  «--  1/;, 
1  =«-'/\{«) 

(und  natürlich  ß\  {u  +  2  ro^)  =  I^\  (m)).  Diese  Funktion  ist  also  eine 
elliptische  Funktion  IL.  Art,  und  ihre  «**  Potenz  ist  eine  elliptische 
Funktion  I.  Art.  Ebenso  wird  gezeigt,  daß  die  m'®°  Potenzen  der 
m  —  1  Funktionen 

12)  /;  =  /• +6Y^  +6-»fc/;  +  ...  +  a(--i)7;_i,  ^  =  i,2,...iii-i 

elliptische  Funktionen  I.  Art  sind,  sowie  auch  die  Funktion 

Diese  Funktionen  I\'''  und  F^  kann  man  durch  die  Funktionen 
pu  und  pu  des  ursprünglichen  Periodenparallelogramms  rational 
ausdrücken,  sowie  man  die  Pole  der  Funktion  f{u)  und  die  zu- 
gehörigen Entwicklungskoeffizienten  kennt  Die  Bestimmung  der 
Funktionen  Fj^  selbst  scheint  dann  auf  den  ersten  Blick  noch  die 
Ausziehung  von  (m— 1)  7w*^°  Wurzeln  zu  erfordern;  man  überzeugt 
sich  jedoch  folgendermaßen,  daß  die  Ausziehung  einer  einzigen 
solchen  Wurzel  genügt:  Ebenso  wie  die  Funktion  F^  der  Glei- 
chung (10)  genügt,  genügt  Fj^  der  Gleichung: 

14)  /',(«  +  2m,)  =  6-'=/;(«). 


11) 
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Daraus  folgt,  daß 

A'{«)^,-»(«) 

eine  elliptische  Funktion  I.  Art  ist,  die  wir  wieder  aus  ihren  Polen 
und  Entwicklungskoeffizienten  bestimmen  können.  Also  bedarf  es, 
sobald  F^  bekannt  ist,  keiner  weiteren  Wurzelausziehung  mehr,  um 
sämtliche  /^  zu  bestimmen.  Sind  sie  gefunden,  so  bedarf  es  zur 
Bestimmung  der  f^^  nur  noch  der  Auflösung  der  linearen  Glei- 
chungen (10),  (12)  und  (13),  die  vermöge  elementarer  Eigenschaften 
der  Einheitswurzeln  durch  die  Formel  geschieht: 

15)       fu-l,[K  +  ^-''^\  +  ^''''^\+  •••  +«-^"'-'''^^«-1). 

Wir  können  also  sagen: 

V.  Das  Transformationsproblem  läßt  sich  durch  Ausziehung  einer 
m'*"  Wurzel  lösen. 

Man  beachte  aber  wohl,  in  welchem  Sinne  dieser  Satz  allein 
bewiesen  und  überhaupt  richtig  ist.  Wir  haben  im  Laufe  der 
Untersuchung  ohne  weiteres  alle  rationalen  Funktionen  des  ursprüng- 
lichen Periodenparallelogramms  als  „rational  bekannt^'  angesehen. 
Das  sind  sie  auch,  da  man  sie  nach  §  24,  III  rational  durch  die 
Funktionen  pu  und  pu  dieses  Parallelogramms  ausdrücken  kann  — 
aber  nur  insofern  man  sich  über  die  Natur  der  Koeffizient^  dieser 
Ausdrücke  keine  Sorgen  macht.  Fragt  man  aber  nach  diesen,  so 
sieht  man:  es  sind  Funktionen  der  Perioden,  die  nicht  bei  beliebigen 
linearen  Transformationen  derselben  ungeändert  bleiben,  sondern 
nur  bei  solchen,  bei  welchen  die  Periode  (o^  ungeändert  bleibt;  also 
Modulfunktionen,  die  zu  der  in  §  106  definierten  Untergruppe  der 
Modulgruppe  gehören.  Wir  müssen  also  Satz  V  durch  den  Zusatz 
ergänzen: 

VI.  Satz  V  gilt  in  dem  Sinne,  daß  dabei  die  transformierten 
Moduln  als  bekannt  angesehen  werden  müssen^  von  denen  wir  in  §  106 
bereits  erwähnt  haben,  daß  sie  sich  nicht  durch  Wurzelziehen  be^ 
stimmen  lassen. 

§  114.    Das  allgemeine  Teilungsproblem. 

Nahe  zusammen  mit  dem  allgemeinen  Transformationsproblem 
hängt  das  in  §  104  schon  formulierte  allgemeine  Teilungsproblem, 
(L  h.  die  Aufgabe: 

I.  Gegeben  sind  die  Werte  der  elliptischen  Funktionen  eines  be- 
stimmten  Periodenparallelogramms  für  das  Argument  u;  gesucht  die 
Werte  der  Funktionen  desselben  Parallelogramms  für  das  Argument  ujn. 
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Sei  f{u  I  r>;, ,  M^)  die  vorgelegte  Funktion,  unbeschadet  dflC 
Allgemeinheit  dürfen  wir  voraussetzen,  sie  sei  eine  homogene  Funktioi 
der  drei  Variabein  w,  w,,  otg,  d.  h.  es  gebe  einen  Exponenten  k  vot 

der  Beschaffenheit,  daß  für  jedes  Wertesystem  dieser  drei  Variabalfl 
und  far  jeden  Faktor  n: 

ist.     Denn  jede  beliebige  elliptische  Funktion  kann  aus  Fnuktionei 
dieser  Eigenschaft,  nämlich  aus  pu  und  ji'u,  zusammengesetzt  werdettl 
(§  17,  IV;  §  24,  III).     Dann  ist  aber  die  Aufgabe  der  Bestimmong  1 
Ton  f(—    6),,  Wjl  identisch  mit  der  der  Bestimmung  von  /'(a|  n«,,nai,]^l 
abo  ein  spezieller  Fall   der  in   §  113,  1   besprochenen  allgemeinea-l 
Aufgabe  (filr  m,  =  wi,  =  n).     Ihre  Lösnng  kann  daher  ganz   wie  eaM 
dort  geschehen  ist,  in  zwei  Schritte  zerlegt  werden,  indem  man  von 
f(u\o)^,  ruj)  zunächst  zu  /'(«iww,,  Wj)   und   dann  von  diesem    zu 
/'(«BWj,  wöjj)  übergeht.     Wir  sprechen  diesen  Satz  noch  einmal  in 
ausdrücklicher  Formulierung  so  aus: 

11,  Die  Lösung  ite.%  aUgemeinen  n-Teibmgsproblems  geschieht  t 
durch,  daß  man  nacheinander  zwei  'IVansformationen  n""  Grades  i 
fuhrt;  sie  erfordert  also  die  AttsziehuTig  zweier  n''"   Wurzeln. 

Auch  bei  diesem  Satze,  wie  bei  §  11 3,  V,  sind  die  Modulfunk-rJ 
tionen  «■"  Stufe  als  schon  bekannt  anzusehen. 


§  115.    Die  quadratische  Transformation  von  pv. 

Die  allgemeinen  Ansätze  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphu 
mögen    für   den    einfachsten  Fall  n  =  2   noch   im   einzelnen   duroh*a 
geführt  werden. 

Was  zunächst  die  Transformation  zweiten  Grades  betrifft, 
haben  wir  zufolge  §  113,  (10),  (13),  wenn  wir  abkürzend  pu 
/>(ii|2"ip  f-i.,)  schreiben,  die  beiden  Funktionen  zu  betrachten: 

(?«-p(«  +  2a>,})». 

Die  erste  ist,  als  Funktion  des  ursprünglichen  Perioden  Parallelo- 
gramms, eine  Funktion  zweiter  Ordnung,  die  bei  k  =  0  nnendlicb 
wird,  wie 


l-/'{2wj 


Ä 
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also  gleich: 

1)  pu -\-p(2o)^)] 

die  zweite  ist  eine  Funktion  vierter  Ordnung,   die  bei  ?^  =  0  un- 
endlich wird,  wie: 

also  gleich: 

2)  \p"u  -  2 />  (2  (o,)p  u  +  p^  (2  03,) 

(vgl.  §  24,  I).     Man  erhält  also: 


7 


3)  2pu=^pu+p{2(o,)  ±  y^p^'u  -  2p(2o),)pu+p^{26},). 

Man  sieht,  übereinstimmend  mit  Satz  VI  von  §  113,  daß  in 
diesen  Formeln  die  transformierte  Modulfunktion  p  (2  ro^)  =  ^^  auftritt 

Man  kann  die  Beziehung  zwischen /7t£  und  ffu  auch  auf  anderem 
Wege  erhalten,  indem  man  umgekehrt  pn  als  Funktion  des  Perioden- 
parallelogramms (2g>j,  20)3)  betrachtet.  Als  solche  wird  sie  un- 
endlich groß  in  den  beiden  für  dieses  Parallelogramm  inkongruenten 
Punkten  0  und  2«^,  ist  also 

4)  =  ff  u  +p{u  +  2  Wj). 

Ersetzt  man  den  zweiten  Summanden  durch  seinen  Wert  aus  §  23,  (6), 
so  erhält  man  nach  einiger  Umrechnung: 

5)  pu  =  pu  +     *-  •        _  — ^. 

Man  kann  übrigens  auch  Gleichung  (4)  (einfacher  noch  die  aus 
ihr  durch  Differentiation  nach  u  sich  ergebende  Gleichung  für  pu) 
direkt  aus  der  definierenden  Partialbruchentwicklung  (§  17,  (3) 
oder  (4))  gewinnen,  indem  man  in  ihr  die  Glieder  mit  geradem  und 
die  mit  ungeradem  A^  je  fiir  sich  zusammenfaßt 

Zu  den  Funktionen  des  Periodenparallelogramms  (4«^,  2wg) 
gehört  nach  §  33,  11  auch  der  Sigmaquotient 


(T(U  ,  (üj,    Wj)      ' 

er  muß  sich  daher  rational  durch  p  u  und  ;/  u  ausdrücken  lassen, 
und  zwar,  da  er  eine  ungerade  Funktion  ist,  als  Produkt  aus  pu 
in    eine   rationale  Funktion  von  pu.    Man  erhält  diesen  Ausdruck 
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durch  Yergleichung  der  Formeln  dieses  Paragraphen  mit  §  30,  (ö), 
oder  durch  Yergleichung  der  Pole  und  Residuen.    Man  findet: 


0) 


^  =  ?"(«)  -  ?(«  +  2  0,,)  +  ;{2  «i) 


p  «*  -  ^l 

(nach  §  23,  (4)). 

§  116.    Algebraische  Formulierung  des  allgemeinen 

Transformationsproblems. 

Die   Entwicklungen   der   vorhergehenden   Paragraphen    zeigen: 
wenn  x=^p{u\a)^,  «3),  y  =  p{u\nco^,  «3)  gesetzt  wird,   so  sind  x 

und  yx  rationale  Funktionen  von  y  und  j/T.  Man  kann  diesen 
Satz  auch  anders  wenden,  indem  man  an  die  Integrale  anknüpft;  er 
sagt  dann  aus:  wenn  ein  elliptisches  Integral  L  Gattung: 

/dx 

vorgelegt  istj  so  ist  es  in  mannigfaltiger  Weise  möglich,  x  und  |/X  so 
als  rationale  Funktionen  einer  neuen  Variabein  y  und  der  Quadrat" 
Wurzel  aus  einer  ganzen  Funktion  dritten  oder  vierten  Grades  Y  von  y 
auszudrücken,  daß: 

\\  r  A^  =  r  ^y 

'  J  yx    J  YY 

wird.  Man  kann  dieses  Problem  auch  algebraisch  angreifen;  wir 
wollen  uns  aber  dabei  auf  den  Fall  beschränken,  daß  x  eine  rationale 

Funktion  von  //allein,  ohne  ^1]  werden  soll.^ 

Sei  ^  =   TT  >     unter     U,     V    teilerfremde     ganze    Funktionen 
yjten  Qrades  von  y  verstanden.     Dann  geht  das  Integral: 

dx 

über  in: 

Vd  U  -  Ud  V 


2)  u=  f--  .   -Jr  __-  ^ 

J    \    {X  -  «o)  (X  -  «,)(X  —  «,)  -X  -  rtjj 


3x  r  yj^^ 


V)(U-a,  V){U-n,  V) 


*  Ohne  Beweis  sei  erwähnt^  daß  der  allgemeine  Fall  auf  diesen  spcnellen 
durch  Anwendung  der  Additionstheoreme  zurückgeführt  werden  kann. 
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und  dieses  Integral  ist  dann,  und  nur  dann  ein  elliptisches,  wenn 
von  den  4n  linearen  Faktoren,  in  die  die  ganze  Funktion  (4  w)*®"  Grades 
unter  dem  Wurzelzeichen  zerlegt  werden  kann,  nur  vier  unter  ihm 
stehen  bleiben,  während  die  4w  — 4  übrigen  paarweise  einander 
gleich  sind,  sodaß  eine  Funktion  (2n  — 2)*«°  Grades  vor  das  Zeichen 
gesetzt  werden  kann.  Nun  können  zwei  der  Funktionen  U  —  a^V 
keinen  Faktor  gemein  haben ;  denn  da  die  cf^  alle  voneinander  ver- 
schieden sind,  wäre  ein  solcher  Faktor  auch  in  V  und  V  enthalten, 
gegen  die  Voraussetzung,  daß  U  und  V  teilerfremd  sein  sollten. 
Also  ist  das  transformierte  Integral  dann,  und  nur  dann  ein  ellip- 
tischeSj  wenn  die  vier  Funktionen  U  -^  a^V  zusammengenommen  gerade 
2n  —  2  ßoppelfaktoren  haben. 

Dann  ist  es  aber  auch  stets  ein  Integral  erster  Gattung.  Denn 
jeder  Doppelfaktor  einer  der  Funktionen  U  —  a^^V  ist  zugleich  ein- 
facher Faktor  von    -. a.  -j —  ,  also  auch  Faktor  der  Funktional- 

dx  '^  dx  ^ 

determinante: 

'  dx  dx  dx  ^  ^     '  dx 

und  hebt  sich  folglich  aus  Zähler  und  Nenner  von  (3)  heraus.  Die  Funk- 
tionaldeterminante scheint  nach  ihrer  Definition  vom  Grade  2n  — 1 
zu  sein ;  in  der  That  ist  sie  nur  vom  Grade  2/1—2,  da  die  Glieder 
(2n  — 1)*«'  Ordnung  sich  wegheben.  Daraus  folgt,  daß  die  Funktional- 
determinante unter  den  gemachten  Voraussetzungen  jedenfalls  dann, 
wenn  ihre  2n  —  2  Faktoren  alle  verschieden  sind,  gerade  aus  dem 
Produkt  jener  2n  —  2  Doppelfaktoren  besteht,  sich  also  aus  Zähler 
und  Nenner  von  (3)  vollständig  weghebt.  Es  bleibt  also  im  Zähler 
nur  dg,  im  Nenner  die  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion 
dritten  oder  vierten  Grades  von  y  stehen ;  das  transformierte  Integral 
ist  also  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  von  y,  w.  z.  b.  w. 

Die  Gleichung  zwischen  x  und  y  ist  natürlich  nur  insofern  be- 
stimmt, als  man  sowohl  auf  x,  wie  auf  y  noch  eine  lineare  Trans- 
formation (§  62)  anwenden  kann.  Man  kann  versuchen,  sie  durch 
geeignete  Wahl  dieser  Transformationen  möglichst  zu  vereinfachen; 
wir  wollen  das  an  den  einfachsten  Beispielen  durchführen. 

Im  Falle  «  =  2  müssen  zwei  von  den  Faktoren  V  ^  a^^F  voll- 
ständige Quadrate  linearer  Funktionen  von  y  werden;  wir  können 
auf  ?/  eine  lineare  Transformation  ausüben,  sodaß  der  Nulli)unkt 
einer  dieser  Funktionen  nach  0,  der  der  andern  nach  oo  fällt. 
Ferner  können  wir  durch  eine  lineare  Transformation  von  x  erreichen, 
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daÖ  von  den  zugetiürigeo  Verzweigungspnnkten  der  Fläche  Qber  Hw 
avEbene   auch  der  eine   nach   0,   der  andere   nach  co  fällt     Dann 
hat  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  einlach  die  Form: 
5)  -r  -  .'/' 

und   iTiiin  urliält  sü  den  Satz: 

Jcili-x  tlli/'ti«che  InleijTal  der  Form: 


«) 


wird    durch    die    quadratische    IVaiisformatiun   (5)    überi/efuhrt 
tbentolches  Inlei/rai  der  Form: 


7) 


"    J  V(y' 


-  ",1  (V'  - 


Man  kann  also  die  fiuadratiscken  Traniifurmationen,  die  ein  vvr- 
(feleyteg  etUptiiicbes  hUegral  zuläßt,  sofort  ani/eben,  »owte  man  seitut 
Ferzweit/ungijtujikte  kennt:  die  Aufguchumj  der  möglichen  quadratischen 
Tranxformationen  und  die  Aufliisnng  der  Gleichung  f(x)  =  0  sind 
äquivalente  algebraische  Probleme. 

Hat  insbesondere  das  vorgelegte  Integral  (6)  die  erste  Normal- 
form (§  B3),  80  erscheint  das  transformierte  Integral  (7)  in  tl« 
dritten  (§  65).  Man  kann  also  ein  elliptisches  Integral  dadurch 
die  LBOENDBESche  Normalform  bringen,  daß  mau  es  erst  durch  ei 
lineare  Transformatioa  in  die  erste  Noriunlform  überführt  und  dann 
eine  quadratische  Transfonnation  anwendet.  Von  dieser  Methode 
wird  in  älteren  Schriften  vielfach  Giebrauch  gemacht 

Hieraus  erklärt  es  sich  auch,  weshalb  bei  unserer  Entwicklung 
die  Funktionen  Jacobis,  die  ursprünglich  als  Umkehrungsfiinktioneu 
von  Integralen  der  LEQBNDnEschen  Normalform  detiniert  waren,  als 
Funktionen  zweiter  Stufe  auftraten:  setzt  man  ; 

8}  x  =  pu-e.,      y  =  -''"J  , 

SO   besteht   zwischen  x   und   y   die    Gleichung  (ö)   und  man   erhs] 
einerseits  aus  §  18,  (9): 

9) 


der 
'in« 

MUl   ■ 


-/ 


\'ix[x 

-  («,  -  e,))(i 

-  KU  -  «■)' 

(8): 

dy 

andererseits  aus  §  34, 


I   Übereinstimmung  mit  den  Formeln  (6)  und  (7). 
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Übrigens  ist  durch  diese  Überlegungen  anch  eine  im  XI.  Ab- 
schnitt noch  beiseite  gelassene  Frage  beantwortet,  nämlich  die  nach 
der  Abhängigkeit  des  in  der  LEGENDBHscben  Normalform  auftretenden 
Koeßizienten  /**  vom  Periodenverhältnis  t.     Man  siebt: 

Wird  ein  elliptisches  Integral  durch  eine  lineare  Transformation 
in  die  LEüENBHEsche  Normallorm  übergeführt,  so  erhält  die  auf- 
tretende Konstante  /t*  einen  der  24  verschiedenen  Werte  Ton  Ä  (2  r). 

Wir  wollen  uns  noch  direkt  davon  überzeugen,  in  welcber  Weise 
die  Penoden  der  Integrale  (6)  und  (7)  miteinander  zusammenhängen. 
Wir  sehen: 

Dem  Periodenweg  A  des  Integrals  (6),  der  von  —  oc  auf  der 
einen  Seite  der  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  nach  0,  um  0 
herum  und  auf  der  andern  Seite  jener  Halbaxe  nach  —  co  zurück- 
führt, eutspricbt  in  der  _^-Ebene  ein  Weg  längs  der  Axe  der  rein 
imaginären  Zalilen  von  od  Über  0  nach  co  zurück.  Dieser  Weg  kann  aul' 
eine  Umkreisung  von  y«,  und  y«,,  oder  von  —  ^a^  und  —  yotj 
zusammengezogen  werden,  ist  also  auch  für  das  Integral  (7)  ein 
Periodenweg, 

Dem  Wege  B,  der  die  Punkte  ü  und  er,  umgiebt,  entspricht 
auf  der  y-FIäche  ein  Weg,  der  vom  Nullpunkt  des  eben  Blattes 
um  y«,  (oder  um  —  y«,)  herum  nach  dem  Nullpunkt  des  andern 
Blattes  zurückführt,  also  ungeschlossen  ist.  Durchlaufen  wir  dann 
den  Weg  B  in  der  a--Ebene  noch  einmal,  so  werden  wir  auf  der 
y-Fläche  um  den  Punkt  —  yä^  (bezw.  +  y«j)  herum  nach  dem 
Nullpunkt  des  ersten  Blattes  zurückgeführt.  Es  ist  also  nicht  2wj, 
sondern  erst  4  w,  eine  Periode  des  Integrals  (7).     Es  folgt  also: 

Wenn  j:  durch  die  Gleichung  (6)  als  elliptUelie  Funktion  von  u 
mit  den  Perioden  2  to^  und  2  Wj  definiert  ist,  wird  y  =  ^1  durch  die 
aieichujig  (7)  als  elliptische  Funktion  von  u  mit  den  Perioden  4  w, 
und  2bi^,  also  durch  die  Gleichung: 

..'     r  ''y 


1  ly'-  ".)(!(■  - 


'.) 


iih  etliplische  l'\tnhtion  von  u  mit  den  Perioden  2(Uj  und  to^  definiert. 
Im  Falle  n  =  3  müssen  alle  vier  Faktoren  U  —  a^V ]e  einen 
Doppelfaktor  haben.  Sind  aber  U,  V  Formen  dritten  Grades,  so 
gieht  es  überhaupt  im  allgemeinen  nur  vier  Formen  U—al,  die 
einen  Doppelfaktor  haben;  denn  die  Diskriminante  einer  Form 
dritten  Grades  ist  vom  vierten  Grade  in  den  Koeffizienten.  Es  folgt 
daraus,    daß   jede    belieliige    rationale   Substitutionsfunktion   dritten 
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Grades  y  =  U/F  geeignet  ist,  ein  und  nur  ein  elliptisches  Integral 
erster  Gattung  in  ein  ebensolches  zu  transformieren.  Die  Frage 
dagegen:  welches  sind  die  niägliclien  Transformationen  dritteu 
Grades,  die  ein  vorgelegtes  el]i|itisches  Integral  erlaubt,  führt  auf 
das  algebraische  Problem:  alle  Bflscbel  von  kubischen  Formen  ku 
Hilden,  deren  Diskriminautc  als  Funktion  dea  BüschelparameteB 
vorgegebene  Null]iunkte  bat.  ^^| 


§  117.    Transformation  von  Funktionen  hölierer  Stufe. 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Wert  kii  bestimmen,  den 
«ine  elliptische  Funktion  höherer  Stufe  (§  103  a.  E.)  —  sie  heiüe 
if{u)  —  für  die  transformierten  Perioden  annimmt,  so  kann  man 
80  verfahren,  daß  man  zuerst  nach  Anleitung  von  §  113  die 
Funktionen  pu  und  p'u  bestimmt  und  dann  noch  die  Gleichung 
auflöst,  die  tj  (u)  mit  diesen  Funktionen  verbindet  Mau  kann  aber 
auch  den  ursprünglichen  Wert  der  Funktion  y(«)  als  gegeben  be- 
trachten; dann  können  Reduktionen  ganz  derselben  Art  eintreten, 
wie  wir  sie  bei  dem  Problem  der  Transformation  der  Modulfnnk- 
tionen  höherer  Stufe  in  §  105  als  möglich  erkannt  haben.  Eio 
genaueres  Eingehen  würde  wie  dort  zahlreiche  Fallunterscbiede 
erfordern. 

Was  speziell  die  Transformation  der  Funktionen  zweiter  Stufe 
und  der  zu  ilinen  in  enger  Beziehung  stehenden  Thetafimktiouea 
betrifft,  so  hat  man  zu  deren  Behandlung  auch  noch  verschiedene 
andere  Mittel.  Man  kann  z.  B.  in  den  unendlichen  Produkten  für 
die  Sigma-,  bezw.  die  Thetafunktionen  (§§  21  und  31)  immer  alle 
diejenigen  Terrae  für  sich  zusammenfassen,  deren  Index  modulo  der 
Transformationszahl  zu  einem  bestimmten  Best  kongruent  ist;  man 
kann  femer  ein  analoges  Verfahren  auf  die  Thetar«tAen  anwenden; 
man  kann  endlich  die  fertigen  Formeln  mit  Hilfe  der  Sätze  des 
V.  Abschnitts  verih zieren. 


Realitätsverhältnlsse  bei  quadratischer  Transformatii 


Wir  wollen   noch,   als  Ergänzung    zu    deu   Entwicklungen  I 
X,  Abschnitts,   zusehen,  wie   sich  bei  quadratischer  Transfon 
die  Bealitäts Verhältnisse  gestalten. 

Dabei  können  wir  an  die  einfachste  Form  auknOpfco,  in  der 
uns  diese  Transfonnation  l>egegnet  ist,  nämlich  an  die  Formeln  (5) 
bis  (7)  TOu  §  llti.     Sie  zeigen:    Wenu  das  Doppelvorbältnis  i.  da: 


laUwifl 

gen  ^S 
inartiM 
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Vei-zweiguDgspunkte  der  vorgelegten  Fläche  (über  der  ar-Ebene)  reell 
und  positiv  ist,  wird  auch  das  der  Verzweigungspunkte  über  der 
?/-Ebene  reell;  ist  aber  i.  negativ,  so  erhalten  wir  in  der  y-Ebene 
zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  imaginäre  Verzweigungspunkte. 
Umgekehrt  können  wir  also  ein  Integral  mit  zwei  reellen  und  zwei 
konjugierten  Verzweigung spunkten  in  ein  solches  mit  vier  reellen  fer- 
Zweigungspunkten  transformieren,  indem  wir  es  zuerst  auf  die 
LEGENDBBsche  Normalform  bringen  und  dann  von  dieser  durch  die 
quadratische  IVansformation : 

zur  ersten  Normalform  übergehen.  In  der  That:  ist  das  aus  2ft>j 
und  2(03  gebildete  Periodenparallelogramm  ein  Bhombus  (§  88,  I), 
so  ist  das  aus  2a}^  und  2(02'  gebildete  ein  Kechtcck;  der  Übergang 
von  «j  und  fo^  zu: 

fo^  =  —  ft>i  —  Ö>3 
0)3'  =       fOy^  —  o?3 

ist  aber  eine  quadratische  Transformation.  Man  erhält  ihn  durch 
die  drei  successiven  Schritte: 

07^'  =5  ft>j  +  w^,   (O3'  =  ö>3  (lineare  Transformation); 

röj  =  rüj',  o>3  =20)3'  (quadr.  Transformation); 

W3  =  —  Wj ,        Wo'  =  Wj  —  «3     (lineare  Transformation). 


§  119.    Complexe  Multiplikation. 

Die  Formeln  §  89,  (7)  und  §  90  (4)  legen  die  Frage  nahe: 
unter  welchen  Umständen  kann,  wenn  qp  (w)  eine  elliptische  Funktion 
mit  den  Perioden  (2  oj^,  2  (o^)  ist,  (f^  {ji  u)  für  einen  nicht  ganzzahligen 
H  ert  von  p.  eine  elliptische  Funktion  mit  denselben  Perioden  sein? 

Vermehren  wir  u  um  2o>j,  so  vermehrt  sich  pu  um  2p(üy 
Schreiben  wir  dann  für  pu  wieder  «,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

1)  fp[u  +  2po}^)  =  ff'{u), 

mit  andern  Worten,  2piro^  muß  eine  Periode  von  ff[u)  sein.  Nehmen 
wir  an,  2«j,  2(0^  seien  ein  primitives  Periodenpaar  von  y >(w)  (was 
wir  doch  unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen),  so  folgt  aus 
der   Gleichung  (1)    imd    der   entsprechenden  Gleichung   für   CÖ3    die 
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3) 


Existenz    von    vier    ganzen    Zahlen    a,    /9,    y,    S  von    der    Be- 
schaffenheit, daß: 

ist,  oder: 

fi  =  a  +  ßr 
fjLT  =z  y  +  St. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 

4)  aS  ^  fly  —  n, 

durch  Elimination  von  r  für  (jl  die  Gleichung  zweiten  Grades  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten: 

5)  ^2^{a  +  d)fi  +  n  =  0 

m 

und  durch   Elimination  von   ju  die  Gleichung  derselben  Art  fiir  r: 

6)  ßri  +  {cc^S)T^y  =  0. 

Der  Fall,  daß  diese  Gleichung  identisch,  d.  h.  für  alle  Werte 
von  T  besteht,  daß  also  ß  z=  y  =  0,  a  =  S  ist,  bedingt  ju  =  a  =  <?, 
führt  also  auf  die  in  §  27  bereits  behandelte  ganzzahlige  Multi- 
plikation zurück.     Man  drückt  das  so  aus: 

I.  Multiplikation  mit  einer  andern  als  einer  ganzen  Zahl  kann  nur 
stattfinden,  toenn  das  Periodenverhältnis  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  zweiten  Grades  mit  ganzzahligen  Koeffizientm  ist 

Wir  nennen  ein  solches  Periodenverhältnis  ein  singuläres^  indem 
wir  den  Satz  als  bekannt  voraussetzen,  daß  nicht  jede  Zahl  Wurzel 
einer  solchen  Gleichung  ist^ 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  müssen  nach  §  11,  IV  complex 
sein;  es  muß  also: 

7)  i>  =  -  4/9/  -  («  -  J)»  =  4n  -  (£^  +  8f 

und  umsomehr  n  positiv  sein. 

Ist  umgekehrt  r  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten,  die  nicht  alle  einen  gemeinsamen 
Teiler   haben: 

8)  ^r3+Är  +  6'=0, 

*  Übrigens  sei  ohne  Beweis  bemerkt,  daß  die  singulären  Werte  in  der 
T-Ebene  Überall  dicht  liegen. 
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und  ist: 

positiv,  so  wird  die  allgemeinste  Gleichung  der  Form  (6),  der  r  ge- 
nügt, erhalten,  indem  man  mit  x  eine  ganze  Zahl  bezeichnet  und: 

10)  ß=Ax,     Y^-Cx,     a-8=^Bx 

setzt.     Setzt  man  noch: 

11)  a  +  *  =  y, 

so  wird: 

12)  n^\[y^JrAx\ 

13)  ^^-g-^iVI^     _2C_^^ 

14)  ^  =  «  +  /?r=^(y  +  ta:yj). 

Was  den  wirklichen  Ausdruck  von  fp{j^v)  durch  die  elliptischen 
Funktionen  von  u  betrifft,  so  ist  zu  beachten:  Aus  den  Glei- 
chungen (2)  folgt,  daß  die  sämtlichen  Punkte 

15)  /Liu  +  2/LiAj  (Wj  +  2/11^3(03, 
die  aus  einem  System  kongruenter  Punkte 

M  +  2  Äj  0)j  +  2  A3  ö>3 

durch  Multiplikation  mit  /u  hervorgehen,  selbst  untereinander  kon- 
gruent sind.  Umgekehrt  aber  erhält  man  auf  diesem  Wege  nicht 
alle  zu  jut£  kongruenten  Punkte,  sondern  nur  solche  Punkte 

/LiM  +  2  Äj'  Cöj   +  2  A3'  (Ö3, 

für  die  es  möglich  ist^  die  Gleichungen: 

Ä/  =  a  Äj  +  y  A3 

in  ganzen  Zahlen  aufzulösen;  und  das  ist  nur  dann  für  alle  ganz- 
zahligen Werte  von  k^  und  ^3'  der  Fall,  wenn  die  bei  dieser  Auf- 
lösung als  Nenner  auftretende  Determinante  n  gleich  1  ist  (vgl. 
§  67,  (3)).  Wenn  also  n  nicht  gleich  1  ist,  zerfallen  die  zu  /uu 
kongruenten  Punkte  in  mehrere,  sagen  wir  v,  Erlassen,  deren  jede 
aus  einer  Klasse  untereinander  kongruenter  Punkte  u  hervorgeht; 
und  es  ist  dann  <)p(/iu)  eine  elliptische  Funktion  der  Ordnung  k.v^ 
wenn  ^(u)  eine  Funktion  der  Ordnung  k  ist.     Insbesondere  kann 


16) 
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es   nur  für   n^l    elliptische  Funktionen    tp(u)  geben ^  für    die    eine 
Gleichung  der  Form: 

17)  (p(jiu)  =  c(p{u) 

besteht. 

Gleichung  (12)   zeigt,   daß    aus   n  =  1    folgt:    entweder  x  =  0, 
1/  =  2,  was  die  identische  Transformation  ergiebt; 

oder    a:  =  ±l,    y  =  ±l,     n  =  o,    fi  =^ —- —  , 

oder    x  =  ±2,    y  =  0,         J  =  1,    /*  =  ±  i. 

IL  Die  beiden  in  den  §§  89  und  90  behandelten  speziellen  Fälle 
elliptischer  Funktionen  sind  also  in  der  That  die  einzigen  ^  bei  denen 
Gleichungen  der  Form: 

(pißu)  =  c(p(u) 

für  nicht  reelle   Werte  von  fi  bestehen. 


DREIZEHNTER  ABSCHNITT. 


Numerische  Berechnung  elliptischer  Integrale 

und  Funktionen. 

§  120.  Berechnung  des  Wertes  eines  elliptischen  Integrals  I.  Gattung. 

JNachdem  wir  nun  in  den  Besitz  aller  erforderlichen  Hilfs- 
mittel der  Theorie  gelangt  sind,  können  wir  uns  der  Frage  zuwenden, 
in  welcher  Weise  schließlich  numerische  Rechnungen  zu  f&hren 
sind,  in  denen  elliptische  Funktionen  auftreten.  Es  handelt  sich 
dabei  namentlich  um  zwei  Aufgaben:  einmal  um  die  Berechnung 
des  Wertes  eines  elliptischen  Integrals,  dessen  Koeffizienten  und 
Grenzen  numerisch  gegeben  sind,  dann  um  die  numerische  Lösung 
des  Umkehrproblems. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  ersteren  Aufgabe;  sie 
wird  mit  Hilfe  von  Reihenentwicklungen  zu  erledigen  sein.    Dabei 
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'  tritt  nna  die  Schwierigkeit  entgegen,  daß  die  zunächst  liegenden 
Reihenentwicklungen  nicht  in  der  ganzen  Ebene-  und  auch  iunerliaJb 
ihres  Konvergeuzkreises  nicht  genügend  schnell  konvergieren,  Man 
kann  jedoch  dieser  Schwierigkeiten  anf  Grund  der  Sätze  des 
XII.  Abschnitts  Herr  werden:  die  Gleichung  (7)  von  ij  116  zeigt,  daÜ 
man  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung  in  ein  anderes  überführen 
kann  durch  eine  Substitution,  bei  der  die  ganze  i-Ebeue  auf  eine 
Halbehene  der  _y- Ebene  abgebildet  wird  (I.  §  17,  2).  Indem  man 
dann  noch  eine  liueare  Snbstitntiou  vornimmt,  die  diese  Halbebeue 
auf  das  Innere  eines  Kreises  abbildet,  kann  mau  erreichen,  daß  alle 
vorzunehmenden  Entwicklungen  iu  diesem  Sreisinnero  vor  sich 
gehen  und  dort  so  gut  konvergieren,  als  es  far  die  wirkliche  Be- 
nutzung zu  numerischen  Rechnungen  erforderlich  ist  Nur  wenn 
der  ursprüngliche  Integrationsweg  in  der  i-Ebene  den  behuls  der 
Abbildung  in  dieser  Ebene  zu  ziehenden  Einschnitt  (Übergangslinie, 
I,  §  59)  überschreitet,  muß  das  Integral  erst  in  Teile  zerlegt  und 
jeder  dieser  Teile  für  sich  behandelt  werden. 

Für  die  Ausführung  bringt  mau  das  Integral  am  besten  zu- 
nächst auf  die  erste  Normalform  (§  t>3,  9): 


Init; 
p2) 


fv<w 


d: 


:-".("'■-'».)(«,-«,)■ 


Yon  den  sechs  Werten,  die  X  haben  kann,  sind  je  zwei  zn  einander 

'  reciprok;   die  abzuleitenden   Formeln   ändern   sich  nicht  wesentlich, 

wenn  man  A  und  gleichzeitig  y  durch  ihre  recjproken  Werte  ersetzt, 

Mau  kann  daher  |  A ,  ^  1  voraussetzen.    Macht  man  die  Substitution : 

SO  geht  das  Integral  (1)  zunächst  über  in: 
dy 


-») 


.1  VVd- 


y')(i-iy') 


Legen  wir  den  erwähnten  Einechnitt  längs  ä&e  Halbaxe  der  negativ 
en  ^,  so  entspricht  ihm  die  Axe  der  rein  imaginären  i/.  Diese 
soll  auf  einen  Kreis  abgebildet  werden,  und  zwar  so,  daß  den 
Puukten  y,  deren  reeller  Bestandteil  positiv  ist,  Punkte  des  Ki-eis- 
rn  entsprechen;  dabei  kiionen  wir  noch  drei  Bedingungen  er- 
fülleu.  Wir  k&nnen  z.  B.  verlangen,  daß  die  beiden  Verzweigungs- 
puukte,  die  dem   Kreisinneru   angehören,  nach    ±  I    koninitin,  und 
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daß  die  beiden  andern  einander  entgegengesetzt  gleich  werden,  sodaß 
wir  sie  mit  ±  /"^  bezeichnen  können  und  das  transformierte  In- 
tegral abermals  in  der  LEGENDREschen  Normalform  (§  65)  erscheint. 
(Dabei  ist  nur  der  Fall  auszuschließen ,  daß  l  in  (1)  negativ  reell 
ist;  Fig.  14  von  I  zeigt,  daß,  wenn  dies  mit  einem  Wert  von  l  der 
FsM  ist,  zwei  andere  reell  positiv  und  kleiner  als  1  sind.)  Sollen 
den  Punkten 

5)  y=l     Ä-V.      -A-V.      -1 

bezw.  die  Punkte 

6)  1=1       -1       _/-2        1-2 

entsprechen,  so  muß  nach  I,  §  15,  IV  /  aus  der  Gleichung  be- 
stimmt werden: 


oder: 

Dabei  sind  unter  A-Vt  und  ]/).  die  Hauptwerte  (I,  §  58,  V)  zu  ver- 
stehen. Zieht  man  noch  einmal  die  Wurzel,  so  kann  man  über 
das  Vorzeichen  beliebig  verfügen;  man  kann  also  in  der  sich  er- 
gebenden Gleichung: 

1  -  /«         2  VT 


8) 


1+/«      i-^-Vi 


auch  unter  ]/Ä  den  Hauptwert  verstehen.  Endlich  können  wir  auch 
noch  unter  /  denjenigen  von  den  beiden  Werten  der  Quadratwurzel 
aus  der  bisher  allein  definierten  Größe  /^  verstehen,  für  den  die 
Gleichung  gilt: 

9)  /  =  l4^. 

Man  erkennt,  daß  diese  Gleichung  mit  §  110,  (10)  übereinkommt, 
wenn  man  dort  X  durch  1  —  A  ersetzt. 

Die  Substitutionsformel  selbst,  die  die  Punkte  (5)  in  (6)  über- 
führt, lautet  dann: 

luj  §  —       ^rz  ' * — 
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oder: 

4                                     4 

11) 

§                           4            *                       4 

und  umgekehrt: 

1+Va      1+//}^ 

12) 

1      1  +/^ 

.'/=        4                      -              • 

]/l         \-l^ 

Sie  zeigt,  daß  in  der  That  der  Axe  der  rein  imaginären  y  der  Ejreis 
vom  Radius     /~^'   um  den  Nullpunkt  der  |-Ebene  entspricht,  und 

bei  der  getroflFenen  Verfügung  über  den  Wert  von  yA   den  y   mit 
positiv  reellem  Bestandteil  das  Innere  dieses  Kreises. 
Man  erhält  weiter: 

1       Jfe      -   -2^1  \-y 


1+1     = 


2  i-yV>t 

TT     TZ"' 


1  -/2|  ^  _2V^  1  +y 


•     —    -  ■ 


^/| 


1- VA      (i  +yV'0' 


damit  geht  das  Integral  (4)  über  in: 

4(1  +  VD*  r  ^^ 


13)  .4(i4-yj_rr 


Da  nun  nur  noch  Werte  von  |  in  Betracht  kommen,  die  dem  ab- 
soluten Betrage  nach  <!/~^'  sind,  so  können  wir  den  Faktor 
(1— /*|2^-Vt  unter  dem  Integralzeichen  nach  dem  binomischen 
Lehrsatz  entwickeln  und  gliedweise  integrieren.  Die  dazu  erforder- 
lichen Rechnungen  sind  im  wesentlichen  schon  in  §  82  ausgeführt; 
wir  erhalten  ganz  wie  dort: 
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14) 


r dl r_  »f_ 


»fi'l  2.4.6  ...      2n  J  y\ 

und: 

|2nrf|         1.3.5.  .  .  (2m-  1)  r     rf| 


15) 


/^Jnrt^    _   1.3.5.  ..  (2m-  1)   r*      d^ 
|/i  -  I*  ""  2.4.G  ...      2n      J  YT^^ 

2n        l^  ^2w-2* 

(2n-  1)  (2n -3)  ^g«  -  c   .  .    (_2«  "_!)  (2«  -3).. .5. 3  1 

■^  (2i»-2)(2n-4)^  ■*■  •••■^(2n-2)(2M-4)...4.2j 


Dabei  ist  der  Wert  der  Quadratwurzel  yi  —  |*  so  zu  wählen,  daß 

yi  —  |2 .  yi  —  /*|2    den    vorgeschriebenen    Wert   erhält,    wenn   für 

yi  —  ^1^  der  Hauptwert  gesetzt  wird;  denn  die  vorgenommene  Ent- 
wicklung bezieht  sich  auf  diesen  Hauptwert 

Da  die  Reihen  wie  geometrische  Reihen  konvergieren,  so  kann 
man  (I,  §  25,  VI)  auch  nach  Potenzen  von  |  ordnen,  was  zuweilen 
bequemer  ist.     Man  erhält  dann: 


16) 


wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 
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Wir  haben  im  vorigenParagraphen  bereits  gesehen,  daß  von  den 
sechs  Werten,  die  A  haben  kann,  im  allgemeinen  drei,  ausnahmsweise 
nur  zwei  für  unseren  Zweck  brauchbar  sind;  wir  müssen  noch  zu- 
sehen, welchen  von  diesen  Werten  wir  zweckmäßigerweise  benutzen. 
Darüber  entscheidet,  daß  die  Reihen  des  vorigen  Paragraphen  im 
allgemeinen  um  so  besser  konvergieren,  je  kleiner  |/i  ist.     |/j  wird 
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aber   möglichst  klein ,   wenn  X  möglichst  nahe  an  1  liegt     Daraus 
folgt  (vgl.  I,  Fig.  14): 

I.  IVollen  wir  für  die  numerische  Rechnung  möglichst  gut  kon- 
vergente Reihen  haben,  so  müssen  wir  es  bei  der  Transformation  auf 
die  erste  Nonnalform  so  einrichten y  daß  Ä  =  Aj  +  *^  dem  von  den 
Linien  Aj  =  |-    und  A^*  +  A^*  ==  /   begrenzten  Kreisabschnitt   angehört. 

Man  kann  sich  nun  folgendermaßen  überzeugen ^  daß  l/|  in 
keinem  Punkte  dieses  Kreisabschnitts  einen  größeren  Wert  annimmt, 
als  in  den  Ecken  desselben.  Auf  dem  Einheitskreis,  wo  X  =  e*''', 
(p  reell  ist,  wird 

1  -  e'/**^ 
1)  .         1      e 


/  = 


1   +6 


'Ui<P 


--■'«7 


rein  imaginär;  und  man  erkennt  sofort,  daß  sein  absoluter  Betrag 
von  dem  Scheitel  des  Kreisabschnitts,  wo  er  0  ist,  wächst  bis  zu  den 
Ecken,  wo  er  den  Wert: 


tg^  =  0,13165  <    ^ 


2)  -o  24         -' 15 

erreicht.. 

Um  femer  das  Verhalten  von  /  auf  der  Begrenzungslinie  X^  =  \ 
zu  untersuchen,  setze  man: 


3) 


2  costr 


,W.i' 


läßt   man   dann   w   alle   reellen  Werte  von  —  -^  ^^^  +  o     d^rch- 

laufen,  so  durchläuft  k  die  ganze  Gerade,  von  der  diese  Begren- 
zungslinie ein  Stück  ist     Es  ist  dann: 


4) 


und  da  sich 


5) 

ergiebt,  so  folgt; 


dw 


=  -iA 


_• 


/4 


1 


dl 


'  1-r/t   dw 


=  i(;i-'/-  +  A-v.)^i?|^; 


dlog(l-A)   ^  __ 


il 


dw 


6) 


9t 


rflog/    _ 


dw 


=  i 


8tn 


w 


Sw 


Bin 


+    7 


y2  C08  W  y2  C08 


w 
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Das  hat  für  alle  in  Botraclit  IcommeDden  Werte  von  w  dasselbe 
Vorzeichen  wie  w;  auf  der  Geraden  ?.,  =  \  hat  also  |  /|  im  Pnnkte 
A  =  J^,  i/j  =  0  ein  Minimum  und  wächst  von  da  nach  beiden  Seiten. 
Der  Logarithmus  des  absoluten  Betrags  einer  analytischen  Funktion 
complexen  Arguments  ist  nämlich  gleich  dem  reellen  Teil  ihres 
Logarithmus.  Da  dieser  Logarithmus  im  Innern  des  Bereichs 
regulär  ist,  kann  mau  8atz  III  von  I,  §  36  anwenden  und  Hndet  q 
II.  In  dem  bezeiclinelen  Kreinalmclirütt  i»t  überall: 


\l*\  <  0,0003005, 

I /*  !   kleiner  als  eine  Einheit  der  siebenten,     /■' |   kleiuer  als  f 
Einheit  der  zehnten  Dezimalstelle. 


§  122.    Spezielle  Rechenvorschriften  für  den  Fall  reeller 
Verzweigungspunktfl. 

Sind  alle  vier  Verzweigungspunkte  reell,  so  erhält  man  für  |/| 
eine  noch  niedrigere  obere  Grenze.  Denn  wenu  X  abnehmend  die 
reellen  Werte  von  1  bis  \  durchläuft,  durchläuft  /  zuuehuiend  reelle 
Werte  von  0  bis 

1)  f^'  -0,08642;  J 

es  ist  also  hier    /*|  <  0,000057,  | /^    kleiner  als  eine  halbe  Einheit 
der  8.,    /^'|  kleiner  als  eine  halbe  Einheit  der  12.  Dezimalstelle. 

Die  Transformalion  auf  die  erste  Normalform,  die  der  Ent- 
wicklung von  §  120  voranszugehen  hat,  kann,  wenn  über  den  zu 
wählenden  Wert  von  A  Verfügung  getrott'eu  ist,  noch  auf  vier  ver- 
schiedene Arten  geschehen  (§  63  a.  E.);  wir  müssen  noch  unter- 
suchen, welche  von  diesen  Arten  wir  in  jedem  Falle  zweckmäßiger- 
weise  wählen.  Wir  werden  dabei  zwei  Kücksichten  zu  beobachten 
habeu:  einerseits  werden  wir  wünschen,  ||  möglichst  klein  zu  be- 
kommeu,  andererseits  reelle  Werte  auch  in  reeller  Fonn  ausgedrückt 
zu  erhalten. 

Seien  zunächst  die  vier  Verzweigungspunkte  reell  und  der  Gröl 
nach  geordnet  (wie  in  §  8]: 

2)  «„<«,<«,«,. 


i-^y 
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Dann  sind  von  den  sechs  Werten  ihres  Doppelverhältnisses  die 
beiden  folgenden: 

3)      ;         «o-_«L3:^-^     und     A,  =  "^  "^  :"•-""'  =  1  -  A, 

zwischen  0  und  1  enthalten;  und  man  hat  nur  noch  zu  entscheiden, 
welcher  von  ihnen  größer,  welcher  kleiner  als  \  ist;  den  ersteren 
hat  man  zu  wählen.  Den  Fall  \>  \  bezeichnen  wir  als  Haupt- 
fall I,  den  Fall  A,  >  |^  als  Hauptfall  II.  Beidemal  sind  zwei  Fälle 
zu  unterscheiden,  je  nachdem: 

A.     ÖQ  <  0        oder       B.     «o  >  ^ 

ist;  und  in  jedem  dieser  beiden  Fälle  kommen  insbesondere  die- 
jenigen Intervalle  der  Axe  der  reellen  Zahlen  in  Betracht,  in  denen 
die  zu  integrierende  Funktion  reell  ist;  nämlich  im  Falle  A.  die 
Intervalle: 

1.    von  ofg  bis  a^\     2.   von  a^  bis  a^\ 

im  Falle  B.  die  Intervalle: 

1.   von  «j  bis  a^\     2.   von  a^  über  CX)  bis  a^. 

Die  in  §  63  gegebenen  Formeln  sind  im  Hauptfalle  I  anzuwenden. 
In  diesem  haben  a^  und  a^'  dasselbe  Zeichen;    da   in  §  120,  (13) 

}/—  Uq  auftritt,  werden  sie  uns  im  Falle  I  A.  reelle,  im  Falle  I  B. 
imaginäre  Werte  geben. 

Im  Falle  I  A.  1.  fällt  bei  Anwendung  der  Formeln  von  §  63 
^  zwischen  1  und  \~\  also  |  zwischen  —  1  und  +  1,  und  die 
Formeln  sind  unmittelbar  zur  Anwendung  fertig.  Für  das  in  §  120 
auftretende  Integral: 


^'  SvH 


ist  in  diesem  Falle  der  Hauptwert  der  Funktion  arc  sin  |,  cl  h.  der 
zwischen  den  Grenzen  —  ^  und  +  ^  gelegene  Wert  dieser  Funk- 

tion  zu  nehmen. 

Im  Falle  I  B.  1.  fällt  bei  Anwendung  von  §  63,  (1)  f  zwischen 
0  und  1,  also  |  zwischen  1  und  l"^  (oder  zwischen  —  1  und  —  /""^). 
Die  Reihen  von  §  120  konvergieren  in  diesem  Falle  weniger  gut, 
sind  aber  immer  noch  brauchbar.  Nur  wird  es  zweckmäßig  sein, 
sie  in  reelle  Form  umzusetzen  und  zu  schreiben: 
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5) 


di 


V^„'  J  V(?  -  Dil  -  h  V) 

=  y«;  [L„  log  (I  +  VF  -~f)  +  yi^T  [L,,  I  + . .)] . 


Dem  Logarithmus  ist  sein  Hauptwert  beizulegen. 

Im  Falle  I A.  2,  würde  bei  direkter  Anwendung  der  Formeln 
von  §  63  f  zwischen  —  oo  und  0  fallen ,  .  also  y  rein  imaginär, 
I  eine  complexe  Größe  vom  absoluten  Betrage  1  werden.  Man  ver- 
meidet das,  indem  man  hier: 


X  —  n.       «„  —  ff, 


6)  L  =  -—^  :   -^-"»       . 

setzt,  was  zu  demselben  Wert  von  A  führt;  dieses  f^  fällt  dann  in 
diesem  Falle  zwischen  1  und  X-^,  das  aus  ihr  berechnete  |j  also 
zwischen  —  1  und   +  1. 

Im  Falle  /  £.  2.  fällt  bei  Anwendung  der  Formel  (6)  fj  zwischen 
0  und  1;  und  es  wird  wie  im  Falle  IB.  1.  zweckmäßig  sein,  sich 
der  Formel  (5)  zu  bedienen,  in  der  man  |  durch  |j  ersetzt. 

Durch  analoge  Überlegungen  kommt  man  im  Hauptfalle  II  zu 
folgenden  Resultaten: 

In  den  Fällen  II A,  L  und  //  B.  1,  ist  zu  setzen : 

7)  ^  =  ^--«»:««_r:^. 

Das  fällt  im  Falle  II  A.  1.  zwischen  0  und  1,  im  Falle  II  B.  1 
zwischen  1  und  A~^;  also  fällt: 

ö)  S2  = 4  -  '  -      r    4  j- 

im  ersteren  Falle  zwischen  1  und  l^-^  (oder  —  1  und  —  ^~^),  im 
letzteren  zwischen  —  1  und  +  1.  Man  hat  also  im  Falle  II A.  /. 
die  Formel  (5),  im  Falle  II  B.  1.  die  Formel  §  120,  (16)  anzuwenden, 
nachdem  man  in  diesen  Formeln  |  durch  Ig  und  /  durch 

1    +    l   /, 

ersetzt  hat. 

Endlich  in  den  Fällen  II A,  2,  und  II B.  2,  hat  man  zu  setzen: 

4    _  4    _ 
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mit  denselben  Werten  von  l^  und  /,  wie  in  den  beiden  letzten 
Fällen.  Im  ersteren  Falle  fällt  ^^  zwischen  0  und  1,  I3  zwischen  1 
und  +  i^""^  (oder  zwischen  —  1  und  — /a"^),  im  letzteren  C3  zwischen 
0  und  1,  I3  zwischen  —  1  und  +  l.  Man  hat  also  in  diesen  beiden 
Fällen  |  durch  I3,  /  durch  /^  zu  ersetzen,  und  im  Falle  II A.  2, 
die  Formel  (5),  im  Falle  II B.  2.  die  Formel  §  120,  (16)  an- 
zuwenden. 

In  jedem  dieser  acht  Fälle  giebt  es  übrigens  noch  eine  andere 
Substitution  derselben  Art,  die  dasselbe  leistet,  wie  Mie  hier  vor- 
geschriebene.    So  fällt  z.  B.  im  Falle  I  A.  1.  auch: 

V      __    5   —   "O    .     «8  ~  «0     _        1 
*  *  »  -  ff ,  «8  —  «1  ^1  C 

(vgl.  §  66,  4)  in  das  Intervall  zwischen  1  und  \-^  (mit  demselben 
Wert  von  \  wie  oben).  Der  zugehörige  Wert  von  |,  |^  ist  aber 
dem  früheren  entgegengesetzt  gleich,  sodaß  man  hieraus  keinen 
weiteren  Vorteil  ziehen  kann. 


§  123.    Paarweise  konjugiert  complexe  Verzweigungspunicte. 

Ein  elliptisches  Integral  I.  Art  nimmt  auch  dann  ftir  reelle 
Werte  des  Arguments  reelle  Werte  an,  wenn  die  vier  Verzweigungs- 
punkte paarweise  konjugiert  complex  sind  und  a^  positiv  ist;  all- 
gemeiner ausgedrückt  (vgl.  §  91):  wenn  die  Verzweigungspunkte 
paarweise  Spiegelbilder  voneinander  in  Bezug  auf  einen  Kreis  sind 
und  die  Integrationsvariable  auf  diesem  Kreise  sich  bewegt. 

Bei  geeigneter  Numerierung  der  Verzweigungspunkte  entspricht 
diesem  Kjreis  in  der  ^- Ebene  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und 
Radius  A-V«,  also  in  dery-Ebene  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und 
Radius  A'V«,  also  in  der  |- Ebene  die  Axe  der  rein  imaginären 
Zahlen.  Wir  müssen  uns  vor  allem  überlegen,  welche  Numerierung 
der  Verzweigungspunkte  das  erzielt.  Bezeichnen  wir  dieselben  mit 
a±iiß  und  ^  ±  ir?,  so  werden  von  {ß  und  S  positiv)  den  sechs 
Werten  ihres  Doppelverhältnisses  die  folgenden  beiden  positiv  und 
kleiner  als  1 : 

i    (ff  +  i (i)-(r-iff)'  («  -  iß)  -"(r  - Vd)      («  -  r)*  +  (1^  +  ^f       ^ 

und: 

9)       (?L  -^Jß  -  («  -  iß)  •.  (r  +  ^^)-  ("  -  iß)  ^ 4  ß_ö ^  . 

-)     (ff  +  iß)- ir  -  tö) '  {j  +  iö) -ir  -  idj      (ff -  y)»  +  (I?  +  d)*      '^«' 


Namtrisdie  Berechnung  täiptieaker  Integraii  und  AmJUwmm. 


Ist  Jl,  >  \,  so  tiehmen  wir  die  Subetitution  vor: 

3)  & 

ist  aber  Aj  >  i,  so  setzen  wir: 

4} 


Im  erstell  Falle  könneu  wir  schreiben; 
wir  t^rhaltou  dann: 


Vi, 


f  =  '-'-- 


■-"-16  :■ 


Dabei    bedarf  nur   nocb    die   Bestimmung  des   Winkels   t/i    näberf 
Erftrtemng.     Für  die  untere  Grenze  darf  ein  beliebiger  Wert  von  t^  1 
genommen  werden,  fiir  die  obere  ist  dann  derjenige  zu  nehmen,  der  j 
aus  ihm  durch  stetige  Fortsetzung  entsteht.     Indem  man,  wenn  er- 
forderlich, das  Integration sinteryall  zerlegt,  kanii  man  erreichen,  daß 
nur  Werte  von  ^'  in  Betracht  kommen,  die  zwischen   —  n  und   +  n 
Hegen.     Dann  wird  '  /  ^  ^  1  und  die  Reihen  von  §  ]  20  konvergieren 
rasch  genug,  um  zur  Berechnung  dienen  zu  können. 

Weniger  güuslig  liegt  die  Sache,  wenn  i,  >  J  ist  Es  be- 
schreibt nämlich  ^^,  wenn  z  die  Axe  der  reellen  Zahlen  dorchläuft, 
einen  Kreis  vom  Mittelpunkt  /.,-'  und  Radius  i^'^Y^—h'  sodaß 
man  setzen  kann: 


8) 


-K^i  =  Y^- 


mit  demselben  Werte  von  yi  wie  unter  (6).     Da  dieser  Kreis   ganz 
auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  imaginiiren  ^^  liegt,  entspricht 
ihm  io  der  ^,-Ebene'  eine  geschlossene  Kurve,  die  ganz  im  Innern  1 
eines  Kreishogenzweiecks  liegt,  dessen  Ecken  die  Punkte  ± /"'  sin<|'i 
und  dessen  Seiten  mit  der  Axe  der  reellen  ^j  Winkel  von  45' 


t  ebenso  a 


,  und  it,  zu  berechnen,  wie  I  in  g 
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sohließen.  Die  nach  ^^  fortschreitenden  Reihenentwicklungen  kon- 
vergieren also  sehr  gut  Sie  haben  aber  den  Übelstand,  daß  l^  fär 
reelle  x  complex  ist  Man  wird  daher  auch  in  diesem  Falle  sich 
mit  Vorteil  der  Substitution  (5)  bedienen,  ausgenommen  allein  den 
Fall,   daß  /  sehr  nahe  an  1  liegt  und  man  gleichzeitig  über  Werte 

von  X  zu  integrieren  hat,  für  die  auch  tg  ^  Dahe  an  1  rückt 


§  124.    Zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  complexe 

Verzweigungspunkte. 

Den  Fall,  daß  zwei  Verzweigungspunkte  reell,  die  beiden  andern 
konjugiert  complex  sind,  kann  man,  wie  wir  bereits  §  118  gesehen 
haben,  durch  eine  quadratische  Transformation  auf  den  Fall  von 
vier  reellen  Verzweigungspunkten  zurückfuhren.  Bezeichnet  man 
nämlich  die  beiden  reellen  Punkte  mit  a^  und  a^,  die  beiden  kon- 
jugiert imaginären  mit  a^  =  y  +  iS  und  a^  =  y  —  iS^  so  werden 


1)  A  = 

und 


ff|  —  Oj       «1  —  a,  y  —  t  ^  —  flfj    ^    y  —  f  ^  —  Cj 


«g  —  ao       «1  —  «0 


y  +  t  ^  —  ff  j    *    y  +  t  ^  —  «0 


1        ff,  -  ffj  *  ff,  —  ffj         X 

Größen  vom  absoluten  Betrage  1.  Beide  ßihren  zu  denselben 
Werten  von  /,  sodaß  es  genügt,  X  ins  Auge  zu  fassen.    Wir  können: 

3)  k^e^f 
setzen,  wenn  wir  den  Winkel  (p  durch 

4)  9>  =  2arctg— ? 2arc  tg  — -     =  2arc  tg  . («o-<',)3 

bestimmen.  Dabei  ist  es  gleichgültig,  welche  Werte  der  arc  tg  wir 
nehmen,  da  eine  andere  Wahl  q:  nur  um  ein  ganzzahliges  Viel- 
faches von  2n  ändert;  wir  können  also  für  ff  den  Hauptwert 
wählen.     Wir  erhalten  nach  §  120,  (9): 

5)  /=l:^i^  =  _agj; 

1  +  Vi 
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also  einen  rein  imaginären  Wert,  dessen  absoluter  Betrag  höchstens 


n 


6)  =tg-^<  0,41422 

isti 

Eine  der  zu  dem  Wert  (1)  von  X  gehörenden  Transformations- 
formeln (§§  63;  66)  lautet: 

Durchläuft  z  alle  reellen  Werte,   so    durchläuft  ^  die  Werte  vom 
absoluten  Betrage  1;  wählen  wir  also  in  der  Formel  (vgl.  §  120,  10): 

8)  /i  =  ^--Av^- 

4  __       _ 

die  Wurzelgröße  j/f  so,  daß  j/X  }/f  gleich  dem  Hauptwert  der  Qua- 
dratwurzel aus  j/A.c^  wird,  so  erhalten  wir  für  /|  rein  imaginäre 
Werte,  deren  absoluter  Betrag  höchstens  gleich  1  ist,  sodaß  genügend 
rasche  Konvergenz  der  Seihen  gesichert  ist.  Wir  müssen  dabei 
nur  darauf  achten,  daß  wir  das  Integral  in  zwei  Teile  zerlegen, 
wenn  der  Integrationsweg  über  den  Punkt  wegführt,  an  dem  der 
Hauptwert  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet 
Setzt  man: 

9)  ?=e'>,     i/;^2arctg-=^-2arctg-^, 

so  erhält  man: 

10)  /|  =  _«tg(f +  .J) 

und    hat    dabei    den   Wert    des   Winkels   tp    so    zu   wählen,    daß 

f  + !  i  s  f  -'"■ 

Eine  zweite  der  zu  dem  Werte  (1)  von  l  gehörenden  Substi- 
tutionsformeln lautet: 

wo  (f>  den  in  Gleichung  (4)  angegebenen   Wert  hat     Durchläuft  z 
die   Axe    der    reellen    Zahlen,    so    durchläuft   f    eine   unter    dem 

*  "Wie  wir  in  i5  121,  II  gesehen  haben,  könnten  wir  durch  andere  Wahl 
von  X  einen  noch  kleineren  Wert  von  /  erreichen;  aber  dann  werden  die 
Formeln  durch  das  Auftreten  complexer  Größen  unhandlich. 
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Winkel    —  ^  gegen  diese  Axe  geneigte  Gerade,  also  Werte,  deren 
Arcus  teils  —  ~ ,  teils  +  -^    ist     Bestimmt   man   den   Winkel    %- 

2  2  2 

aus  den  Gleichungen: 

COS  ^0  =  ' — >     Sin  qp^  = 


Kr  -  «s)'  +  ^*  I  fr  -  «s)*  +  ^" 


=  <)p3  -  *^0 


> 


so  entspricht  der  zweite  Halbstrahl  der  Strecke  zwischen  u^  und  a^, 
der  erste  den  außerhalb  dieser  Strecke  gelegenen  Punkten.  Ver- 
steht man  andererseits  wie  oben  unter  fp   den  Hauptwert,  ebenso 

unter  j^,  so  liefert  der  Halbstrahl  vom  Arcus  ^  reelle  Werte  von 

1  +  yi  i/^j 

die  zwischen    —  1   und    + 1    liegen,    der  Halbstrahl   vom  Arcus  -^ 

dagegen  liefert  für  /|j  Werte  vom  absoluten  Betrage  1.  Beide 
Arten  von  Werten  sind  zur  Berechnung  brauchbar. 

Genauere  Untersuchung  zeigt,   daß  zum  Hauptwert  von  —  -- 

dasjenige  Stück  der  Axe  der  reellen  z  gehört,  in  dem  die  zweiten 
Schnittpunkte  der  durch  /  +  iJ,  y  —  id  und  a^  bezw.  a^  gelegten 
Kreise  mit  dieser  Axe  liegen;  also  das  endliche  oder  das  unendliche 
Stück,  je  nachdem  y  ±iS  innerhalb  oder  außerhalb  des  über  a^..«, 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  liegen.  Liegen  sie  auf  diesem 
Kreise,  so  wird  /.  =  —  1 ;  es  kommt  dann  darauf  an,  ob  a^  größer 
oder  kleiner  als  a^  ist. 


§  125.    Berechnung  des  Periodenverhältnisses  und  der  Grösse  A. 

Die  Formeln    der  vorhergehenden  Paragraphen    gestatten   ins- 
besondere auch  die  Berechnung  der  Perioden.     Den  Werten: 

;=oo  0         1 

entsprechen  nämlich  die  Werte: 

|  =  _/-i         /-i         1; 
RuRKHARDT,   Funktionen.    II.  20 
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da  diese  Werte  alle  im  Innern  des  Eonvergenzbereichs  der  Reihen 
liegen,  können  die  Perioden  aus  diesen  Reihen  entwickelt  werden. 
Man  erhält  auf  diesem  Wege  Ausdrücke  der  Perioden  und  des 
Perioden  Verhältnisses,  die  sich  von  den  in  §  82  benutzten  dadurch 
unterscheiden,  daß: 

0)^  (»3  A  A 

durch 

Wi        4  (»3  Ä*         /* 

ersetzt  sind 

Rascher  kommt  man  zumeist  zum  Ziele,  wenn  man  zunächst 
aus  der  Formel: 

1)  A*  =  ^{l  +  8-«+8^(^r  +  992(A)V..}. 

die  durch  die  angegebene  Substitution  aus  §  82,  (16)  entsteht,  durch 
Wurzelausziehung  die  folgende  ableitet: 

2)  *.;(l+4(^)%3«(Ar+3«.(^)%..j 

und  aus  ihr  vor  allem  h  direkt  aus  /  berechnet.  Für  die  praktische 
Verwendung  dieser  Formel  ist  es  wesentlich  zu  wissen,  wie  groß  der 
Fehler  ist,  den  man  begeht,  wenn  man  sie  an  einer  bestimmten 
Stelle  abbricht  Man  gelangt  dazu  von  Gleichung  (9)  von  §  120 
aus,  muß  aber  dabei  folgenden  Umstand  wohl  beachten:  Durch  die 
Entwicklungen  von  §§  82  und  93  war  ein  ganz  bestimmter  Wert 
von  X  als  Funktion  von  t  definiert;  wollen  wir  aus  diesem  den 
Wert  /*  berechnen,  der  dieselbe  Funktion  von  4  t  ist,  wie  A  von  r, 
80  müssen  wir  Gleichung  (10)  von  §  110  anwenden;  mit  andern 
Worten,  tmr  müssen  den  in  Gleichung  (9)  von  §  120  auftretenden 
Wert  des  Doppelverhältnisses  nicht  mit  X,  sondern  mit  1  —  X  bezeichnen. 
Thun  wir  das,  so  erhalten  wir  aus  ihr  durch  logarithmische  Dif- 
ferentiation (vgl  §  121,  4): 

dlogi  =  i[(l  -  X)-'U  +  (1  -  A)- '*]  -"^x^  • 

Die  Entwicklung  der  Wurzelgrößen  nach  Potenzen  von  A  giebt 
nur  positive  Zahlenkoeffizienten;  also  sind  auch  in  der  durch  In- 
tegration folgenden  Entwicklung:^ 


^  Die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  ergiebt  sich  daraus,  daß 

lim    -  =  lim =  -- 

ist. 
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3)  iog/  =  iog|-  +  ^^6,;j 


y  =  l 


alle  Koeffizienten  positiv.  Multipliziert  man  mit  m  und  geht  dann 
zum  Numerus  über,  so  sieht  man,  daß  auch  in  der  Reihe: 

alle  Koeffizienten  positiv  sind;  es  ist  also  für  jedes  0  <  A.  <  1  und 
für  jedes  endliche  w: 

2€.^''  <log/-logA  +  log8;     (^r  +  ^'v.^'"-''<^~. 

Die  beiden  Glieder  jeder  dieser  Ungleichungen  bleiben  auch  für  Ä  =  1 
stetig;  daher  folgt  aus  ihnen: 

n+l  n+l 

also  sicher: 

2^  <log8;     8-«  +  2  Vv  <  1. 

r=l  ^=1 

Daraus  folgt,  daß  die  Reihen  (3)  und  (4)  auch  noch  für  Ä  =  1  kon- 
vergieren, und  daß  folglich  (vgl.  I,  §  27,  VIl)  die  Gleichungen 
bestehen : 

Schreibt  man  nun   die  Gleichung  (16)  von  §  82  in  der  Form: 

und  stellt  neben  sie  die  Gleichung 

6)  log(16A)  =  logÄ  +  5/?«^" 

n=l 

und  die  daraus  durch  die  vSubstitution  von  A*  für  h  und  /*  für  Ä 
hervorgehende: 

7)  logÄ  +  log2  =  log/  +  i^  /9n  /*», 

71=1 

SO  erhält  man  die  Identität: 


^  ß,  k-  =  log/  -  log  A-  +  \±ß^l^^ 


20 
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oder  wenn  man  die  Reihen  (3)  und  (4)  einsetzt: 

ns=l  n=l  n=Ü  «=1 

Aus  dieser  Identität   ergiebt   sich  durch  Koeffizientenvergleichung : 

« 

/^l  =  Cj,       /Sj  =  «2,       /S3  =  €3,       /?4  =  €4  +  i  €4.0  A  J 

allgemein : 

-Ej  sind  also  die  Koeffizienten  ßn  sämtlich  positiv  reelly  folglich 
auch  die  Koeffizienten  der  daraus  durch  überlang  zur  Exponential- 
funktion sich  ergebenden  Formel  (2). 

Durch  dieselben  Schlüsse  wie  die  Gleichungen  (5)  beweist  man 
nun  auch  die  Gleichungen: 


n=l 


:]  ß„  =  log  16 


und,  wenn  man  die  Gleichung  (2)  so  schreibt: 


10)  2  ««  =  ^  • 


n  =  0 


Daraus  folgt:    der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  in  der 
Reihe  (2)  nur  die  beiden  ersten  Glieder  berücksichtigt,  ist  kleiner  als : 


J5^ 

512 


i'  +  -21'  i''  +  (1  -  i  -  tV  -  29  - 1^' )  ^''  (^  +  ^'  +  ^'  +  •  •) 


^     15    ,9    ,     150   .,3         lb9T_  _/" 
512         "^    2^»  "*"   4096     1  -  /*  ' 

also  wenn  /  <  ^  ist: 

^   15  79   .   10  ,,     1597  .  i«.  .  ^  ,9  ^  .  1"   79  ^  _1   70 
^512    ^  2^8    ^  4096   15   2»    ^  512    ^30   ' 

Da  wir,   wie  wir   §  121    gesehen  haben, ^    es  immer  erreichen 
können,  daß  l<  —z-   wird,    so    reichen   wir    mit  den    beiden   ersten 

15 

Gliedern  der  Reihe  aus,  wenn  keine  größere  Genauigkeit  als  neun 
Dezimalstellen  verlaugt  wird.  Begnügt  man  sich  mit  geringerer 
Genauigkeit,  so  hat  man  nicht  einmal  nötig,  es  so  einzurichten,  daß  A 


'  Die  $^  124  erwalinten  Umstäiidlichkeiteu  kommen  hier  nicht  in  Frage. 
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zwischen  ^  und  1  föUt;  auch  Werte  von  X  zwischen  0  und  1,  wenn 
sie  nur  nicht  gar  zu  klein  sind,  geben  noch  Werte  von  /,  für  die 
die  Beihe  gut  konvergiert 

Hat  man  auf  diese  Weise  h  berechnet,  so  erhält  man  ö>j,  wenn 
man  die  Gleichung  (3)  von  §  83  auf  das  transformierte  Integral  an- 
wendet    Für  dasselbe  ist  zu  setzen: 

4 

1,     —1,     /-^     —i"^,     statt   «2,   Uq,  «3,  «i; 

sowie  2  Wj  an  Stelle  von  coy  Was  die  Verteilung  der  Verzweigungs- 
punkte betrifiFt,  so  trennt  hier  2  «3  1  und  —  1  von  l"^  und  —  l~^, 
2©j  trennt  1  und  /-^  von  —1  und  —l^^.  Früher  trennte  2wj 
Oj  und  cc^  von  a^  und  a^,  2W3  trennte  a^  und  c^  von  a^  und  a^. 
Also  haben  wir  an  Stelle  von  (a,  —  a^)  (a^  —  a^)  in  Gleichung  (3) 
von  §  83  hier  zu  setzen: 

±  (1  +  /-2)(-  1  -  /-2)  =  q:  (1  +  /-2)2. 

So  erhalten  wir  die  Formel: 

,V(0|4t)  =  i^  4  a„  («,-«„)  («3 -«,)(!  +  yÄ)*(l  +/-2)»; 
oder  wenn  wir  für  1  +  /"^  seinen  Wert 

1  +  I±±1L]^  =  2(1  +  vT) 
\  1  _  yi  /         (1  _  y'i  )2 

einsetzen  und  die  vierte  Wurzel  ausziehen: 

11)  1/^-*    = ^s(0i4r) 


1  +  1/i 


V4aoK-rfo)(«8-«i)>  2(1 +Va) T' 

1  -  Vi 

Da  die  Reihenentwicklung: 

12)  ,7-3(0|4r^=  1  +2Ä*+2Äi«+  .. 

sehr   rasch   konvergiert,   so   ist   diese  Formel  (11)   zu  numerischer 
Berechnung  sehr  geeignet 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  eine  Periode  gefunden,  so  ergiebt 
sich  die  andere  einfach  mittels  der  Formel: 

13)  coj  =  —  ^^lognatÄ. 
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§  126.    Berechnung  der  Werte  elliptischer  Funktionen  bei 
gegebenem  Werte  des  Arguments. 

Soll  zu  einem  gegebenen  Wert  des  Arguments  der  zugehörige 
Wert  einer  elliptiachen  Funktinn  bereclinet  werden,  so  ist  es  in  den 
meisten  Fällen  das  Zweckmäßigste,  diese  elliptische  Funktion  zn- 
näclist  als  Quotienten  von  TLetäprodukten  auszudrücken  and  die 
Thetafunktiooen  mit  Hilfe  ihrer  Reihenentwicklungen  zu  berechnen. 
Dazn  ist  erforderlich,  daß  man  die  Grö&e  h  kennt;  diese  muß 
also  vor  allem  nach  deu  Methoden  des  vorigen  Paragraphen  be- 
rechnet sein. 

Den    Rechnungen    desselben    liegen    ganz    bestimmt«   Voraus- 
setzungen über  die  Auswahl  eines   primitiven  Perioden  paare  s,  oder 
was    auf   dasselbe   hinauskommt,    über   die   Numerierung  der  Ver- 
zweigungspunkte zu   Grunde;   will  man   also  z.  B.  die  Formeln  des 
§  56    zur    numerischen    Lösung   bestimmter    UmkehrproMeme    ver- 
wenden, so  muß  mau  dafür  sorgen,  daß  die  Numerierung  der  Var- 
zweigungs punkte    hier   und   dort  die   gleiche  ist.     Dabei  ist  zu  bfl-^ 
achten,   daß   die  für  g  125  erforderliche  Numerierung  der  Verzwi 
gUDgspunkte  so  gewählt  ist,  daß  u^  die  dem  absoluten  Betrag  na< 
kleinste  Periode  ist.     Das  giebt  im  Fall  von  g  86  zu  einer  Unt« 
Scheidung   von    zwei   Dntertallen    Veranlassung   (vgl.  g  87);    Ist  C 
kleinste  reelle  Periode   dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  als  ( 
kleinste  rein  imagin&re,  so  wird  das  (Oj  von  §  125  reell;  es 
also   dann   zu   reellen  Werten   von  u   auch  reelle  Werte  des  Thel 
arguments  «,   und    die  Thetareiben  enthalten   für  reelle  ji   trigoni 
metrische,    für     reiu     imaginäre    u    Exponentialfunktionen    reelli 
Arguments.     Ist   aber   die    kleinste   reelle    Periode   dem    absolutf 
Betrag  nach  größer  als  die  kleinste  rein  imaginäre,  so  wird  das  ( 
Ton  g  125  rein  imaginär,  und  die  Thetareihen  enthalten  für  reellel 
Kxponential-,    für    rein    imaginäre    u    trigonometrische    Funktiom 
reellen  Arguments.     Im  Grunde  Hegt  wenig  daran,  ob  der  eine  od| 
der  andere  Fall  eintritt,   da  man  doch  meist  die  Werte  der  Fuij 
tionen    sowohl    für    reelle,    wie    für   rein    imaginäre   Argumentwei 
braucht.    Außerdem  braucht  man  sie  häufig  auch  noch  für  Argamod 
werte,   deren   reeller  oder  imaginärer  Bestandteil  einer  Halbperio4 
gleich    ist;    für   diese    kommen    die   Formeln   von   §  45,  (6)  1 
in  Betracht 

Eine  wichtige  Frage    ist  in  jedem  Fall,    wie  groß  die  relai 
Genauigkeit  ist,  die  man  erzielt,  wenn  man  die  Tbetareihe  mit  e 
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bestimmten  Gliederzahl  abbricht  Setzen  wir,  um  das  zu  unter- 
suchen, z.  B.: 

1)  ^sC*'!^)  =  1  +  2Äcos2r;r  +  2Ä*cos4t7iw  +  Ä, 

so  können  wir  fiir  den  absoluten  Betrag  yon  R  eine  obere  Grenze 
angeben,  sobald  wir  eine  solche  für  den  imaginären  Bestandteil  von  t; 
haben.     Wir  ziehen  daraus  zunächst  die  Regel: 

Für  numerische  Rechnungen  mit  Thetareihen  ist  es  zur  Erreichung 
rascher  Konvergenz  erf  orderlich  j  den  imaginären  Bestandteil  des 
Arguments  mit  Hilfe  der  Relationen  §  4ö,  (Ö)  möglichst  zu  verkleinem. 

Sei  also,  wenn  v  =  a  -^  ib  gesetzt  wird, 


2) 

Nun  ist: 

I  cos 2kvn 

also  wegen  (2): 

3) 

Also  ist: 


*i^ 


T 

2i 


R 


^2k\h\n 

I  cos2Ät?;r  I  ^"  Ä-*. 


2VA*'-*^2Ä«{1  +Ä*  +  Ä»+  ..}, 


d.  h. 

4) 


R 


2h^_ 
—    1  -  Ä* 


Damit  ist  der  absolute  Betrag  des  Fehlers  abgeschätzt;  um  eine 
Vorstellung  von  seiner  relativen  Bedeutung  zu  haben,  müssen  wir 
für  19-3(1?  I  t)  eine  untere  Grenze  finden.     Man  erkennt,  daß: 

I  19-3  (v  I  t)  I  >  1  —    2  Ä  cos  2  ü  ;r  +  .  .  I 

>  1  —  I  2 Ä cos 2v'ji\—  .  . 

>  1  -2Ä«-  2AÖ  -  ..  . 
2A* 


5) 


>1  - 


1  -Ä* 


ist.     Die  Vergleichung   der    Formeln  (4)   und   (5)   ergiebt,    da    wir 
immer  h  ^  e"^  voraussetzen  dürfen,  daß 

Ä    I  _  2Ä« 


^,     i  —     1  -  2  Ä»  -  Ä* 

kleiner  ist  als  eine  Einheit  der  8.  Dezimalstelle. 
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Alan  reicht  also,  wenn  man  keine  größere  Genauigkeit  verla:9igt 
und  die  angegebenen  Vorsichtsmaßregeln  beachtet,  in  jedem  Falle  mü 
den  drei  ersten  Gliedern  der  Reihe  (1)  atis. 

Für  die  Funktion  &q  gilt  ganz  dasselbe;  für  die  beiden  andern 
Thetafonktionen  sind  die  Schlüsse  etwas  zu  modifizieren:  man  muß 
den  Faktor  sino^r,  bezw.  cosv^r  herausziehen  und  beachten^  daß 

'    sin  (2  /f  +  1)  f7  71 

I . 

I  Binvn 


^{2k+   l)e2k    ^    ''^{2k+  1)Ä* 


und  ebenso: 

_co8(2t+_l)^r^.^  2Ä+1)Ä* 
COS  vn  I  —  ^  ' 

ist 

Soll  der  Wert  eines  elliptischen  Integrals  11.  oder  HL  Gattung 
numerisch  berechnet  werden,  so  ist  zuerst  der  Wert  u  des  zwischen 
denselben  Grenzen  genommenen  Integrals  I.  Gattung  nach  §  120 
bis  §  124  zu  berechnen;  durch  diesen  ist  der  gesuchte  Integralwert 
nach  §  24,  II  (vgl.  §  57)  auszudrücken.  Dann  sind  die  Theta- 
funktionen  einzuführen;  dabei  treten  ihre  Ableitungen  auf,  deren 
Reihenentwicklungen  allerdings  etwas  schlechter  konvergieren,  als 
die  der  Thetafunktionen  selbst,  sodaß  man  vielleicht  zuweilen  Ver- 
anlassung hat,  bei  ihnen  ein  GUed  mehr  zu  berücksichtigen. 


VIERZEHNTER  ABSCHNITT. 


Algebraisch  -geometrische  Anwendungen 
der  elliptischen  Funktionen. 

§  127.    Gleichungen  zwischen  elliptischen  Funktionen. 

Ziwischen  zwei  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehörenden 
elliptischen  Funktionen  besteht  nach  §  24,  V  stets  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  u  unabhängigen  Koeffizienten.  Wir  wollen  die 
Eigentümlichkeiten  solcher  Gleichungen  noch  näher  untersuchen. 
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Sei  tp  eine  elliptische  Funktion  n"",  ^t'  eine  solche  m*™  Grades. 
Sei  q:^  ein  Wert,  den  die  Funktion  rp  in  n  voneinander  verschie- 
denen Punkten  des  Periodenparallelograinina  annimmt.  (Wenn 
if  —  ^^  =  a^  (k  —  M^)"  +  ..,  kann  man  um  qr„  nach  1,  §  69,  (5)  eineu 
Ereis  von  so  kleinem  Radius  beschreiben,  daß  im  Innern  desselben 
a  —  «p  eine  eindeutige  Funktion  von  (tf  —  faY''  ist  Nach  I,  §  46,  X 
kann  man  den  Radius  dieses  Kreises  so  klein  wählen,  daß  im  Innern 
desselben  w  —  k,,  in  verschiedenen  Punkten  verschiedene  Werte  an- 
nimmt Wenn  also  tf^  ein  Wert  ist,  der  in  einem  Punkte  des 
Periodenparallelngramms  mehrfach  angenommen  wird,  so  liegen  doch 
in  seiner  Umgebung  stets  Werte  von  y,  die  in  n  voneinander  ver- 
schiedenen Punkten  desselben  angenommen  werden.)  Die  Werte 
der  Funktion  tp  in  diesen  Punkten  seien  mit: 

1)  vK).   v(«,)---  v(«.-i) 

bezeichnet.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  diese  n  Werte  seien 
für  jeden  Wert  von  <p„,  einzelne  ausgenommen,  voneinander  ver- 
schieden. Dann  wird  die  zwischen  (f'  und  tf  bestehende  Gleichung, 
die  doch,  wenn  man  qc  =  ((„  setzt,  alle  diese  Werte  zu  Wurzeln 
haben  muß,  in  Bezug  auf  i/'  bis  zum  n"""  Grade  .insteigen.  Wir 
erhalten  somit  den  Satz: 

I.  ZwUchen  einer  elliptUehen  Funktion  n'"  Ori/auiiff  f  und  einer 
«olchen  Funktion  m'"  Ordnung  ifi,  die  so  beschaffen  sind,  daß  zu  ver- 
»chiedcnen  fferlepaarett  (<f ,  ![<}  tm  allgemeinen  (d.  h.  nur  einzelne 
iiilcfie  It'ertepaare  ausgenommen)  nur  ein  Punkt  u  dex  Perioden- 
paraUeiogrammx  gehurt,  bentekt  eine  algebraische  Gleichung,  die  in  Bezug 
auf  ip  vom  m'",  in  Bezug  auf  i/'  vom  Ji'"   Grade  ist. 

Wenn  aber  für  unendlich  viel«  Werte  von  (f.  zwei  der  zu- 
gehörigen Werte  von  ip  einander  gleich  sind,  also  etwa  t^'(«)  =  V'("') 
ist,  muß  es  im  Periodenparallelogramm  mindestens  einen  Punkt  u 
geben  von  der  Beschafl'enheit,  daß  in  jeder  Nähe  desselben  Punkte 
liegen,  für  die  eine  solche  Relation  besteht  (I,  g  26,  XXIV).  Aber 
i^{h)  und  t^(«')  können  als  bis  auf  Pole  reguläre  Funktionselemente 
angesehen  werden;  wenn  die  Gleichung  'f'(»)  (=)  V(w')  fiir  nu- 
endtich  viele  Punkte  in  der  Umgebung  eines  im  Innern  eines  solchen 
Bereiches  gelegenen  Punktes  bestehen  soll,  so  muß  sie  nach  1,  g  39,(1) 
identisch  bestehen.  Also  muß  sie  auch  für  alle  analytischen  Fort- 
setzungen bestehen  bleiben  (I,  §  66,  IV).  Es  fallen  also  dann  für 
jed£n  Wert  von  <p  zwei  der  zugehörigen  Werte  von  y  zusammen; 
mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 
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TL  Wenn  die  Bedingungen  des  Satzes  I  nicht  erfüllt  sind,  gieht 
es  zu  jedem  Punkte  u^^  höchstens  einzelne  ausgenommen,  einen  zu  ihm 
inkongruenten  Punkt  u^  von  der  Beschaffenheit,  daß  gleichzeitig 

(p{u^)^(p  («o)     ^^^      V'  («i)  =  V^  i%) 
ist 

Natürlich  kann  es  auch  mehrere  inkongruente  Punkte  geben. 
Seien  dieselben,  um  gleich  den  allgemeinsten  Fall  ins  Auge  zu  fassen, 
ttj,  tig  .  .  Mk_  i;  dann  betrachten  wir  die  Summe  w^  +  Wg  +  ••"'"  ^fc  - 1 
als  Funktion  von  u^.     Als  solche  hat  sie  folgende  Eigenschaften: 

1.  Sie  ist  für  jeden  endlichen  Wert  von  Uq  eindeutig  bestimmt 
und  endlich. 

2.  Wenn  man  u^  durch  einen  kongruenten  Wert  ersetzt,  treten 
an  Stelle  der  ?/, ,  u^  .  .  .  ujc-i  Werte,  von  denen  jeder  wieder  zu 
einem  dieser  Werte  kongruent  sein  muß;  ihre  Summe  kann  sich 
also  nur  um  eine  Periode  vermehren. 

Aus  beiden  Eigenschaften  folgt,  daß  diese  Summe,  von  einer 
Konstanten  abgesehen,  gleich  einem  Vielfachen  von  Uq  sein  muß 
(vgl.  §  6,  X  und  §  7,  II);  wir  schreiben: 

2)  u^  +  u^  +  ,  .  .  +  uu^i  =  CqUq  -}-  Yq, 
Ebenso  erhält  man  die  Gleichungen: 

«2  +  ^3  +    •  •  •    +  Wfc  -  1   +  M^j  =  Cj  U^  +  /i 

"o  +  "l   +    •  •  •    +  '^fc-3  +  Mk-2  =  Cfc_ittk_i   +  n-1- 

Nun  sind  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  die  Zahlen  c  sind  alle 
gleich  —  /.  Dann  müssen  auch  die  Zahlen  y  alle  einander  gleich 
sein  und  das  Gleichungssystem  reduziert  sich  auf  die  eine  Gleichung: 

3)  Mq  +  Mj  +  «3  +  .  .  .  4-  Mk  - 1  =  r- 

Seien  nun  (qp',  \p )  und  (qp",  i//")  irgend  zwei  Paare  zusammen- 
gehöriger Werte  von  (/>  und  i/;;  t/„',  u^' .,.u\^x  und  «„",  n/' . . . u\ _ i 
die  bezw.  zu  dem  einen  und  dem  andern  dieser  Wertepa are  ge- 
hörenden inkongruenten  Werte  von  u.  Jedes  dieser  Werte  A-tupel 
genügt  der  Gleichung  (3);  also  giebt  es  nach  §  22, 1  eine  elliptische 
Funktion  von  ?/,  die  in  den  u  Null  und  in  den  u"  unendlich  wird. 
Wir  können  eine  solche  Funktion  in  der  dort  angegebenen  Weise 
ausdrücken,  aber  auch  in  der  folgenden: 

4)  /M  =  n  ""-"'" -'-'^-• 


§  127.     Gleichungen  zwischen  elliptischen  Funktionen.  315 


Denn  wenn  man  m^  =  ti  um  eine  Periode  vermehrt,  permutieren  sich 
die  übrigen  Uj^  bis  auf  Perioden;  und  die  Summe  der  zu  den  sämt- 
lichen ti^  tretenden  Perioden  muß  Null  sein,  damit  die  Gleichung  (3) 
fortbesteht  Daraus  folgt  mit  Hilfe  von  §  20,  (12),  daß  /(«)  in  der 
That  eine  elliptische  Funktion  ist.  Wenn. ferner  u  mit  einem  der 
"ä'W)  zusammenfällt,  muß  ein  anderes  der  Uj^  mit  u^  {Uq')  zu- 
sammenfallen; daraus  folgt,  daß  /{u)  in  der  That  die  verlangten 
Pole  und  Nullpunkte  hat.  Der  Ausdruck  (4)  dieser  Funktion 
zeigt  aber,  daß: 

ist  Mit  andern  Worten,  diese  Funktion  nimmt  jedesmal  denselben 
Wert  an  in  je  k  Punkten,  in  denen  (p  und  ifj  dieselben  Werte  an- 
nehmen. Sie  nimmt  aber  überhaupt  jeden  Wert  nur  in  je  h  Punkten 
an;  giebt  man  also  den  Wert  von  /,  so  ist  dadurch  ein  solches 
Punkte-/c-tupel  eindeutig  bestimmt,  also  auch  die  zugehörigen  Werte 
von  (p  und  ip.  tp  und  i/;  sind  also  eindeutige  Funktionen  von  /, 
und  da  sie  außerdem  nach  I  algebraische  Funktionen  von  x  suid, 
müssen  sie  rationale  Funktionen  von  /  sein.     Also  folgt: 

m.  Wenn  die  Zahlen  c  in  den  Gleichungen  (2)  alle  gleich  —  1 
sind,  lassen  sich  (p  und  \p  als  rationale  Funktionen  einer  Hilfs- 
variabeln  x  ausdrücken. 

Wenn  aber  die  Zahlen  c  nicht  alle  gleich  —  1  sind,  kann 
keine  von  ihnen  gleich  —  1  sein.  Denn  man  erhält  in  jedem  Falle 
aus  (2): 

ö)    (1  +Co)nQ  +  rQ  =  (1  +Ci)tti+/i  =  ...  =  (1  +  Ck_i)iik.i  -f-/k-i; 

wäre  also  z.  B.  c^  =  —  1,  aber  Cj  =[=  —  1,  so  würde  folgen,  daß 
u^  =  konst  sei,  was  doch  nicht  sein  kann.  Es  ist  also  dann  jeder 
der  Werte  u^^  u^  .  .  .  u^^^i  eine  lineare  ganze  Funktion  von  jedem 
andern.  Sei  etwa  t/j  =  ^(m),  sodaß  für  jeden  Wert  von  u  die 
Gleichungen  bestehen: 

6)  rp  [s  {u))  =  (p  [ti) ,     t/;  {s  {u))  ^ipiu). 

Ersetzen  wir  hier  u  durch  s{u)  und  schreiben  wie  in  §  68  s^{u) 
für  s{s[u))  u.  s.  w.,  so  sehen  wir:  die  Funktion  (p  (und  ebenso  tp) 
nimmt  für  alle  die  unendlich  vielen  Argumentwerte: 

M,     s{u)j     5^(m)  .  . .  5*(m)  .  .  . 

denselben  Wert  an.  Sie  kann  aber  als  elliptische  Funktion  den- 
selben   Wert    nur    in    einer    endlichen   Anzahl    von   Punkten    des 
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Periodenparallelogramms  annehmen;  also  können  die  Punkte  (6) 
nicht  alle  modulis  Perioden  inkongruent  sein.     Sei  etwa 

a'(m)-  .v*  +  '(m) 
und  folglich  auch: 

7)  s^{u)  -^  M. 

Wenn  die  lineare  Funktion  s{u)  die  Gestalt  hat: 

8)  ä(w)  =  w  +  /9, 
wird: 

ä*(m)  =  m  +  ä/S. 

In  diesem  Falle  folgt  aus  Gleichung  (7),  daß  kß  eine  Periode  ist; 
und  dann  zeigen  die  Gleichungen  (6),  daß  die  Funktionen  (p  und  \p 
zu  einem  Periodenparallelogramra  gehören,  das  nur  den  k^^  Teil 
des  zuerst  angenommenen  ausmacht.  Wir  dürfen  aber  annehmen, 
das  Periodenparallelogramm  sei  von  Anfang  an  so  klein  gewählt, 
daß  es  nicht  weiter  verkleinert  werden  kann;  wir  können  also  diesen 
Fall  bei  Seite  lassen. 

Wenn  aber  in  der  Gleichung: 

s{u)  =  uu  +  ß 
a  ^  1  ist,  können  wir  sie  ersetzen  durch: 

9)  8{u)  —  X  =  a{u  —  X). 

Da  wir  über  den  Nullpunkt  der  w-Ebene  noch  nicht  verfügt  haben, 
dürfen  wir  in  diesem  Falle  X  =  0,  also  auch  ß  =  0  annehmen. 
Dann  können  wir  aus  Satz  II  von  §  119  schließen,  daß  a  entweder 
eine  zweite,  oder  eine  dritte,  oder  eine  vierte,  oder  eine  sechste 
Wurzel  der  Einheit  sein  muß,  und  in  den  drei  letzten  Fällen 
überdies  noch,  daß  wir  es  mit  einem  singulären  Periodenverhältnis 
zu  thun  haben.  In  keinem  dieser  Fälle  aber  genügen  alle  ellip- 
tischen Funktionen  des  betrefifenden  Periodenparallelogramms  den 
Gleichungen  (6),  sondern  im  ersten  Falle  nur  die  rationalen  Funk- 
tionen von  pu,  im  zweiten  die  rationalen  Funktionen  von  pu,  im 
dritten  die  von  p^u,  im  vierten  die  von  p^u. 

Das  Resultat  ist  also: 

IV.  ff^enn  die  Funktionen  (f(u)  und  'il)(u)  die  Eigenschaft  haben^ 
daß  in  ihrem  wirklichen  Periodenparallelogramm  zu  jedem  Werte^ 
paar  ((f,  ^ifj),  höchstens  einzelne  ausgenommen,  mehr  als  ein  Punkt  u 
gehört,  lassen  sie  sich  rational  durch  eine  und  dieselbe  Funktion  x(^) 
ausdrücken. 
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Sind  umgekehrt  (p(u)  und  i/;(ti)  rationale  Funktionen  einer 
Funktion  /(«),  so  gehören  zu  jedem  Wertepaar  qp,  ip  mehrere 
Punkte  u,  nämlich  diejenigen,  in  denen  /  denselben  Wert  annimmt 

§  128.    Diskussion  der  Gleicliung  y^  =  /ä  (x). 

Eine  Gleichung  der  Form: 

1)  y«  =  a^j  x»  +  3  öj  ar2  +  3  flg  ^  4-  flg, 

deren  rechte  Seite  keinen  mehrfachen  Faktor  besitzt,  kann  stets  durch 
elliptische  Funktionen  erlullt  werden,  und  zwar  durch  solche  der 
in  §  90  untersuchten  speziellen  Art  Um  das  zu  zeigen,  konstruieren 
wir  zunächst  die  zu  dieser  Gleichung  gehörige  RiEMAi^Nsche  Fläche 
über  der  x- Ebene.  Zu  jedem  Wert  von  x  gehören  drei  Werte 
von  y;  die  Fläche  bekommt  also  drei  Blätter.  In  der  Umgebung 
jedes  Punktes  x^,  für  den  /"(x^)  4=  0  ist,  läßt  sich  jeder  der  drei 
Zweige  von  y  nach  dem  binomischen  Satz  als  reguläre  Funktion 
von  X  --  x^  entwickeln ;  über  jedem  solchen  Punkte  verlaufen  also 
die  drei  Blätter  isoliert.  In  jedem  der  drei  Nullpunkte  von  f{x)  — 
wir  wollen  sie  mit  a^,  a^,  a^  bezeichnen  —  läßt  sich  y  auf  die 
Form  bringen: 

8 

2)  y  =  V^-^k^pW, 

wo  q)[x)  eine  in  der  Umgebung  von  a^  reguläre  Funktion  von  x 
bezeichnet  In  jedem  solchen  Punkte  hängen  also  alle  drei  Blätter 
der  Fläche  miteinander  zusammen;  bei  Umkreisung  eines  der  drei 
Punkte  geht  jeder  Wert  y  über  in  ey,  wo  e  die  bestimmte  dritte 
Einheitswurzel: 

3)  e  =  e  "  3~ 

bezeichnet  (vgl.  I,  §  63).  Im  Unendlichen  findet  keine  Verzweigung 
statt;  man  erkennt  das,  wenn  man  die  Gleichung  (1)  in  der  Form: 


4)  y  =  a:]/a^,  +  fljX-i  +  a^x^'-  +  a^x"'^ 

schreibt.  Definieren  wir  also  die  drei  Blätter  der  Fläche  dadurch, 
daß  y  in  einem  bestimmten  Punkt  x  im  ersten  Blatt  einen  be- 
stimmten Wert  yj,  im  zweiten  Blatt  den  Wert  ey^,  im  dritten  den 
Wert  €*yj    haben   soll,   und   legen    wir   die  Übergangslinie   von  a^ 
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über  «j  nach  a^,  so  haben  wir  die  Blätter  in  der  in  Fig.  47  an- 
gegebenen Weise  aneinander  zu  heften;  dann  kommt  man  bei  Um- 
kreisung jedes  einzelnen  Verzweigungspunktes  in  positivem  Sinne 
aus  dem  ersten  ins  zweite,  aus  diesem  ins  dritte  Blatt,  aus  diesem 
wieder  ins  erste  zurück.  Man  kann  dann  zwei  Rückkehrschnitte  so 
ziehen,  wie  in  der  Figur  angegeben  (im  ersten,  zweiten,  dritten 
Blatt  verlaufende  Linien  sind  bezw.  ausgezogen,  gestrichelt,  punktiert). 
Diese  beiden  Rückkehrschnitte  haben  nur  einen  Punkt  (im  ersten 

Blatt«)   miteinander   gemein;    und 

_^ wenn    man  die  Fläche  ihnen  cnt- 

^^;p^^ — ^^j2j        /?^\  ^23  la.ng  zerschneidet,  erhält  man  eine 

'^-^;—  ^^         -^^J^^  ^^       ^    einfach  zusammenhängende  Fläche. 

p7  Man   erkennt  das  am  einfachsten, 

wenn  man  die  Schnitte  bis  auf  die 
Strecke  a^  cc^  zusammenzieht,  d.  h.  den  Zusammenhang  der  Blätter 
längs  dieser  Linie  aufhebt,  sodaß  sie  nur  noch  über  cc^  a^  hinüber 
zusammenhängen. 

I.  Die  unzerschnittene  Fläche  ist  also  in  der  That  vom  Geschlecht  1 
gewesen  (§  3,  II). 

Man  kann  auch  leicht  ein  Integral  I.  Gattung  auf  der  Fläche 
angeben,  d.  h.  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  x  und  y, 
das  auf  der  Fläche  überall  endlich  ist.  Eine  regularisierende  Hilfs- 
variable (§  4)  können  wir  einführen: 

5)  in  einem  gewöhnlichen  Pkt  x^  durch    x  —  Xq  =  t,     rfx  =  dt, 

6)  in  einem  Verzweigungspkt.  a^  durch  jr  —  a^  =  t^,    dx  =  %t^dt, 

7)  in  einem  unendl.  fernen  Pkt.  durch  x  =  ^-i,  dx  =  —  t-^dt; 

soll  also  eine  rationale  Funktion  li{x,  y)  von  x  und  y  zu  einem 
tiberall  endlichen  Integral  fR  [x^  y)  dx  führen,  so  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,  daß  B  auf  der  Fläche  überall  regulär  ist  (in  dem 
§  4,  II  definierten  Sinne),  außer  in  den  Verzweigungspunkten,  in 
denen  sie  Pole  zweiter  Ordnung  haben  darf,  und  daß  R  im  Un- 
endlichen in  jedem  Blatte  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung  Null 
wird.  Anders  ausgedrückt:  es  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
Ry^  auf  der  Fläche  überall  regulär  ist.  Eine  überall  reguläre 
Funktion  der  Fläche  ist  aber  eine  Konstante;  das  kann  hier  ebenso 
wie  in  §  5  bewiesen  werden.  Also  folgt: 
n.  Das  Integral: 

8)  '  .-/^ 
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ist  ein  Inteyral  erster  Gattung;  und  jedes  andere  Integral  erster  Gattung 
de%*  Fläche  kann  sich  von  ihm  nur  durch  einen  konstanten  Faktor 
unterscheiden. 

Die  Periodicitätsmoduln  dieses  Integrals  an  den  Querschnitten  A,  B 
stehen  in  einem  einfachen  Zusammenhang.  Denn  wir  können  durch 
erlaubte  Abänderung  von  B  erreichen,  daß  er  durch  cyklische  Ver- 
tauschung der  Blätter  (1,  2^  8)  aus  A  hervorgeht     Es  ist  also: 

B  A 

und  folgUch  nach  §  6,  VIII: 

10)  2a>3  =  -  €«.2g>,  =  ( J-  +  iV3).2a>,. 

Ganz  wie  im  VI.  Abschnitt  können  wir  nun  beweisen: 

III.  X  und  y  und  überhaupt  alle  rationalen  Funktionen  von  x  und  y 
sind  elliptische  Funktionen  von  u; 

und  zwar  wegen  der  Relation  (10)  eUiptischer  Funktionen  der 
speziellen  in  §  90  untersuchten  Art 

Wollen  wir  explicite  Ausdrücke  dieser  Funktionen  haben,  so 
müssen  wir  zunächst  die  untere  Grenze  des  Integrals  u  festlegen. 
Legen  wir  sie  etwa  nach  a^,  so  gehört,  wenn  der  Wert  u  dem 
Punkt  (ar,  y)  entspricht,  der  Wert  «m  zu  (x,  ey)  und  der  Wert  t^u 
zu  [xj  B^y.  Ausdrücke  für  /?«  und  p'u  erhalten  wir  dann  durch 
folgende  Überlegungen: 

Durch  WegschaflFen  der  Nenner  und  Benutzung  der  Relation  (2) 
kann  die  allgemeinste  rationale  Funktion  von  x  und  y  zunächst 
auf  die  Form  gebracht  werden: 

^  '  ^^      ^0  +  *i  y  +  ^  y' 

in  der  die  a,  b  rationale  ganze  Funktionen  von  x  allein  bedeuten. 
Multipliziert  man  dann  im  Zähler  und  Nenner  mit 

und  benutzt  abermals  die  Relation  (2),  so  erhält  man  die  andere  Form: 

12)  R{'.y)  =  r,[x)  +  yr^{x)  +  y^r^{x\ 

in  der  r^,  r^  r^  rationale  Funktionen  von  x  sind. 

Da  />(6M)  =  6pM  ist,  so  folgt,  daß  wir  für  pu  speziell  einen 
Ausdruck  der  Form  erhalten  müssen: 

13)  pu=^yr^{x). 
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Diesen  müssen  wir  nun  so  bestimmen,  daß  er  für  x  ^  a^  von  der 
zweiten  Ordnung,  sonst  aber  nirgends,  oo  wird.  Es  muß  also  r^  {x) 
überall,  auch  im  Unendlichen,  endlich  sein,  ausgenommen  in  o:  =:  a, 
wo  es  (auf  der  Fläche  betrachtet)  von  der  dritten  Ordnung  unendlich 
werden  darf.  (In  x  =  «^  und  x  =^  a^  dürfte  es  von  der  ersten  Ord- 
nung unendlich  werden,  aber  das  kann  eine  rationale  Funktion 
von  x  allein  nicht;  also  muß  es  auch  dort  endlich  bleiben.)  Im 
Unendlichen  muß  es  überdies  von  der  ersten  Ordnung  Null  werden. 
Diese  Eigenschaften  hat  nur 


c 

X  —  a. 


die  Konstante   bestimmt   sich   aus   der  Vergleichung   der  Anfangs- 
glieder der  Entwicklungen.     Man  erhält  so:^ 


und  daraus  durch  Differentiation: 
also: 

f/  \    I    /  \  2  {x  -  n^)  (x  —  tt^) 


pu  _  1 
pu          \ 

* 

pu 

27 

_^o_ 

27 

«0 

X  —  a^ 


15) 

{    «„-2«,  +  «,  +  2(««-;^«'-"^^) 

Eine  zweite  Differentiation  ergiebt,  da 
ist: 

1 6i       »";/  -  -''''*  ^^  -rfor(«i  -«,)  jj  _  _2  ^;vn«i)-  _  n  2 

^  /^   "  -  27  (X  -  a,y  y    "    27  (X  -  «0*   ""      ^      ' 

Integration  daraus: 

Die  Integrationskonstante  bestimmt  man  am  bequemsten  durch 
Einsetzen  von  .r  =  «^,  was 

17)  ;>M  =  0,     pu  =  ^^'^"^  "  "»)<«i -^»ÜÜjJL^ 

*  Legt  man  die  untere  Grenze  in  einen  beliebigen  Punkt  (^,  17)  der  Fläche, 
60  erhält  man: 

F_Cx.  h^  +  F (x,  I)  .e/  4-  //-V 
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ergiebt     Es  ist  also  f/^  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  gleich  der  Dis- 
knminante  von  f. 

Der  zweite  der  in  §  54  a.  E.  erwähnten  Ansätze  würde  hier 
auf  folgende  Überlegungen  führen:  Zieht  man  den  Schnitt  A  bis 
auf  die  gerade  Verbindungslinie  der  Verzweigungspunkte  Uq  und  a^ 
zusammen  und  bezeichnet  mit  y^  den  Wert  von  y  auf  dem  linken 
Ufer  dieser  Linie  im  ersten  Blatte,  so  erhält  man: 


Ol  Oq  Oq 


•«'  ^".-/i'+/^-"-"/f 


Oo  a,  Ol 


Zieht  man  den  Schnitt  B  durch  das  Unendliche  hindurch  auf  die 
Verbindungslinie  von  a^  und  a^   zusammen,  so  erhält  man  ebenso: 


Oj  «t  «1 


")      -^».-/?^.+/l^=('->/^ 


«t  «1  «1 


Den  Punkten  a^  und  a^  entsprechen  also  bei  unserer  Wahl  der 
unteren  Grenze,  die  in  §  40  (p.  220)  mit  u^  und  u^  bezeichneten 
Nullpunkte  von  pu,  und  man  wird  so  zunächst  zu  Gleichung  (14) 
zurückgeführt.  Den  Halbperioden  dagegen  entsprechen  hier  zu- 
folge (15)  drei  Punkte  der  Fläche,  die  zu  demselben  Werte  x  ge- 
hören, also  in  den  drei  Blättern  übereinander  liegen. 
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Wir  kehren  zurück  zur  allgemeinen  Untersuchung  der  algebraischen 
Gleichungen  zwischen  zwei  Variabein  x  und  y,  die  dadurch  identisch 
erfüllt  werden  können,  daß  man  x  und  t/  als  elliptische  Funktionen 
I.  Art  einer  Hilfsvariabeln  ii  darstellt  Dazu  ist  es  vielfach  zweck- 
mäßig, sich  diese  Funktionen  nach  Anleitung  von  §  22  als  Quo- 
tienten von  Sigmaprodukten  dargestellt  zu  denken;  dabei  darf  man 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  daß  die  beiden  Ausdrücke 
lür  X  und  y  denselben  Nenner  haben,  da  man  sie  ja  auf  gemein- 
samen Nenner  bringen  kann.     Man  erhält  so  den  Ansatz: 

oder: 

2)  X  : //  :  I  =  n  r7  [u  -  a^) :  Wo[n  -  /yj  :  [_[  n  [u  -  cj. 

BuKKiiARDT,   FunkUonon.    II. .  21 
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Kin  etwa  «Ilen  drei  Prodnkten   gemeinsamer  Faktor  würde  be- 
deutungslos sein   und   weggelassen  werden  können:   dagegen   dürfen 
wir  den  Fall  nicht  iuiaschließen -  daß  zwei  von  den  drei  Produkten 
einen  gemeinsamen  Faktor  haben.    Die  Anzahl  der  Faktoren  ist  i 
allen    drei   Produkteti   nacti   §  22,  (2)   dieselbe   und  die   KonstantoAl 
a,  ö,  c  genügen  nach  §  22,  (3)  den  Gleichungen: 


3) 


Deuten  wir  .r  und  i/  als  Kartesische  Koordinaten  eines  Punkte»! 
der  Ebene,  so  stellen  die  Gleichungen  (!)  oder  (2)  eine  ebene  Eurrefl 
dar.  Die  Form  dieser  Gleichungen  legt  es  nahe,  durch 
Sabetitution : 

zu  homogenen  Koordinaten  überzugehen  und  die  GleJchungen  untc 
Einführung    tiines    für    diese   geometrische   Darslellung   hedeutuugs*« 
losen  Proi)ortionalitätsfakt«r8  ii  so  zu  schreiben; 


>  =  n«(«- 


J.)         (1  =  1,2...,,). 


Mau    wird    dann   zweckinüBigerweisi.'    von    der  Benutzung   des  Kar-i 
tesischen  Koordinatensystems  überhaupt  absehen  und  unter  u- 
irgendwelche  Dreieckekoordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  verstehenj 
Denn  man   erkennt,   daß   die  Darstellung  in  der  Form  (5)  von  i 
Wahl    des    Koordinatendreiecks    insofern    unabhängig   ist,   als    eiJ 
Kurve,  die  tUr  irrfend  ein  Koordinaten dreieck  in  dieser  Gestalt  siql 
darätellen  läßt,  für  jedes  Koordinatendreieck  eine  solche  Darst^Uui 
zuläßt.     Der    l'bergang   von    einem    Fundamentaldreieek    zu   ein^ 
andern  geschieht  nämlich  durch  eine  homogene  lineare  Suhstitutioi 
wegen  der  Relationen  (3)  ist  aber  jede  homngene  lineai'o  Verbindoi 
von  a-j,  x^,  x^  eine  jAConische  Funktion  n'"  Ordnung  und  läßt  si^ 
als  solche  auf  Grund  von  §  40,  IV  ;Js  Sigmaprodukt  derselben  ^ 
darstellen,  wie  sie  in  (5)  auftreten, 

Von  dieser  Formulierung  aus  gelangt  mau  nun  zu  folgend« 
Verallgemeinerung;  Man  bezeichne  mit  jTj,  x^  • . .  j„  ho 
Koordinaten  eines  Punktes  in  einem  Räume  von  m  —  1  Dimensiond 
und  setze: 


6) 


.•/;-(«)       (,=  1,2.. 
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82S  ■ 


wo  Tj^K)  gleichändrige  JACOBische  FunktioDCn  n"'' Ordnung  bedeuten 
sollen,  die  nicht  iille  einen  'gemeinsamen  Nullpunkt  haben.  Be- 
trachtet man  dann  u  allein  alB  variabel,  so  stellen  diese  Gleichungen 
eine  Kurve  in  dem  genannten  Räume  dar.  Man  nennt  eine  solche 
Kurve  eine  elliptische  Kurve.  Sie  liat  mit  jeder  linearen  Mannig- 
faltigkeit (m  —  2)""  DimenBion  dieses  Raumes,  der  sie  nicht  ganz 
angehört,  m  Punkte  gemein.  Denn  jede  lineare  hamogene  Verbindung 
der  jj  ist  eine  mit  den  T^[u)  gleichändrige  JAcoBische  Funktion, 
hat  also  nach  §  37,  IV  gerade  n  Nullpunkte,  wenn  sie  nicht 
identisch  Null  ist. 

Nun  giebt  es  nach  dem  HEHUiTEschen  Satz  (§  40,  Y)  nicht 
mehr  als  n  voneinander  linear  unabhängige  JACOSische  Funktionen 
n'^'  Ordnung.  Ist  also  wi  >  b,  so  müssen  zwischen  den  m  Funk- 
tionen ?'.(»)  notwendig  n  —  m  verschiedene  homogene  lineare  Re- 
lationen  identiBcb   bestehen;    mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

I,  hC  m  >  n,  so  Hegt  die  durch  die  Gleichungen  (6)  dargestel/le 
kurve  ganz  in  demjenigen  linearen  liaume  von  geringerer  Bimermoneti' 
zahl,  der  durch  diese  Relationen  aus  dem  zuerst  angenommenen  Räume 
autgesehieden  wird. 

IL  ht  m  =  n  und  sind  die  T^(u)  voneinander  linear  unabhängig, 
so  nennen  wir  die  Kurve  (2);  elliptische  Sormalkurve  des  Raumes 
von  (m  —  I)  Dimensionen. 

Ist  m  <  n  und  sind  die  T.(u)  voneinander  linear  unabbängig, 
30  können  wir  nach  dem  positiven  Teil  des  HERMiTBSchen  Satzes 
(§  43)  noch  n  —  m  von  ihnen  und  voneinander  linear  unabhängige 
und  mit  ihnen  gleichändrige  Funktionen  T^^,  («).,.  T^{u)  angeben. 
Wir  können  femer  unsern  Raum  R^  als  in  einem  Räume  R^  von 
n  —  1  Dimensionen  gelegen  denken,  in  welchem  j:,,  t^  . . . .  x  , 
■'"i>.  +  i'  ■  ■  ■  ■*"»  lio™ogene  Punktkoordinaten  sind;  die  Gleichungen: 
7)  pj-,  =  ?;(«)         ((=  1,  2,  ...m,  m-f  I,...h). 

stellen  dann  eine  elliptische  NormaUturve  dieses  Raumes  dar.  Aus 
ihr  entsteht  die  Kurve  (6),  indem  man  sie  (m  —  n)mal  je  von  einer 
Ecke  des  Koordinatensystems  aus  auf  die  gegenüberliegende  Mannig- 
faltigkeit projiziert     Es  gilt  also  der  Satz: 

in.  Jtde  elliptische  Kurve  n"'  Ordnung,  die  in  einem  ebenen 
Raum  von  weniger  als  n  —  I  Dimensionen  liegt,  litßt  sich  als  Projektion 
einer  elliptischen  Normalkurve  des  Raumes  von  n  Dimensionen  ansehen. 

Umgekehrt  wird  durch  eine  solche  Pnijektion  aus  der  Nnrmal- 
kurve  des  R^  im  allgemeinen  eine  elliptische  Kurve  n""  Ordnung 
des  R^  erhalten.     Eine  Ausnahme  thtt  nur  dann   ein,  wenn  eineg 
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oder  mehrere  der  successive  zum  Projektionscentrum  gewählten 
Punkte  auf  der  Kurve  selbst  liegen.  Dann  haben  nämlich  die  übrig 
bleibenden  Funktionen  TJ,  als  Sigmaprodukte  dargestellt,  einen  oder 
mehrere  Faktoren  gemein;  streicht  man  diese  weg,  so  sieht  man, 
daß  die  erhaltene  Projektion  in  diesem  Falle  von  niedrigerer  als  der 
^ten  Ordnung  wird. 


§  130.    Die  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  oline  singulare  Punicte. 

Betrachten  wir  zunächst  den  speziellen  Fall  m  =  3,  w  =  3; 
seien  also  in  den  Gleichungen: 

T^y  Tg,  T^  drei  voneinander  linear  unabhängige  gleichändrige 
jACOBische  Funktionen  dritter  Ordnung.  Die  erste  Frage  ist,  ob 
zu  inkongruenten  Werten  u  auch  immer  verschiedene  Punkte  der 
Kurve  gehören.  Dabei  dürfen  wir  annehmen,  es  sei  bereits  das 
„wirkliche"  Periodenparallelogramm  der  aus  den  T  durch  Division 
hervorgehenden  elliptischen  Funktionen  eingeführt;  dann  folgt 
aus  §  127,  m: 

I.  fFenn  zu  jedem  Punkte  der  Kurve  inkongruente  Werte  von  u 
gehören^  lassen  sich  die  beiden  Quotienten  T^  (u) :  T^  (u)  und  T^  (u) :  T^  (u) 
ah  ratitmale  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln  t  darstellen  ^  die  selbst 
eine  elliptische  Funktion  von  u  ist 

Eine  elliptische  Funktion  erster  Ordnung  giebt  es  überhaupt 
nicht  (§  14,  VI);  durch  eine  elliptische  Funktion  II.  Ordnung  läßt 
sich  eine  solche  III.  Ordnung  nicht  rational  darstellen.  Folglich 
muß  t  eine  elliptische  Funktion  dritter  Ordnung  von  u  und  T^ :  7!,, 
T^:T^  müssen  lineare  Funktionen  von  ihr,  also  (I,  §  14,  VI)  auch 
voneinander  sein.     Daraus  folgt: 

n.  In  diesem  Falle  stellen  die  Gleichungen  (1)  eine  (dreifach 
überdeckt  zu  denkende)  gerade  Linie  vor,  * 

In  jedem  andern  Falle  gehören  zu  inkongruenten  Werten  von  u 
im  allgemeinen  auch  verschiedene  Punkte  der  Kurve.  Ja  man  kann 
sogar  zeigen,  daß  das  ausnahmslos  gilt.  Denn  wenn  etwa  zu  zwei 
inkongruenten  Werten  ?/j,  v,,  derselbe  Punkt  der  Kurve  gehörte,  so 
könnte  man  wegen  §  129  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen, 
es  sei  der  Punkt  x^  =X2  =  0;  dann  hätten  T^  und  T^  zwei  und 
folglich  nach  §  40,  IV  auch  den  dritten  Nullpunkt  gemein,  unter- 
schieden sich  also  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  und  die  Be- 
dingungen des  Satzes  I  wären  erfüllt 
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Bilden  wir  dann  eine  homogene  lineare  Funktion  der  x: 

A  {x)       a^x^+  a^x^  +  «3  x^, 

80  wird  dieselbe  eine  mit  den  71  (u)  gleichändrige  Funktion,  hat 
also  auch  drei  Nullpunkte.  Da  jedem  von  diesen  nur  ein  Kurven- 
punkt entspricht,  so  folgt: 

in.  Die  Kurve  (1)  hat  mit  jeder  Geraden  A  (x)  =  0  drei  Funkte 
gemebij  ist  also  von  der  dritten  Ordnung. 

Kein  Punkt  der  Kurve  kann  die  Eigenschaft  haben,  daß  jede 
durch  ihn  gehende  Gerade  die  Kurve  nur  noch  in  einem  von  ihm 
verschiedenen  Punkt  schneidet  Denn  wäre  das  flir  den  Punkt 
oTj  =  oTj  =  0  der  Fall  (der  ja  beliebig  ist),  so  hätten  2\  und  T^  einen 
doppeltzählenden  Nullpunkt  gemein ;  daraus  würde  wie  oben  folgen, 
daß  sie  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden.  Es 
gilt  also  der  Satz: 

IV.  Außer  im  Falle  des  Satzes  I  hat  die  durch  die  Gleichungen  {I) 
dargestellte  Kurve  keinen  singulären  Funkt. 

Eine  ganze  homogene  Funktion  n^®°  Grades  der  x  wird  durch  u 
ausgedrückt  eine  JACOBische  Funktion  der  Ordnung  3n,  hat  also 
3n  Nullpunkte.     Daraus  folgt: 

V.  Die  Kurve  (1)  hat  mit  jeder  algebraischen  Kurve  w'*'"  Ordnung 
3n  Funkte  gemein. 

Sei  Ct^{x)  =  0  die  Gleichung  einer  solchen  Kurve,  A{x)  =  0  die 
irgend  einer  geraden  Linie.  Dann  ist  der  Quotient  C«:  A^,  als  Funk- 
tion von  X  betrachtet,  eine  elliptische  Funktion  erster  Art  Be- 
zeichnet man  also  mit  a  die  Summe  der  Nullpunkte  von  A,  mit 
ti^,  u,  . .  .  1^3^  die  Nullpunkte  von  C^,  so  ist  nach  dem  AnELschen 
Theorem: 

2)  ttj  +  Mj  +  .  .  .  +  Mj^  }I2  na    (modd.  Per.), 

also  unabhängig  davon,  welche  6^  man  gewählt  hat  Insbesondere 
ist  diese  Summe  für  jede  gerade  Linie  gleich  a.  Der  Wert  dieser 
Konstanten  a  hängt  ab  von  der  Wahl  des  Nullpunkts  in  der  u-Khene; 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  können  wir  ihn  so  gewählt  denken, 
daß  a  =  0  wird.     Dann  gilt  der  Satz: 

VI.  Die  3  n  Schnittpunkte  unserer  Kurve  dritter  Ordnung  mit  irgend 
einer  Kurve  n'*^  Ordnung  sind  durch  die  Relation  verbunden 

3)  Mj  +  Wj  +  .  . .  +  «3^  L-  0     (modd.  Per.). 

Sind  umgekehrt  auf  unserer  Kurve  3  n  Punkte  gegeben,  deren 
Argumente  u   der  Relation    (2),    bezw.  (3)   genügen,   so   kann   man 
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nach  §  22,  I  stets  eine  mit  den  n""  Potenzen  der  T.  gleichändrige 
.lAComsche  Funktion  (3«)**'  Ordnung  bilden,   die   alle  diese  Punkte 
zu  Nullpunkten  hat.     Ktne  solche  Funktion  läßt  sich  aber  stets  als 
ganze   homogene   Funktion  n""  Grades    von  5",,    T^,    2,    darstelleiL, 
Denn  zwischen  den  T^,  T^,  71,  kann  keine  andere  homogene  ßelatii 
bestehen,    als    die   Gleichung    dritten  Grades   /^(r,,  Jj,  ij)  =  0,    die 
eben    unsere  Kurve    vorstellt,    und    natürlich    diejenigen  Relationen 
M.f=Q,  die  aus  ihr  durch  Multiplikation   mit  irgend  einer  homo- 
genen Funktion  M   entstehen;    bestjinde    darüber   hinaus  noch   eine 
weitere,  so  würde  man  durch  Elimination  von  T^  zu  einer  homogen« 
Relation  zwischen  T^  und  T^  allein  gelangen  können,  sodaÜ  T*,  und  T^ 
nicht    linear    unabhängig    wären,    gegen    die    Voraussetzung.     S 
x^^x/x^'  (k  +  ^  +  ;'  =  3)  ein    Glied,   das  in  /'  wirklich  vorkommt 
so  kann  demzufolge  keine  Relation  n''''  Grades  allein  nwiechen  den* 
jenigen  Produkten  von  Poten/,en  der  x  bestehen,  die  durch  x^"  x^P  x^ 
nicht   teilbar   sind.     Also    sind    diese  Produkte   linear   unabhängig^ 
und  da  ihre  Anzahl  in  jedem  Falle  ='An  ist,  so  folgt,  daß  sich  jedai 
mit  ihnen  gleichändrige  JACOBisclie  Fimktiou  (Sn)**'  Ordnnng  lim 
durch  sie  ausdrücken  läßt     Also  gilt  der  Satz: 

Vn.  ii'enn  3  w  Punkte  umerer  Kurve  durch  die  Relation  (3) 
bunden  find,  giebl  es  uteb  (mindesietu)  eine  durch  sie  hindurchgehe} 
Kurve  n'"  Ordnung,  die  die  gegebene  Kurve  dritter  Ordnung  nicht 
Bestandteil  enthält. 

Aas  diesen  Sätzen  Rrgeben  sich  eine  Reihe  von  Anwendungen 
mit  Hilfe  der  Teilnngsprobleme  (§g  104  und  114}.  Nehmen  wir  z.  B. 
einen  Schnittpunkt  einer  Geraden  als  gegeben  an  und  verlangen  die 
Gerade  so  zu  bestimmen,  daß  die  beiden  andern  Schnittpunkte  zu- 
sammeDfallen  (mit  andern  Worten,  verlangen  wir  von  einem  ge.- 
gebenen  Punkt  der  Kurve  selbst  aus  Tangenten  an  sie  zu  ziehea) 
so  muß: 
4) 

sein.     Die  Aufgabe,  u,  aus  dieser  Gleichung  zu  bestimmet 
allgemeine  Zweiteilungsproblem;  sie  hat  nach  §§  113  und  U4  rioi 
Lösungen.     Ist  u^  eine  von  ihnen,  ao  sind  die  drei  anderr 


als 


2  k,-  -u 


Sei  ferner  verlangt,  die  l/'endetangenten  der  Kurve  ku  bestimme! 
d.  h.  diejenigen  Geraden,  die  drei  zusammenfallende  Piinkt«>  mit  i 
gemein  haben,  so  ist  das  auszudrücken  durch: 
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Das  ist  das  allgemeine  Dreiteilungsproblem,  das  neun  Lösungen  hat; 
ist  eine  derselben  u^,  so  sind  sie: 


7) 


«1' 


,     2  6),  ,     4  o>, 


«1  +  -3--.  «1  +  —3-     ,  Wj  +      3 — 

4  a)j                     2  Wi  +  4  w,                     4  w,  +  4  w, 
«1  +     y-j      ««1  H j^ .      «^  + 3-- 


Man  sieht  übrigens,  daß  die  oben  zur  Vereinfachung  gemachte  An- 
nahme^ a  sei  gleich  Null,  darauf  hinauskommt,  daß  man  den  Wert 
71  =  0  einem  Wendepunkt  der  Kurve  zuordnet 

Aus  den  Argumenten  (7)  der  Wendepunkte  ergeben  sich  ihre 
Gruppierungsverhältnisse.     Man  erkennt  zunächst: 

VIII.  Jede  Gerade,  die  zwei  Wendepunkte  verbindet,  schneidet  die 
Kurve  noch  in  einem  dritten  Wendepunkt, 

Drei  solche  Punkte: 

liegen  nämlich  nach  VII  auf  einer  Geraden,  wenn  die  beiden  Kon- 
gruenzen erfüllt  sind: 

Aj  +  Ag  +  A3  ~  0,     fß^+  fjL^  +  fjL^  ~  0     (mod.  3). 

Diese  Kongruenzen  gestatten  aber  zwei  von  den  drei  Wendepunkten 
beliebig  anzunehmen;  der  dritte  ist  dann  durch  sie  bestimmt 
Solcher  „Wendelinien^^  giebt  es: 

^•®   =12; 


3! 

denn  den  ersten  Wendepunkt  kann  man  auf  neun  Arten  wählen,  den 
zweiten  dann  noch  auf  acht  Arten ;  bei  dieser  Art  abzuzählen,  wird 
aber  jede  Wendelinie  3!  mal  erhalten.  In  dem  Schema  (7)  liegen 
je  die  drei  Punkte  einer  Horizontalreihe  auf  einer  Geraden,  ebenso 
je  die  drei  Punkte  einer  Vertikalreihe,  endlich  je  drei  Punkte,  die 
ein  Glied  der  Determinante  geben  würden,  wenn  man  das  Schema 
als  eine  solche  behandeln  würde.     Daraus  folgt: 

IX.  Die  zwölf  Wendelinien  ordnen  sich  zu  vier  „Wendedreiecken^^ 
zusammen,  deren  jedes  sämtliche  neun   Wendepunkte  enthält. 

Eine  ähnliche  Frage  ist  die  nach  den  „sextaktischen*'  Punkten. 
Da  ein  Kegelschnitt  von  fünf  Konstanten  abhängt,  kann  man  ihn 
so   bestimmen,    daß    er   mit   unserer  Kurve    in    einem    gegebenen 


328     AlgebraiscJi-geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Funktionen, 


Punkte  ?/j  fünf  konsekutive  Punkte  gemein  hat  (eine  Berührung 
vierter  Ordnung  mit  ihr  eingeht);  der  sechste  Schnittpunkt  ist  dann 
durch  die  Kongruenz: 

8)  5  Mj  +  Mg  —  2  a    (modd.  Per.) 

bestimmt.  Er  ist  im  allgemeinen  von  dem  gegebenen  Punkt  ver- 
schieden und  fällt  nur  in  dem  Falle  mit  ihm  zusammen,  daß 

9)  6  ttj  :     2  a    (modd.  Per.) 

ist  Es  giebt  36  verschiedene  Punkte,  deren  Argumente  dieser 
Kongruenz  genügen;  unter  ihnen  sind  aber  die  neun  Wendepunkte, 
für  die  der  sechspunktig  berührende  Kegelschnitt  in  die  doppelt 
gezählte  Wendetangente  ausartet.  Nur  die  27  übrigen  Punkte  sind 
eigentliche  sextaktische  Punkte;  sie  ordnen  sich  den  Wendepunkten 
in  der  Weise  zu,  daß  zu  jedem  Wendepunkt  ii^  drei  sextaktische 
Punkte: 

1 1\\  •      ^1  ^t  ^a 

10)  "l+    2'       ^1+^'       ''l+-2 

gehören.  Diese  liegen  nach  VII  auf  einer  Geraden,  ^^der  harmoni- 
schen Polaren  des  Wendepunkts^', 
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dritter  Ordnung. 

Die  Sätze  über  die  Wendepunkte  gestatten,  die  Gleichung  der 
Kurve  durch  Einführung  geeigneter  Koordinatensysteme  auf  zwei 
sehr  übersichtliche  Formen  zu  bringen. 

Wählt  man  erstens  eine  Wendetangente  w  =  0,  die  zugehörige 
harmonische  Polare  und  irgend  eine  Gerade  durch  den  Wendepunkt 
zu  Seiten  des  Koordinatendreiecks,  so  erhält  man  bei  passender  Be- 
stimmung des  Einheitspunktes  Gleichungen  der  Form: 

O  X^    =   (7^U, 


1) 


9  *^^"  "  W,)  (f  (m  -  Cüj)  (T  (U  -  Wg) 

U  Xa     ^    — f 

*  fjtüy  (Tüj  aoij 

0" (u)  diu  •{•  d)a  iu  —  a) 


oder  nach  §  23,  (1)  und  (14): 


J*8  X4 


2)  x^     ";   ^^pn-pa,      y^-^=pu 


j-,         •  ....         ^.^ 
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Also  lautet  die  Gleichung  der  Kurve  in  diesem  Falle: 
4)  i/*  =  4{x+  paf  -g^{x+  pä)  -  «73, 

oder  wenn  man  die  dritte  Seite  des  Koordinatensystems  so  wählt, 
daß  pa  =  0  wird,  einfach: 

4)  y^=  4ar»-^,ar-j73. 

Wählt  man  aber  zweitens  ein  Wendedreieck  zum  Koordinaten- 
dreieck^  so  erhält  man  Gleichungen  der  Form: 


5) 


(> Xj  =  (TU     a  [u l^j  a\u+  -p-j  j 


Dann  ist:  Xj'  +  x^^  +  x^^  eine  T-Funktion  neunter  Ordnung,  die  in 
jedem  der  neun  Wendepunkte  Null  wird. 

[Setzt  man  z.  B.  m  =  — |^,  so  wird  x^  =  0, 
Es  ist  aber: 

/  2  w,  +  4  üg  \  /  —  4  w,  —  2  0).     ,    rt  .    rt       \ 

'^  (—'t— ^J  =  '^  (-  -^ ^  +  2  «1  +  2 «,) 

(2 1;,  +  2  ■»,)  (■^— ^'ö^^— ^  +  <«,  +  oh)       /-  4<u,  -  2  6),  \ 


^^      (2f;t-2i7,)( ^ r^f  +  coj-co,)        /  ~  2  6>,   +  4  (i),  \ 

also: 


3  **  3 

•Ca      """      ^^     CT  •    "I^O      ^^      ^"^     **  "—^^ 


'8 


(wegen  §  19,  (14)]. 

Sie  kann  sich  also  von  Xj,  x^.  x,  nur  durch  einen  konstanten 
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Faktor  unterscheiden,  und  es  besteht  folglich  fiir  alle  Punkte  ansen 
Kurve  eine  Gleichung  der  Form; 

6)  x^'>  +  x^'  +  j/  +  6  ax^  x^  x^  =  0. 

Wenn  es  umgekehrt  auf  algebraischem  Wege  gelingt,  die  Gl« 
chuDg  einer  vorgelegten   ebenen  Kui-ve  dritter  Ordnung  durch 
filhrung  eines  neuen  Koordinatendreiecks    in    eine  der  Formen  i 
oder  (6)  zu  tranaformieren ,    so   ist  damit  zugleich   eine  Paranieta 
darstellung  der  Kurve  der  Form  (1),  bezw.  (5)  gegeben. 
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Wir   nehmen   jetzt   den  Fall    n  =  4,    m  =  4    der   allgemein 
TJntersucImng  von  §  129  vor.    Es  seien  also  in  den  Gleichung« 


1) 


=  7,M, 


',  =  ■',("), 


-.TM 


-  !■.(") 


die  T  voneinander  lineai'  unabhängige  .tACoiaische  Funktionen  viert 
Ordnung.     Dann  folgt  wie  in  §  130,  I: 

I.   H'enn  zu  jedem  Punkte  der  Kurve  (J)  inkongruente  teerte 
gehören,  lasnen  »ich  die  Quotienten  der  T  als  rationale  Funktionen  einer 
Hilfgvariabeln  t  darstelle?!,  die  selbst  eine  elliptische  Ffcnktian  von  u  ist. 

Diese  elliptische  Funktion  ist  dann  entweder  vom  vierten  oder 
vom  zweiten  Grad:  die  Quotienten  der  T  sind  also  entweder  linear^ 
oder  quadratisclie  Funktionen  von  ihr.     Daraus  folgt  r  fl 

IL  Die  Gleichungen  (I)  stellen  in  diesem  Falle  enticeder  eine  üier^ 
fach  überdeckte   Gerade  oder  einen  doppelt  überdeckten  Kei/eUchnitt  vor. 

Wenn  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  kann  man  (vgl.  §  129,  p.  322) 
unbescliadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  die  vier  Ecken  des  Koor-  i 
diiiatentetraeders   lägen   auf  der  Kurve   und   seien  einfache  Punl 
derselben;    dann    haben   je  drei   der  vier  7".  einen,   aber  auch   niu 
einen   gemeinsamen   Faktor.     Unter   den  vier   ?".   müssen   drei  sei 
zwischen  denen  keine  Uneare  homogene  Relation  besteht;  denn  1 
stände   je    eine    solche    zwischen  je   dreien  von  ihnen,  so  be 
amli    eine   zwischen   allen  vieren,   gegen   die  Voraussetzung. 
'I\{u),  7'j(u),  T^{u)  linear  unabhüngig;  heht  man  ihren  gemeinsamM 
Faktor,  so  sieht  man  (vgl.  §  129  a.  E,): 

lU.  hl  jedem  andern  Falle  ist  die  Projektion  der  Kurve  (t)  t 
einem  ihrer  Punkte  aus  auf'  irtfenil  riae  Ebene  eine  Kurve  drÜtt 
Orilnunii  ohne  imi/ulüre  Punkte. 
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Daraus  folgt  wegen  §  130,  IV: 

IV.  Außer  im  Falle  I  besitzt  unsere  Kurve  keinen  singulären  Punkt 
Femer  ergeben  sich  analog  wie  §  130,  III,  V,  VI  die  Sätze: 

V.  Unsere  Kurve  hat  mit  jeder  Ebene  vier  Punkte  gemein,  ist  also 
von  der  vierten  Ordnung.  Man  nennt  sie  Saumkurve  vierter  Ordnung 
erster  Spezies. 

VI.  Mit  jeder  algebraischen  Fläche  n'^''  Ordnung  hat  unsere  Kurve 
4  n  Punkte  gemein,  deren  Argumente  durch  die  Relation  verbunden  sind: 

2)  Mj  +  t/j  +  .  .  .  +  M^^  :e  0     (modd.  Per.) 

Nicht  so  einfach  ist  die  ümkehrung  dieses  letzten  Satzes  zu 
beweisen.  Nur  den  einfachsten  Fall  n  =  l  können  wir  sofort  er- 
ledigen: denn  man  sieht,  daß  man  eine  mit  den  gegebenen  gleich- 
ändrige  JACOBische  Funktion  bilden  kann,  die  in  drei  gegebenen 
Punkten  und  also  auch  in  einem  vierten,  durch  die  Relation  (2)  mit 
ihnen  verbundenen,  Null  wird.  Da  aber  die  vier  gegebenen  Funk- 
tionen (1)  als  linear  unabhängig  vorausgesetzt  waren,  so  ist  diese 
neue  Funktion  nach  §  40,  V  als  lineare  Funktion  der  gegebenen 
darstellbar.     Daraus  folgt: 

Vn.  lier  Punkte  der  Kurve,  deren  Argumente  durch  die  Relation 
verbunden  sind: 

3)  Mj  +  «3  +  Mg  +  M^  ^  0     (modd.  Per.) 

liegen  stets  in  einer  Ebene. 

Von  den  an  diesen  Satz  sich  knüpfenden  Anwendungen  der 
Teilungsprobleme  sei  hier  nur  die  Frage  nach  den  Hyperoskulations- 
ebenen  erwähnt,  d.  h.  nach  denjenigen  Ebenen,  deren  Schnittpunkte 
mit  der  Kurve  alle  vier  zusammenfallen.  Diese  Schnittpunkte  ge- 
nügen der  Kongruenz: 

4)  4u  =  0     (modd.  Per.); 

daraus  folgt  nach  §  104,  daß  ihre  Anzahl  16  beträgt.  Wählt  man 
eine  solche  Ebene,  eine  von  ihr  verschiedene  Ebene  durch  die  zu- 
gehörige Tangente,  eine  dritte  Ebene  durch  den  Berührungspunkt, 
aber  nicht  durch  die  Tangente,  und  eine  vierte  Ebene  zu  Koordi- 
natenebenen, so  kann  man  die  Gleichungen  der  Kurve,  bei  ge- 
eigneter Bestimmung  der  hierin  noch  willkürlichen  Elemente,  auf 
die  Form  bringen  (vgl.  §  131,  2): 

5)  X  z=  pu,    y=.pUy     z  =^  p^u. 

Hieraus  ergiebt  sich 

VIII.  eine  algebraische  Darstellung  der  Kurve  ^  bei  der  sie  als 
vollständiger  Schnitt  der  beiden  Flächen  zweiter  Ordnung: 
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^^  1 

erscheint 

Jede  Gerade  einer  dieser  Flächen  zweiter  Ordnung  hat  mit  der 
Kurve  zwei  Punkte  gemein,  nämlich  diejenigen  beiden  Punkte,  in 
denen  sie  die  andere  Fläche  schneidet. 

Auch  ohne  solche  spezielle  Wahl  des  Koordinatensystems  kann 
man  sich  davon  überzeugen,  daß  unsere  Kurve  Grundkurve  eines 
Büschels  von  einfach  unendlich  vielen  Flächen  zweiter  Ordnung  ist 
Denn  aus  den  vier  Funktionen  T.  kann  man  zehn  Quadrate  und 
Produkte  bilden;  von  diesen  müssen  sich  nach  §  40,  V  mindestens 
zwei  linear  und  homogen  durch  die  übrigen  ausdrücken  lassen.  Es 
können  aber  auch,  außer  im  Falle  I,  nicht  mehr  als  zwei  von- 
einander linear  unabhängige  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  die 
Kurve  gehen;  denn  der  einzige  sonst  noch  denkbare  Fall,  daß  unsere 
Kurve  in  eine  Gerade  und  eine  Eaumkune  dritter  Ordnung  zerfiele, 
wird  dadurch  ausgeschlossen,  daß  diese  letztere  eine  rationale 
Kurve  ist 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  kann  folglich  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  gelegt  werden,  die  unsere  Kurve  ganz  enthält  Da 
durch  jeden  Punkt  einer  solchen  Fläche  zwei  Gerade  gehen,  die 
ganz  in  ihr  liegen,  so  folgt: 

IX.  Durch  einen  Punkt  des  Baumes  gehen  im  allgemeinen  zwei 
Sehnen  der  Kurve. 

Daraus  folgt: 

Durch  Projektion  unserer  Kurve  von  einem  nicht  auf  ihr  ge- 
legenen Punkte  erhält  man  eine  ebene  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
zwei  Doppelpunkten.     Wählt  man  das  Projektionscentrum  speziell: 

a)  auf  einer  Tangente  der  Kurve; 

b)  im  Schnittpunkt  zweier  Tangenten; 

c)  auf  einer  der  durch  die  Kurve  gehenden  Kegelflächen; 

d)  auf  einer  Tangente  in  einem  Hyperoskulationspunkt; 

e)  in  der  Spitze  einer  der  genannten  Kegelflächen, 

so  erhält  man  als  Projektion  bezw. 

a)  eine  ebene  Kurve  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
und  einer  Spitze; 

b)  eine  solche  mit  zwei  Spitzen; 

c)  desgl.  mit  Selbstberührung; 

d)  mit  Schnabelspitze; 

e)  einen  doppelt  überdeckten  Kegelschnitt 
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§  133.    Korrespondenzen  auf  elliptischen  RiEMANN'schen  Flächen. 

Wir  wollen  noch  die  folgende  Frage  beantworten: 

Auf  welche  Weise  kann  eine  elliptische  RisMANNSche  Fläche  so 
analytisch  auf  sich  selbst  bezogen  werden,  daß  jedem  ihrer  Punkte  x 
a  Punkte  y   und  umgekehrt  jedem  Punkte  y   ß  Punkte  x   entsprechen? 

Man  sagt  dann:  man  hat  auf  der  Fläche  eine  {a^  ßy Korrespondenz. 

Seien  die  a  Punkte  y,  die  einem  Punkte  x  entsprechen,  in  be- 
liebiger Aufeinanderfolge  mit: 

1)  y,  y"  . . .  y(-> 

bezeichnet;  sei  femer  allgemein: 

gesetzt     Betrachten  wir  dann  allgemein  die  Summe: 

3)  U^v[y^  +  v[y")+  .  .  .  +  t;(y«)) 

als  Funktion  von  ar,  so  sehen  wir:  sie  ist  für  alle  Werte  von  x 
endlich;  und  wenn  x  einen  Perioden  weg  durchläuft,  können  sich  die  y 
nur  untereinander  permutieren,  U  kann  sich  also  nur  um  eine  von  x 
unabhängige  Größe  vermehren.   Daraus  folgt  nach  §  6,  XI  und  §  7,11: 

4)  U=^kv(x)  +  k^, 

wo  k  und  Äj  von  x  unabhängige  Größen  bedeuten.  Der  zweiten 
können  wir  durch  die  Wahl  der  unteren  Grenze  der  Integrale  einen 
beliebigen  Wert,  z.B.  den  Wert  0  erteilen;  über  die  erste  erhalten 
wir  näheren  Aufschluß,  wenn  wir  x  einen  bestimmten  Periodenweg 
durchlaufen  lassen.     Wir  finden  so  die  beiden  Gleichungen: 

cz  +  /9t  =  Ä, 
^  -f  (Jt  =  Ar, 


5) 


in  denen  Uj  ß,  y,  S  ganze  Zahlen  bedeuten.    Aus  ihnen  folgt  durch 
Elimination  von  ä  flir  r  die  quadratische  Gleichung: 

6)  ßr^  +  ^a-S)T  +  y==0, 

Wenn  also  die  vorgelegte  elliptische  Fläche  nicht  complexe  Multi- 
plikation (§  119)  zuläßt,  muß 

7)  /9  =  0,     (4  =  f)'=k^     r  =  0 
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sein;  es  ist  also  dann  k  eine  (janze  Zahl,  die  man  die  Jlertigkeit 
der  Korrespondenz  nennt.  Eine  solche  Korrespondenz  nennt  man 
eine  H'ertigkeitskorrespondenz;  man  kann  somit  den  Satz  aussprechen: 

I.  Auf  einer  nicht  singvlären  elliptischen  Fläche  existieren  keine 
andern  Korrespondenzen  als   JVertigkeitsltorrespondenzen. 

Um  zu  einer  algebraischen  Darstellung  solcher  Korrespondenzen 
zu  gelangen,  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

y 

und  bezeichnen  mit  x  einen  variabeln  Punkt,  mit  y',  y"  .  .  .  y^"^  die 
ihm  entsprechenden  Punkte;  mit  x^  einen  festen  Punkt,  mit 
Ifoy  I/o' "'!/o^"^  ^^^  ^^^  entsprechenden;  endlich  mity  einen  variabeln; 
mit  y^  einen  festen  Punkt.     Dann  ist  das  Produkt: 

9)  Fix  u)=\ ^'"^--Y  fr ^'(y^y^^'A. 

• 

als  Funktion  von  y  betrachtet,  eine  Funktion  der  Fläche  (§  4  a,  E.); 
denn  wenn  y  einen  Periodenweg  durchläuft,  tritt  zu  ihr  ein  Ex- 
ponentialfaktor  (§  20,  12),  dessen  Exponent  sich  vermöge  der  Glei- 
chung (4)  und  der  entsprechenden  Gleichung  für  x^  und  die  y^^^"^  als 
Null  ergiebt.  Sie  hat  die  Punkte  y**>  zu  Nullpunkten,  die  Punkte  y^^""^ 
zu  Polen;  außerdem  entweder  x  zum  ä -fachen  Nullpunkt  und  x^ 
zum  Ä- fachen  Pol  oder  x  zum  (— ä)- fachen  Pol  und  x^  zum 
(—  Ä)-fachen  Nullpunkt,  je  nachdem  k  positiv  oder  negativ  ist.  Läßt 
man  andererseits  x  einen  Periodenweg  durchlaufen,  so  sieht  man 
zunächst  nur  ein,  daß  zu  der  Funktion  F{xy  y)  ein  Exponential- 
faktor  tritt,  dessen  Exponent  gleich: 

y 

ist,  unter  m^  und  m^  irgend  welche  *  ganzen  Zalilen  verstanden;  da 
aber  die  Funktion  nach  wie  vor  eine  algebraische  Funktion  von  y 
bleiben  muß,  müssen  diese  Zahlen  Null  sein,  und  es  ergiebt  sich, 
daß  F  [x,  y)  auch  als  Funktion  von  x  eine  Funktion  der  Fläche  ist. 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

n.  Jede  fVertiykeitskorrespondenz  auf  einer  elliptischen  Riemann^ 
sehen  Fläche  läßt  sich  algebraisch  darstellen  durch  Nullsetzen  einer 
Funktion  F(x,y),  die  in  Bezug  auf  jedes  ihrer  Argumente  eine  Funktion 
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der  Fläche  ist,  Wird  x  festgehalten,  so  vnrd  F(x,  y)  als  Funktion 
von  y  k-fach  ö-,  bezw,  (—  k)'fach  oo  für  x  =  y  und  je  einfach  0  in 
den  a  Punkten  y^^\  die  dem  x  entsprechen;  wird  y  festgehalten ,  so 
t/ilt  Analoges, 

Wir  bilden  ferner  die  Funktion: 


10)    F{x)^\im^^p^==  ± 


1 


\k 


TT  (r(x;  y(r)) 


Auch  sie  ist  eine  Funktion  der  Fläche;  denn  wenn  x  einen  Perioden- 
weg 2cj  durchläuft,  tritt  zu  ihr  ein  Exponentialfaktor,  dessen  Ex- 
ponent gleich  ist: 


">  H?fm-'f-m^^^"""'^'-"''f" 


yo' 


(a) 


Vfi^) 


«0 


Vo 


mit  denselben  Werten  der  ganzen  Zahlen  m^  und  m^  wie  vorhin. 
Da  diese  Null  sind,  so  folgt  aus  (3)  und  der  entsprechenden  Glei- 
chung für  Xq  und  die  y^^^*'),  daß  der  ganze  Exponent  0  ist,  daß  also 
F{x)  eine  Funktion  der  Fläche  ist  Sie  wird  je  Ä-fach  cc  Gir  x  =  x^ 
und  X  —  y^j  je  einfach  in  den  a  Punkten  y^^*")  und  in  den  ß  Punkten  x, 
die  dem  Punkte  y^,  als  einem  Punkte  y  entsprechen  (denn  für  diese 
fallt  je  eines  der  y^>  mit  y  zusammen).  Also  muß  sie  auch 
a  +  ß  +  2k  Nullpunkte  haben ;  sie  wird  aber  nur  Null,  wenn  x  mit 
einem  der  ihm  selbst  zugeordneten  Punkte  ?/'")  zusammenfällt. 
Einen  solchen  Punkt  x  nennt  man  einen  Koincidenzpunkt  der 
Korrespondenz;  damit  kann  man  den  bewiesenen  Satz  folgender- 
maßen aussprechen: 

111.    Eine    k-wertige    (cc,  ß)  Korrespondenz    auf    der    elliptischen 
Fläche  hat 

12)  C=a  +  ß  +  2k 

Coincidenzpunkte, 

Diese  Zahl  C  kann  ihrer  Bedeutung  nach  niemals  negativ  sein; 
sie  kann  aber  auch  nicht  größer  sein  als  2(a  -h  ß).    Denn  setzen  wir; 


.ir) 


18) 


«=/ 


■-/ 


w^^)  = 


fix, 


und  bilden  das  Produkt: 


14) 


a 


<P{x)==l]{pu-pw'% 

r=l 
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so  sehen  wir,  daß  es  eine  elliptische  Funktion  I.  Art  von  u  ist,  da 
die  symmetrischen  Funktionen  der  w^^^  solche  Funktionen  sind. 
Unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen  wir  annehmen,  t*  =  0,  d.  h. 
die  untere  Grenze  der  Integrale ,  sei  kein  Koincidenzpunkt;  dann 
wird  </>(x)  unendlich  von  der  Ordnung  2  a  für  u  =  0  und  je  von 
der  Ordnung  2  in  jedem  der  ß  Punkte  u,  die  umgekehrt  dem  tu  =  0 
entsprechen.  Also  hat  </>(ar)  auch  2a  +  2ß  Nullpunkte;  unter  diesen 
müssen  die  Koincidenzpunkte  sein.  —  Der  Schluß  versagt  in  dieser 
Form  für  Korrespondenzen ,  für  die  ein  w^^^  stets  =  —  u  ist,  da 
dann  0  {x)  identisch  Null  ist ;  aber  für  solche  ist  «  =  0  Koincidenz- 
punkt    Es  gilt  somit  allgemein  der  Satz: 

IV.  Die  Zahlen  C  und  k  sind  durch  die  Ungleichungen  beschränkt: 

15)  Oge^2a  +  2/9,      _  «.tA  ^  ä  ^ -^^A. 

Insbesondere  giebt  es  nur  zwei  Arten,  eine  nicht  singulare 
elliptische  KiEMANNsche  Fläche  umkehrbar  eindeutig  auf  sich  selbst 
zu  beziehen,  oder  nur  zwei  Arten  von  (1,  1)  Korrespondenzen  auf 
der  Fläche:  1 -wertige  und  (—  1)- wertige.  Die  ersteren  sind  durch 
Gleichungen  der  Form: 

16)  w  +  w;  =  c, 

die  letzteren  durch  Gleichungen  der  Form: 

17)  M  —  t£7  =  c 

definiert     Die  ersteren  haben  je  vier  Koincidenzpunkte: 

18)  |-i      \-^^^i^     -2""^  ^«^2»    y  +  ^3> 

die  letzteren  keine, 

Ist  die  Gleichung  (6)  nicht  identisch  erfüllt,  so  erhält  man  aus 
den  Gleichungen  (5)  durch  Elimination  von  r  auch  für  k  eine  Glei- 
chung zweiten  Grades  (vgl.  §  119,  (5)): 

19)  Ä2_(a+  8)k  +  71  =  0. 

Soll  die  Korrespondenz  insbesondere  eine  (1,  l)-deutige  sein,  so  muß, 
wie  man  durch  Vertauschung  von  x  und  y  in  der  Gleichung  (4) 
findet,  auch  \\k  einer  Gleichung  derselben  Form  wie  (19)  genügen, 
d.  h.  einer  Gleichung,  in  der  der  Koeffizient  von  k^  gleich  1  und 
die  übrigen  Koeffizienten  rationale  ganze  Zalilen  sind.  Das  ist  nur 
für  n  =  ±  1  der  Fall;  da  n  =  —  1  nach  §  119,  (7)  ausgeschlossen 
ist,  so  folgt,  daß  n  =  +  1  sein  muß.  Satz  II  von  §  119  giebt  dann 
das  Resultat: 
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IV.  Ändere  (/,  i)- deutige  Korrespondenzen  als  die  durch  {10) 
und  (77)  gegebenen  existieren  nur  in  den  ^§  89  und  90  behandelten 
speziellen  Fällen; 

nämlich  im  harmonischeu  Pralle: 

20)  1/  -  c  =  ±  i{w  —  c) 

mit  den  zwei  Koincidenzpankten: 

21)  c    utid    e  +  Wj,; 
im  äquianharmonischen  Falle: 

22)  u— c=^^[w^c) 
mit  den  drei  Koincidenzpunkten  (vgl.  §  90,  (6)): 

23)  c,     c  +  f  (1  —  6)^1,     c  — 1(1  —  «)ci>j. 


Im  letzteren  Falle  kann  e  irgend  eine  der  vier  Größen  e 
A  =  1,  2,  4,  5  bedeuten. 


3tX 


FÜNFZEHNTER  ABSCHNITT, 

Lineare  Differentialgleichungen  II.  Ordnung,  deren  Koeffi- 
zienten elliptische  Funktionen  und  deren  Integrale  ein- 
deutige Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  sind. 

§  134.    Der  Satz  von  Picard. 

(Obwohl  die  Sätze  dieses  Paragraphen  für  lineare  Differential- 
gleichungen beliebiger  Ordnung  gelten,  wollen  wir  uns  doch  bei 
ihrer  Entwicklung  auf  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
beschränken.) 

Es  sei  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  vorgelegt: 

Wir    müssen    die   beiden  folgenden  Sätze  als  bekannt  voraussetzen: 

BUKKUARDT,     FuilktiuOCU.      11.  >>>> 
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I.  In  jedem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche ^  in  dem  f\  (i/) 
und  f^{u)  sich  regulär  verhalten,  existieren  zwei  nicht  bloß  um  einen 
konstanten  Faktor  verschiedene  reguläre  Funktionselemente  y^  (?/),  i/^  (?/), 
deren  jedes,  in  die  Gleichung  (/)  eingesetzt^  sie  identisch  befriedigt. 

IL  Jede  in  einem  solchen  Bereiche  reguläre  Funktion  y  (m),  die  in 
die  Gleichung  (/)  eingesetzt  sie  identisch  befriedigt,  läßt  sich  als  lineare 
homogene  Kombination  der  beiden  Elemente  y^  (m),  y^  (m)  mit  von  u  un- 
abhängigen Koeffizienten  darstellen: 

2)  ^(«)  =  Ciyi(«)  +  c,ya(ti). 

Wenn  man  aus  dem  Funktionenelement  y^  [u)  durch  analytische 
Fortsetzung  das  Element  y^  (m  +  2  od)  erhält,  so  muß  dieses  nach 
I,  §  66,  IV  die  Gleichung  befriedigen: 

3)  y  +  /;(^'  +  2o,)y'+f^{u  +  2w)y  =  0 

(wir  gebrauchen  die  Accente  als  Zeichen  der  Differentiation  nach  u\ 
Sind  /i  und  f^  periodische  Funktionen  mit  der  Periode  2  w,  so  fällt 
diese  Gleichung  mit  der  ursprünglichen  (1)  zusammen.  Dann  folgt 
aus  Satz  II: 

ni.  Sind  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (/)  periodische  Funk- 
tionen von  y  mit  der  Periode  2  (o;  sind  y^  (?/),  y^  (u)  zwei  der  Gleichung 
genügende  linear  unabhängige  Funktionselemente  mit  einem  gemein- 
schaftlichen Definitionsbereiche;  sind  endlich  y^  {u  +  2(o),  ^2  (^  +  ^  ^*^) 
zwei  Funktionselemente,  die  aus  den  beiden  ersten  durch  simultane 
analytische  Fortsetzung  entstehen,   so   bestehen    Gleichungen   der  Form: 

^.  I  yi  (w  +  2  fo)  =  aj,  ;/,  (tt)  +  flj,  y^  (?/), 

l  1/2  (W  +  2  f'>)  =  «21  .Vi  ('0  +  «22  .^2  («)* 

in  denen  die  a^j^  von  u  unabhängige  Größen  bedeuten. 

Man  pflegt  das  kürzer,  wenn  auch  weniger  präcis,  so  aus- 
zudrücken: 

lUa.  Bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode  erfahren 
zwei  beliebige  linear  unabJiängige  Integrale  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  periodischen  Koeffizienten  eine  homogene 
lineare  Substitution  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Man  kann  nun  fragen,  ob  es  nicht  möglich  ist,  hier  eine  lineare 
Substitution  von  besonders  einfacher  Form  dadurch  zu  erhalten,  daß 
man  das  Paar  von  Integralen,  von  dem  man  ausgeht,  in  besonderer 
Weise  wählt.    Irgend  ein  Integral 

^)  y  (")  =  ^1  ;/i  («)  +  ^2  i/%  (") 
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geht  bei  der  Substitution  (4)  über  in: 

6)        y  (ti  +  2  w)  =  (a^i  c^  +  a^^  c^)y^  («)  +  {a^^  Cy  +  a^^  c^)i/^  («); 

es   wird    also    das    neue   Integralelement   gleich   einem   konstanten 
Vielfachen  des  alten  sein,  wenn  die  Gleichungen  bestehen: 

Diese  Gleichungen  können  aber  nur  dann  filr  Werte  von  Cj 
und  c^,  die  nicht  beide  gleich  Null  sind,  zusammen  bestehen,  wenn 
die  Determinante: 


8)  i>(A)  = 


«11  -  ^        «11 


a 


12 


«22  -^: 


Null  ist,  wenn  also  mit  A  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

9)  D{X)  =  0 

oder  ausführlich  geschrieben: 

A»  -  (oji  +  Oj,)  A  +  «ii  aj2  -  «12  «21  =  0 

bezeichnet  wird. 

Wäre  Ojj  Ojj  —  a^^  a,j  =  0,  so  wären  y^  {u  +  2(»)  und  y,  (m  +  2o>) 
nicht  linear  unabhängig  voneinander.  Das  kann  aber  nach  I,  §  66,  lY 
nicht  sein,  da  y^  (ti)  und  y,  (")  ^^  voneinander  linear  unabhängig 
vorausgesetzt  waren.  Also  hat  die  Gleichung  (9)  in  jedem  Falle 
mindestens  eine  endliche  und  von  Null  verschiedene  Wurzel.  Nimmt 
man  diese  in  den  Gleichungen  (7)  für  A,  so  giebt  es  stets  Werte 
von  c^  und  c^,  die  diese  Gleichungen  befriedigen  und  nicht  beide 
gleich  Null  sind.     Also  gilt  der  Satz:. 

IV.  Unter  den  InteyrcUen  der  Gleichung  (/)  ist  unter  den  an- 
gegebenen Voraussetzungen  stets  mindestens  eines  ^  das  sich  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  eine  Periode  bis  auf  einen  konstanten 
Faktor  reproduziert. 

Will  man  über  diesen  Satz  hinaus  tiefer  eindringen,  so  muß 
man  verschiedene  Fälle  unterscheiden: 

1.  Die  Gleichung  [8)  hat  zwei  verschiedene   Wurzeln  Aj   und  Ag. 

Dann  gehört  zu  jeder  dieser  Wurzeln  ein  Integral  der  Glei- 
chung (1),  das  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode 
diese  Wurzel  zum  Multiplikator  hat: 


y,(tt  +  2ö))  =  AjyjC«). 


22 
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Diese  beiden  Integrale  müssen  linear  unabhängig  sein;  denn  wenn 
sie  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterschieden,  müßten 
sie  denselben  Multiplikator  haben. 

2.  Die  Gleichung  (9)  hat  nur  eine  (Doppel-)Wurzel  k^. 

Dann  sind  wieder  zwei  Unterfalle  zu  unterscheiden: 

2A.  Nicht  alle  Unterdeterminanten  der  iJeterminanie  {8)  werden 
Null,  wenn  man  A  =  Aj  setzt. 

Dann  geben  die  Gleichungen  (7)  für  A  =  A^  einen  wohlbestimmten 
Wert  des  Koeffizientenyerhältnisses  c^ :  c^ ;  es  giebt  also  in  diesem 
ünterfall,  abgesehen  Yon  einem  konstanten  Faktor,  nur  ein  Integral 
der  Gleichung  (1),  das  A^  zum  Multiplikator  hat  Wir  können  an- 
nehmen, dieses  Integral  sei  als  das  oben  mit  y^  bezeichnete  ge- 
wählt^ sodaß: 

sei  und  die  Gleichung  (8)  sich  auf: 

reduziert  Wäre  nim  a^^  von  Ojj  verschieden,  so  hätte  diese  Glei- 
chung noch  eine  von  A^  verschiedene  Wurzel  (nämlich  eben  «j,), 
und  es  gäbe  folglich  noch  ein  Integral  der  Gleichung  (1),  das  diese 
Wurzel  zum  Multiplikator  hätte,  entgegen  dem,  was  oben  bewiesen 
ist  Also  muß,  wenn  wir  die  angegebene  Verfügung  über  y^  treffen, 
Sa~^ii>  ^n  ="  ^  werden;  und  jedes  von  y^  linear  unabhängige 
Integral  hat  die  Eigenschaft,  daß: 

11)  y,(ti  +  269)  =  Ojjy,  (u)  +  Aiya(ti) 

ist.    Der  Quotient  yjy^  erfüllt  in  diesem  Falle  die  Gleichung: 

^  ~yi{u  +  2(ü)       ViW        ^1  * 

2B.  Alle  Unterdeterminanten  der  Determinante  {8)  werden  Null, 
wenn   man   A  =  Aj    fetzt,    mit    andern   IVoi'ten,    es  ist   flu  =  a^^  =  Aj, 

Dann  sieht  man,  daß  jedes  Integral  der  Gleichung  (1)  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  2  co  sich  bis  auf  den  konstanten  Faktor  A^ 
reproduziert;  wenn  man  zwei  beliebige  linear  unabhängige  Integrale 
mit  y^  und  y^  bezeichnet,  genügen  sie  den  Gleichungen  (10) 
für  Ag  =  Aj . 

Wir  nehmen  nun  weiter  an,  die  Koeffizienten  der  vorgelegten 
Gleichung  hätten  außer  der  einen  Periode  2(0^  noch  eine  zweite  2oj^; 
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übrigens  halten  wir  an  der  Voraussetzung  fest,  daß  sie  eindeutige 
Funktionen  von  u  seien.  Sollen  dann  auch  die  Integrale  eindeutige 
Funktionen  von  u  sein,  so  gelten  für  die  zweite  Periode  analoge 
Folgerungen,  wie  für  die  erste;  auch  zu  ihr  gehört  eine  lineare 
homogene  Substitution  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Die  nächste  Frage  ist  nun:  können  die  beiden  linearen  Sub- 
stitutionen A^  und  J^,  die  der  Vermehrung  des  Arguments  bezw.  * 
um  die  eine  und  die  andere  Periode  entsprechen,  ganz  unabhängig 
voneinander  gewäliit  werden  oder  besteht  zwischen  ihnen  eine  Be- 
ziehung? Man  erkennt  sofort,  daß  das  letztere  der  Fall  sein  muß. 
Denn  man  erhält  dasselbe  Resultat,  ob  man  u  erst  um  2(0^  und 
dann  um  2073  vermehrt,  oder  erst  um  2(o^  und  dann  um  2(0y 
Sollen  also  die  y  eindeutige  Funktionen  von  u  werden,  so  muß  man 
dasselbe  Resultat  erhalten,  ob  man  auf  sie  erst  die  Substitution  A^ 
und  dann  die  Substitution  A^  anwendet,  oder  ob  man  umgekehrt 
verfährt;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

V.  Erfahren  zwei  eindeutige  Funktionen  non  u  bei  Vermehrung  des 
Arguments  um  je  eine  Periode  je  eine  homogene  lineare  Substitution^ 
so  müssen  diese  Substitutionen  untereinander  vertauschbar  sein. 

Wenn  wir  näher  untersuchen  wollen,  wann  das  der  Fall  ist> 
können  wir  annehmen,  die  eine  der  beiden  Substitutionen  sei  schon 
auf  eine  der  oben  angegebenen  Normalformen  gebracht,  mit  andern 
Worten,  es  seien  y^  und  y,  so  gewählt^  daß  ihr  Verhalten  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  die  erste  Periode  entweder  durch  die 
Gleichungen  (10)  oder  durch  die  Gleichungen  (11)  angegeben  wird. 
Sollen  dann  außerdem  noch  die  Gleichungen  bestehen: 

^3.  I  yi  (w  +  2  «3)  =  ^11  y^  (m)  +  g^^y^  [u), 

I  y^  {u  +  2  0)3)  =  g^^  y^  (w)  +  g^^ y,  («), 

so  erhält  man  im  ersten  Falle: 

\      9%i  K  y\  +  922  ^  y»  =  ^2  (.^21  yi  +  ^22  y2)  • 

Sind  Aj  und  K  verschieden,  so  bestehen  diese  Gleichungen  nur 
dann  identisch,  wenn  g^^  und  g^^  Null  sind.  Dann  verhalten  sich 
also  dieselben  Integrale,  die  sich  gegenüber  Vermehnmg  des  Argu- 
ments um  die  erste  Periode  multiplikativ  verhalten,  auch  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  die  zweite  Periode  multiplikativ,  sind 
also  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  (§  28). 

Tritt  dagegen  für  die  erste  Periode  der  mit  2A  bezeichnete 
Fall  ein,   sodaß  die  Gleichungen  (11)  bestehen,    so  erhält  man  aus 
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diesen  und  den  Gleichungen  (13)  auf  demselben  Wege  statt  der 
Gleichungen  (14)  die  folgenden: 

15)  j  ^'^^^^  "^  9i%iPiiyi  +  ^^2)  =  ^(^iil^i  +  5^12^2)» 

1  5^21  ^-^1  +  ffi^i^iiVi  +[^2)  =  ""tiifful/i  +^12^2)  +  *(^2iyi  +9%%yi^ 
Sollen  sie  identisch  bestehen,  so  muß: 

sein.  Ist  nun  a^^  4=  0,  d.  h.  haben  wir  es  bei  der  ersten  Periode 
mit  dem  Falle  2A  zu  thun,  so  folgt  g^^  —  Q,  9\\=  9t2^  ^*  ^*  Äuch 
bei  der  zweiten  Periode  tritt  der  Fall  2  ein,  und  ebendasselbe  In- 
tegral, das  sich  für  die  erste  Periode  multiplikativ  verhält,  verhält 
sich  auch  fiir  die  zweite  multiplikativ.  Auch  in  diesem  Falle  giebt 
es  also-  ein  Integral  y^,  das  eine  elliptische  Funktion  II.  Art  ist. 

Ist  endlich  a^^  =  0,  d.  h.  haben  wir  es  bei  der  ersten  Periode 
mit  dem  Falle  2B  zu  thun',  so  verhält  sich  für  sie  jedes  Integral 
multiplikativ;  wählen  wir  also  ein  Integral,  das  sich  für  die  zweite 
Periode  multiplikativ  verhält  —  was  stets  möglich  ist  — ,  so  haben 
wir  wieder  eine  elliptische  Funktion  11.  Art 

Das  Resultat  dieser  ganzen  Untersuchung  ist  also  der  Satz: 
VI.  Wenn  jedes  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung  (zweiter 
Ordnung)^  deren  Koeffizienten  elliptische  Funktionen  I.  Art  von  u  sind, 
eine  eindeutige,  im  Endlichen  bis  auf  Pole  reguläre  Punktion  von  u  ist, 
so  ist  unter  diesen  Integralen  stets  mindestens  eines  eine  elliptische 
Punktion  IL  Art. 

§  135.    Der  HERMiTE'sche  Fall  der  LAMf  sehen  Gleichung. 

Die  allgemeinen  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  finden 
Anwendung  auf  eine  wichtige  spezielle  Differentialgleichung,  die  den 
Namen  Lam£s  trägt  Sie  lautet  in  der  WEiEBSTRASSSchen  Be- 
zeichnung: 

1)  y"  =  [n(n+V,pu  +  B-\r, 

dabei  wollen  wir  n  als  ganze  Zahl  voraussetzen  (weil  die  Gleichung 
sonst  kein  in  u  eindeutiges  Integral  hat).  Was  B  betrifft,  so  hat 
Lam£  selbst  die  (in  §  138  zu  besprechenden)  Fälle  untersucht,  in 
denen  der  Gleichung  durch  eine  elliptische  Funktion  erster  Art 
Genüge  geleistet  werden  kann;  Hermite  fand,  daß  sie  bei  will- 
kürlichem B  durch  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  integriert 
werden  könne. 
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Der  Fall  n  =  0  ist  trivial;  der  Fall  eines  negativen  n  kann  auf 
den  eines  nicht  negativen  dadurch  zurückgeführt  werden,  daß  man 
n  durch  —  n  —  1  einsetzt.  Wir  nehmen  also  im  folgenden  an,  n  sei 
eine  positive  ganze  Zahl. 

Wenn  wir  auf  Grund  der  Resultate  des  vorigen  Paragraphen 
versuchen  wollen,  ein  Integral  der  Gleichung  (1)  in  Form  einer 
elliptischen  Funktion  zweiter  Art  zu  finden,  müssen  wir  uns  zunächst 
überlegen,  wo  etwa  Pole  dieser  Funktion  liegen  können.  Da  sehen 
wir,  daß  kein  Pol  in  einem  zum  Nullpunkt  inkongruenten  Punkt 
liegen  kann.  Denn  ist  m  =  a  ein  Pol  k^^  Ordnung  von  y,  so  ist  es 
ein  Pol  (Ä  +  2)*®'  Ordnung  von  y" ;  das  verträgt  sich  mit  der  Glei- 
chung (1)  nur,  wenn  in  ihr  der  Koeffizient  von  y  in  w  =  a  einen 
Pol  zweiter  Ordnung  hat.  Wenn  also  (1)  durch  eine  elliptische 
Funktion  zweiter  Art  integriert  werden  soll,  müssen  alle  Pole  dieser 
Funktion  im  Nullpunkt  (und  den  dazu  kongruenten  Punkten)  ver- 
einigt liegen.  Beginnt  ferner  die  Entwicklung  von  y  in  der  Um- 
gebung des  Nullpunkts  mit  cu-^,  so  beginnt  die  von  y"  mit 
Ä(Ä  +  l)cM-*-2;  da  nun  die  von  pu  mit  u-^  beginnt  (§  18,  (2)), 
so  folgt  aus  der  Vergleichung  der  Anfangsglieder  in  den  Entwick- 
lungen beider  Seiten  der  Gleichung  (2)  nach  Potenzen  von  m,  daß 
Ä  =  71  sein  muß. 

Zufolge  Satz  VII  von  §  28  können  wir  demnach  die  supponierte 
Lösung  als  Produkt  von  Elementarfaktoren  ansetzen: 

2)  y^e^^.f\-^~''-^e^i<^.. 

Logarithmische  Differentiation  dieses  Ausdrucks  ergiebt,  wegen  §  23,(4): 

und  abermalige  Diflferentiation  (vgl.  §  23,  5): 

^-^r=i!p«-;'(«-«.)} 
y       y       y=i 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (8)  von  §  23: 
Andererseits  folgt  aus  (3): 
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f^  (pu-po,i)ipu-pay)  ' 

Hier  müssen  wir  nun  jedes  Glied  der  Doppelsumme  in  Partial- 
brtiche  zerlegen;  wir  erhalten  zunächst  (§  24,  I): 

und  für  die  Konstante  C  erhalten  wir  durch  Berücksichtigung  des 
konstanten  Terms  der  Reihenentwicklung  in  der  Umgebung  von 
M  =  0  den  Wert; 

C  =  2  (»«„  +  par)  —  -^—'' — ~—  (Co«  —  C«r^. 
Damit  geht  die  Gleichung  (4)  über  in: 


r>) 


// 


ti 


»•=1 

n 

+  n(7?  +  l)7?M  +  (2«  —  l)^;'«.'- 


Soll    sich    die   rechte  Seite   dieser   Gleichung   auf  n{n  +  \)pu  +  B 
reduzieren,  so  muß  zunächst  ^u  herausfallen,  d.  h.  es  muß: 


6) 


(>  =  0 


sein.     Femer  muß  jeder  der  Terme  C(m  —  o^)  einzeln  herausfallen, 
d.  h.  es  muß  für  jeden  Index  v\ 

'^   P^/t  -  P^y 
sein.     Endlich  muß: 

8)  {2n-^\)p[a;)=^B 

sein.     Das  Resultat  ist  also: 

Wenn   das    allgemeine    Integral  der    Gleichung  (1)   eine   eindeutige 
Funktion  von  v  ist,  so  hat  eines  ihrer  Integrale  die  Form: 


») 


-  TT  ^i^LrJLd.uca. 


"  -  H 


(TU    Üfly 
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in  der  die  Konstanten  a^  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  Genüge 
leisten  müssen. 

Von  diesen  Gleichungen  ist  eine  eine  unmittelbare  Folge  der 
übrigen,  da  die  Summe  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  (7) 
identisch  Null  ist. 

§  136.    Diskussion  der  einfachsten  Fälle  n  =  /  und  n  =  2. 

Bevor  wir  allgemein  die  Frage  nach  der  Verträglichkeit  der 
zuletzt  erhaltenen  Gleichungen  untersuchen,  wollen  wir  die  ein- 
fachsten Fälle  direkt  erledigen. 

Im  Falle  n  =  /  fallen  die  Gleichungen  (7)  ganz  weg,  Glei- 
chung (8)  lautet  einfach: 

9)  pa^  =  B. 

Diese  Gleichung  hat  zwei  im  allgemeinen  inkongruente  Lösungen, 
die  wir  mit  a  und  —  a  bezeichnen  wollen;  jede  derselben  liefert 
ein  Integral  der  vorausgesetzten  Form,  und  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung: 

10)  y  =  (2/?w  +pa)g 
lautet: 

11)  «=a    ^(g_-_gle"Ca  +  n      <**  +  °)   ,-«Ca. 

'  '^  ^       au  aa  ^      au  aa 

Im  Falle  w  =  2  haben  wir  eine  Gleichung  (7),  nämlich: 

dazu  die  Gleichung  (8): 

13)  pa^+pa.,=^\B. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  gelingt  einfach,  wenn  man 
zunächst: 

14)  flj  —  flg  =  <^ 

als  Hilfsunbekannte  einführt;  es  folgt  nämlich  dann  ans  ihnen 
wegen  §  23,  (8): 

15)  pa  =  --^B 
und  femer  wegen  §  23,  (10): 

16)  P'(-ai)=P'(^2)  =  P'(«)- 

Man  hat  also  zunächst  einen  Wert  a  zu  bestimmen,  der  der  Glei- 
chung  (15)    gentigt   und   hierauf  die   beiden    von    a   verschiedenen 
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Werte  —  Oj  und  a^  aufzusuchen,  für  die  die  Funktion  />'  denselben 
Wert  annimmt  wie  für  a\  dann  ist  ein  Integral  der  LAM^scfaen 
Gleichung  für  n  =  2: 

Ein  zweites  Integral  erhält  man,  wenn  man  die  andere  Wurzel  der 
Gleichung  (15)  wählt,  die  der  ersten  entgegengesetzt  gleich  ist;  man 
erhält  dann  auch  für  a^  und  a^  die  entgegengesetzten  Werte.  Das- 
selbe zweite  Integral  erhält  man  auch,  wenn  man  in  (17)  überall  u 
durch  —  u  ersetzt;  bei  dieser  Substitution  bleibt  nämlich  die 
LAMfische  Differentialgleichung  ungeändert 

Was  die  Bestimmung  der  Werte  a^  und  o^  betrifft,  so  sei  noch 
bemerkt:  Ist  pa  =  a,  pa^  oder  pa^  =  |,  so  ist  nach  (16)  und  §  18,(6): 

4 1'  -  ^2  I  -  //3  =  4  «'  -  5^2  «  -  ^3 
oder  nach  Beseitigung  der  Wurzel  |  =  a: 

18)  r-a|  +  «*-l/7,  =0. 

Die  eine  Wurzel  dieser  quadratischen  Gleichung  ist  dann  pa^,  die 
andere  pa.,,,  die  zugehörigen  Werte  a^  und  a^  selbst  bestimmen  sich 
hieraus  nach  Anleitung  von  §  120. 

§  137.    Bestimmung  der  Konstanten  im  allgemeinen  Falle. 

Wie  eben  schon  bemerkt,  bleibt  die  LAMfesche  Differential- 
gleichung ungeändert,  wenn  man  u  durch  —  u  ersetzt.  Ist  also  y{u) 
ein  Integral  von  ihr,  so  ist  auch: 

ein  Integral.  Ist  insbesondere  y  ein  Integral,  das  sich  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  eine  Periode  multiplikativ  verhält^ 
ist  also: 

j/{u  +  2(o)  =  iiy[u) 

oder  (da  man  n  durch  m  —  2g>  ersetzen  darf): 

y{u-  2w)  =  ^-Jy(w), 
so  folgt: 

y(u  +  2(ü)  =  /i-iy(M), 

d.  h.  hat  y  für  eine  bestimmte  Periode  den  Multiplikator  p,  so  hat 
y  für  dieselbe  Periode  den  Multiplikator  p'^.     Daraus  folgt: 
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L  Dojt  Produkt  derjenigen  beiden  partikulären  Integrale  der 
LAMESchen  Differentialgleichung  j  die  elliptische  Funktionen  zweiter  Art 
sind,  ist  eine  elliptische  Funktion  erster  Art,  und  zwar  eine  gerade 
Funktion  von  pu. 

Das  letztere  folgt  nämlich  daraus,  daß  dieses  Produkt  eine 
gerade  Funktion  von  u  ist,  die  (nach  §  135)  nur  die  zu  Null  kon- 
gruenten Punkte  zu  Polen  hat 

Nun  kann  man,  wenn  irgend  eine  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  vorgelegt  ist,  aus  ihr  eine  lineare  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  ableiten,  der  die  Produkte  je  zweier  In- 
tegrale der  ersteren  genügen.     Setzt  man  nämlich: 

so  ist: 

2)  i"'=yi"y,  +  2y,'y,'  +  yiy,". 
Genügen  also  y^  und  y^  beide  der  Differentialgleichung: 

3)  y"  -  py  =  0, 

SO  folgt: 

r'-2;,r=2y/y,', 

und  daraus  durch  Differentiation: 

T"  -2p  r-  2p'  r  =  2y/'y/  +  2y,'y," 

=  2;»(y,y,'  +  y3y,')  =  2pr' 

oder: 

4)  r"-4pF-2;?'r=0. 

Wir  können  sagen: 

II.  Jedes  Produkt  zweier  Integrale  der  Gleichung  (3)  genügt  der 
Gleichung  (4), 

Sind  also  y^  und  y^  irgend  zwei  linear  unabhängige  Integrale 
von  (3),  so  sind  y^*,  ^1^2*  ^2*  Integrale  von  (4),  also  auch  alle 
linearen  Verbindungen  dieser  drei  Funktionen.  Dieselben  sind  aber 
linear  unabhängig;  denn  aus  einer  linearen  homogenen  Kelation 
zwischen  ihnen  würde  eine  ebensolche  Relation  zwischen  y^  und  y^ 
folgen.  Also  hat  jedes  Integral  von  (4)  die  Form  cey^^  +  ßy^y^  +yy2^\ 
und  daraus  folgt: 

n.  Jedes  Integral  der  Gleichung  (4)  ist  ein  Produkt  zweier  In' 
tegrale  der  Gleichung  (3). 

Ist  (3)  die  LAMtsche  Gleichung,  so  lautet  die  Gleichung  (4): 

5)  j"- 4[w(w  +  \)pu  +  B]r  -  2w(w+  l)//w7=0; 
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wir  haben  also  zu  untersuchen,  ob  und  in  welcher  Weise  dieser 
Gleichung  durch  eine  rationale  ganze  Funktion  von  pu  genügt 
werden  kann.  Da  wir  bereits  wissen  (§  135),  daß  der  Grad  dieser 
Funktion  gleich  n  sein  muß,  so  können  wir  die  Aufgabe  durch  den 
Versuch  erledigen.     Die  Rechnung  vereinfacht  sich  etwas,  wenn  wir: 


6) 


s  =  pu  — 


n(2n  -  1) 

als  unabhängige  Veränderliche  einführen;  es  wird  dann: 

dY 
d 


r   ^-^-pu, 


y    =   i,P    «  +  3 -^-,  pup  u+    ^-.  p  'k; 
und  Gleichung  (5)  geht  nach  Division  mit  pu  über  in: 


7) 


'    /'''«?!  + 3^-1.  ^J  +  [(12-4;i(n+l))p«~45]'^^ 


ds*      •    --r    ~  rf^j 

-2n(n+  1)7=0. 
B 


ds 


Schreiben  wir  b  für     -.^^^  t:   und  s  4-  b   für   pu,   so  nimmt  diese 

n(2n-l)  ^    * 

Gleichung  die  Form  an: 

f  [4.3  +  12^.^  +  (12^»  -^3).  +  U^^g,b^g,'\^ 

d^Y 


7  a) 


dY 


+  [ISs^  +  36bs  +  18b,*  -  I^J  ^ 

+  [(_  4n2  _  4n  +  12)5  +  (-  12n2  +  12^)] 

-  2n(w+  1)7=0. 
Setzen  wir  nun  versuchsweise: 

8)  r^^a.s^, 

und  setzen  in  (7  a)  den  Faktor  von  s^'  gleich  Null,  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  a^  eine  Eekursionsformel,  in 
der  nj.  mit: 

I     4Ä(/i-  l)[h-  2)+  \Sk{k  -1)  +  (- 4w=*- 4n+  12)Ä 

')     ]      -2n(n+  1)  =  2(2Ä+  l)(Ä-7i)(Ä  + w+  1) 

multipliziert  auftritt,  außerdem  noch  »j,^^,  0,^  +  2  ^^^  ^k  +  a5  dabei 
sind   alle   diejenigen   Größen  (ij^,    deren   Index  n    übersteigt,   gleich 
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Null  zu  setzen.  Die  letzte  dieser  Relationen  enthält  also  nur  a^, 
multipliziert  mit  0,  ist  demnach  identisch  erfüllt;  die  vorletzte  ent- 
hält a^_i  multipliziert  mit  einem  von  Null  verschiedenen  Faktor, 
gestattet  also  a^_^  durch  a^^  auszudrücken;  vermöge  der  drittletzten 
drückt  sich  a  .  durch  a  und  a  ,  aus  u.  s.  w.;  und  die  so  er- 
haltenen  Ausdrücke  versagen  für  keinen  Wert  von  b,  weil  eben  der 
unter  (9)  angegebene  Faktor  von  a^  in  keiner  dieser  Gleichungen 
(Ä  =  n  —  1,  n  —  2,  ...  1,  0)  gleich  Null  ist     Also  folgt: 

IV.  £s  ist  stets  mÖffUch,  die  Gleichung  (4)  durch  eine  ganze 
Funktion  n^^  Grades  zu  befriedigen;  und  zwar  abgesehen  von  einem 
konstanten  Faktor  nur  auf  eine  Weise. 

Daraus  geht  wegen  Satz  III  hervor,  daß  sich  die  LAM£sche 
Gleichung  stets  durch  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  integrieren 
läßt  Um  diese  Funktionen  nach  Integration  der  Gleichung  (4) 
wirklicli  zu  bestimmen,  stellen  wir  neben  die  Gleichung  (1)  noch 
eine  andere,  die  wir  folgendermaßen  erhalten:  Aus  y/'+pyi  =0 
und  y,"  +  py^  =  0  folgt  durch  Elimination  von  />: 

und  daraus  durch  Integration: 

11)  yiy2'-yi'y«  =  2c. 

Um  nun  aus  (1)  und  (11)  y^  und  y^  zu  berechnen,  leiten  wir  aus  (1) 
zunächst  durch  Differentiation  ab: 

12)  y,y,'  +  .02  =  -f"; 

damit  erhalten  wir: 

y,'y,  =  -c+\Y' 

und  folglich: 

^3)  iir Y     '    ^ y~" 

Dadurch  ist  die  Bestimmung  von  y^  und  y^  auf  je  eine  Quadratur 
zurückgeführt 

Man  kann  diesem  Resultat  noch  eine  etwas  übersichtlichere 
Form  geben  und  dadurch  seine  Übereinstimmung  mit  dem  von  §  135 
nachweisen.  Aus  der  ersten  Gleichung  (13)  folgt  nämlich  durch 
Differentiation : 

also: 

y,  "     ~    "  V» 
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oder  wenn  man  die  linke  Seite  durch  ihren  Wert  aus  der  LAMfischen 
Gleichung  ersetzt: 

14)  4  C2  =  i"«  -  2  rr  +  4  [n(n  +  l)pu  +  B]  ¥. 

Man  kann  daher  den  Wert  der  durch  die  Gleichung  (11)  eingeführten 
Integrationskonstanten  dadurch  bestimmen,  daß  man  hier  för  h 
irgend  einen  speziellen  Wert  einsetzt.  Wählt  man  z.  B.  eine  der 
Wurzeln  a,  /9  .  .  .  der  Gleichung   Y{ü)  =  0,  so  erhält  man: 

15)  c=  ±ir(«)=±irOS)^ ; 

dabei  gilt  immer  flir  die  eine  von  zwei  einander  entgegengesetzt 
gleichen  W^urzeln  dieser  Gleichung  das  obere,  für  die  andere  das 
untere  Zeichen.     Infolgedessen  kann  man  setzen: 

16)  Y  =  +2{?("  -  «)  -  C(u  +  a)  +  2f «}; 

denn  die  rechte  Seite  hat  (eben  wegen  (15))  die  erforderlichen  Pole 
und  Residuen  und  wird  außerdem  Null  für  t^  =  0.     Daneben  erhält 


man 

aus: 

nacl] 

t  §  23, 

(2): 

17) 

r 
y 

p  u         _ 


=  2{a«  +  «)  +  ?(«-a)-2f«}- 


pu  —  pa 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (13)  ein,  so  erhalten  wir: 


Vi 

also  durch  Integration: 


(T  (U  +  «)       _ 


18)  y,  ^dl^^—     e-^<^ 


au  ' 


und  ebenso: 

19)  y.  =  '^n''^":"^««^-- 


(TU 


Damit   haben   wir   dieselbe  Form   der  Integrale   wie   in  §  135   er- 
reiclit  und  können  den  Satz  aussprechen: 

V.  H'enn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  läßt  sich  die  LAuiische  Differential' 
gleichung  stets  durch  elliptische  Funktionen  IL  Art  integrieren, 

§  138.    Die  LAMfschen  Polynome. 

Die  letzten  Rechnungen  würden  etwas  zu  modifizieren  sein, 
wenn  das  Polynom  Y  durch  pu  teilbar  wäre.  Aber  dieser  Fall 
kann  nicht  eintreten ;  denn  er  würde  zu  einem  Widerspruch  mit  der 
zu  Beginn  von  §  1 35  (p.  343)  abgeleiteten  Relation  ä  ==  n  führen. 
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Ferner  tritt  eine  Modifikation  der  letzten  Rechnungen  ein, 
wenn  C=  0  wird.  Dazu  ist,  wegen  der  Relationen  §  137,  (15)  er- 
forderlich und  lünreichend,  daß  jede  Wurzel  der  Gleichung 
Y{ii)  =  0  entweder  eine  Doppelwurzel  oder  gleich  einer  Halb- 
periode sei  (das  letztere  nach  §  18,  p.  47,  da  T  [u)  den  Faktor 
pu  hat). 

Man  überzeugt  sich  zunächst,  daß  J  =  0  in  keinem  Falle  eine 
drei-  oder  noch  mehrfache  Wurzel  haben  kann.  Wäre  nämlich 
gleichzeitig 

7=0,     r  =  o,     7"  =  0, 

so  würde  aus  der  Differentialgleichung  und  aus  den  aus  ihr  durch 
successive  Differentiation  hervorgehenden  Gleichungen  folgen,  daß 
auch  alle  höheren  Ableitungen  für  denselben  Argumentwert  Null 
sein  müßten.  Ebenso  würde,  wenn  für  eine  halbe  Periode  gleich- 
zeitig r=  0,  J'  =  0  wäre,  aus  §  137,  (7)  folgen,  daß  auch  Y"  und 
alle  höheren  Ableitungen  für  dieselbe  Halbperiode  Null  wären;  also 
kann  keine  Halbperiode  mehrfache  Wurzel  sein.  Es  folgt  somit: 
I.  Im  Falle  C  =  0  hat  das  Polynom  Y  die  Gestalt 

1)  r  =  c^{j)u  -  <?i)'t (pu  -  ^2)'« [pu  -  e^y» H(pu-  pa)^, 

in  der  jede  der  drei  Zahlen  e  entweder  0  oder  1  bedeutet. 
Daraus  folgt  (vgl.  §  137,  (13)),  daß  in  diesem  Falle: 


,— e. 


2)        3^1  =  ^2  =  ^  \p^  -  ^1  *  V/^«  -  <^2  ^v^-H  'TK/'"  -p^) 

wird,  also: 

II.  Im  Falle  C  -=  0  liefert  die  Methode  des  vorigen  Paragraphen^ 
abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor ^  nur  ein  Integral  der  LAukschen 
Differentialgleichung;  und  zwar  ist  dasselbe  eine  elliptische  Funktion 
L  Art  und  I.  oder  II,  Stufe  (vgl  §  30). 

Für  gerade  n  sind  (wegen  1)  alle  drei  «  oder  nur  eines  gleich  0; 
f&r  ungerade  n  eines  oder  zwei. 

Die  genauere  Diskussion  der  Gleichung  (14)  zeigt,  daß  C^  eine 
ganze  Funktion  (2n  +  1)*«°  Grades  des  in  der  Differentialgleichung 
auftretenden  Koeffizienten  B  ist  Daraus  folgt,  daß  es  zu  jedem  n 
2ii  +  1  Werte  dieses  Koeffizienten  giebt,  für  die  die  LAM£sche 
Differentialgleichung  je  ein  Integral  der  Form  (2)  besitzt  Man 
nennt  diese  Integrale  LAUESche  Polynome, 

Um  die  übrigen  Integrale  der  LAMfischen  Differentialgleichungen 
in  diesen  Fällen  zu  finden,  bedient  man  sich  der  allgemeinen 
Methode,   die   die  Ordnung   einer  linearen  Differentialgleichung  zu 
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erniedrigen  erlaubt,  wenn  ein  partikuläres  Integral  bekannt  ist  Ist 
nämlich  y^  ein  solches,  so  führe  man  durch  die  Substitution: 

eine  neue  abhängige  Veränderliche  in  die  Diiferentialgleichung  ein; 
man  erhält: 

7j,  z"  +  2y/  z'  +  y/'  z  =  [n(ii  +  \)fu  +  B^y^  z 
oder  da  j/j  der  LAÄrtschen  Gleichung  genügen  sollte: 

woraus  durch  Integration: 

Die  hier  verlangte  Integration  kann  in  jedem  Falle  mit  Hilfe  des 
Satzes  §  24,  II  ausgeführt  werden.  In  der  Umgebung  jedes  Null- 
punkts a  von  y^  besitzt  y^  eine  Entvdcklung  der  Form: 

y\  =  y\  («-«)  +  -g-  (m  -  a)'  +  . . . , 

da  vermöge  der  Differentialgleichung  y/'  mit  y^  zugleich  Null  wird. 
Infolgedessen  enthält  die  Entwicklung  von  y^"-  für  keinen  Pol 
Glieder  der  Ordnung  (—  1);  also  enthält  z  keine  Logarithmen,  und 
es  gilt  der  Satz  (vgl.  §  57): 

Wenn  ein  Integral  der  LAumchen  Biffei^entialgltichung  tm  Laue- 
sckcs  Polynom  ist,  ist  der  Quotient  z  irgend  evftes  andern  huegrals 
geteilt  durch  das  erste  ein  elliptisches  Integral  IL   Gattiaig, 


SECHZEHNTER  ABSCHNITT. 
Das  sphärische  Pendel. 

§  139.    Aufstellung  der  DifTerentialgleichungen  des  Problems. 

Unter  einem  mathematischen  sphärischen  Pendel  versteht  man 
einen  schweren  Punkt,  der  mittelst  eines  als  gewichtslos  betrachteten 
Stabes  an  einem  festen  Punkte  aufgehängt,  also  gezwungen  ist,  sich 
auf  einer  Kugeltläche  zu  bewegen. 
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um  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  solchen 
Punktes  aufzustellen,  fQhren  wir  zunächst  ein  rechtwinkliges  Koor- 
dinatensystem der  JT,  y,  z  ein,  dessen  Nullpunkt  mit  dem  Aufhänge- 
punkt zusammenfällt  und  dessen  positive  z-Axe  der  Richtung  der 
Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Die  Masse  des  Pendels,  die 
ohnedies  aus  den  Formeln  herausfällt,  nehmen  wir  gleich  1  an,  die 
Intensität  der  Schwere  bezeichnen  wir  mit  y,  den  Kugelradius  (die 
Länge  des  Pendelstabes)  mit  Z,  die  Spannung  des  Stabes  mit  N, 
Dann  lauten  die  Gleichungen: 


1) 


dt'' 

Nx 
L    ' 

d^y 

d1^ 

Ny 
L    ' 

d*x 
dt* 

Nx 
"■          L 

9\ 


zu  ihnen  tritt  noch  die  Gleichung  der  Kugel: 
2)  z«  +  y«  +  r«  =  Z« 

mit  der  aus  ihr  folgenden  Differentialgleichung: 

Q>  ^  ^*  _L  «  ^y  _L_  ^  ''*       n 


§  140.    Reduktion  auf  Quadraturen. 

Durch  Elimination  der  Spannung,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, durch  Benutzung  der  allgemeinen  Prinzipien  der  Mechanik 
erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1)  von  §  139  zwei  unmittelbar 
integrable  Kombinationen. 

Multipliziert  man  nämlich  der  Reihe  nach  mit  dxjdtj  dyjdt^ 
dzjdt  und  berücksichtigt  die  Gleichung  (3),  so  erhält  man  die 
Energiegleichung : 

Die   hierdurch    eingeführte    Energiekonstante  H   muß  jedenfalls    der 
Ungleichung: 

2)  •  li^^2gL 

genügen,  da  sonst  die  linke  Seite  von  (1)  für  alle  mit  den  Bedin- 
gungen der  Aufgabe  verträglichen  Werte  von  z,  für  die  nämlich 

3)  -  L-^z^^L 

ist,  negativ  wäre,  was  nicht  sein  kann. 

BURKHARDT,    Funktionen.    II.  23 
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Eliminiert  man  femer  die  Spannung  nur  aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (1)  von  §  139,  so  erhält  man  die  Flächengleichung: 

^^  '  dt       y  dt        ^• 

Die  hiermit  eingeführte  Flächenkonstante  C  ist  zwar  an  und  für  sich 
ganz  willkürlich;  wenn. aber  H  bereits  gegeben  ist,  kann  C  gewisse 
später  (§  141,  (1))  anzugebende  Grenzen  nicht  überschreiten. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (4)  nehmen  eine  einfachere  Gestalt  an, 
wenn  man  in  der  x^-Ebene  durch  die  Gleichungen: 

5)  ar  =  rco8qp,    y  =  rsinqp 

Polarkoordinaten  einführt;  nämlich: 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  von  §  139  werden  dabei: 
8)  r«  +  z«  =  Z«; 

9)  -Ir  +  'lf-»- 

Aus  den  so  umgeformten  Gleichungen  kann  man  ohne  neue  Inte- 
gration r,  dridt  und  dffjdt  eliminieren  (qp  selbst  kommt  gar  nicht 
vor);  man  erhält  zunächst  aus  (6)  durch  Multiplikation  mit  r^  und 
Berücksichtigung  von  (9): 

und  daraus  mit  Hilfe  von  (7)  und  (8): 

10)  7.2  (~Y  =^{H-2g z) [L^  -  z^  -  C\ 

Da  in  dieser  Gleichung  die  unabhängige  Veränderliche  (die  Zeit) 
explicite  nicht  vorkommt,  geschieht  ihre  Integration  durch  die 
Quadratur: 


.1,       ,./ 


Ldx 


|/(Ä~  2^«)(L«-*«)-  C« 


in  der  z^  den  Anfangswert  von  z  bedeutet;  also  durch  ein  elliptisches 
Integral  L  Gattung, 
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Die  Bestimmung  des  Winkels  (p  geschieht  dann  zufolge  (7) 
durch  die  zweite  Quadratur: 

(unter  ^^  den  Anfangswert  von  (p  verstanden);  also  ebenfalls  durch 
ein  elliptisches  Integral,  und  zwar,  wie  wir  sehen  werden,  durch  ein 
solches  in.  Gattunff. 

§  141.    Diskussion  der  gefundenen  Lösung. 

Für  die  Einsicht  in  die  Natur  des  Bewegungsvorgangs  ist  vor 
allem  wichtig  zu  erkennen,  daß  die  Verzweigungspunkte  der  auf- 
tretenden Quadratwurzel  in  jedem  Falle  alle  reell  sind.  Dazu  fähren 
die  folgenden  Überlegungen: 

Bei  gegebenem  Wert  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  gegebener 
Anfangslage  erhält  man  den  größten  Wert  für  (?,  wenn  die  Anfangs- 
geschwindigkeit zur  z-Axe  senkrecht,  wenn  also: 

(^)o  =  Ö    '^^  f«^«^«^  »"^«»^    (4f  )o  =  0 

ist     Dann  ist  aber  nach  §  140,  (6)  and  (7): 

C  =  r,*  (H  -  2  ff  z,); 
also  ist  allgemein: 

(Die  linke  Seite  dieser  Ungleichung  ist  nach  §  140,  (1)  stets  positiv). 
Daraus  folgt,  daß  die  in  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  ganze  Funktion  dritten  Grades: 

(    /'W  =  1^  [(^ -  2^ z) {£>  -z*}-C^ 

I  -=jir[2ffz'-Hz*-2pZ*z  +  tiL*-C*] 

für  z=Zq   nicht  negativ  ist;  es  ist  nämlich: 

also  nach  §  140,  (8)^0.  Somit  erhalten  wir  flir  die  Vorzeiche^ 
der  Werte  von  f(z)  folgende  Tabelle: 

z  =^  —  CO      — Z        Zq  L         +CX5 

/•(z)  =  -oo     ^0     ^0     ^0     H-C30, 
und  damit  den  Satz: 

23* 
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I.  lin  allgemeinen  hat  die  Gleichung  f(z)  =  0  drei  verschiedene 
reelle  Wurzeln:  eine  zwischen  —  L  und  z^,  eine  zwischen  z^  und  1, 
eine  zwischen  L  und  +  CX5. 

Aasnahmen  können  nur  eintreten: 

a)  wenn   «o  =  i -^   ^^^^    dann   muß  C=0   sein   und   die   drei 

ZI 

Wurzeln  sind   —  L,    +  L,  —— ,  sodaß  eine  Doppelwurzel  auftritt, 

wenn  if  =  ±  2g L  ist; 

b)  wenn  C  ==  rQ^(B —  2gzQ)  ist,  da  dann  f{z^^O  ist  In 
diesem  Falle  ist: 

L^f[z)  =  {H-2gz)(L^  -  z^  -  {H ^  2gz,){Z^  -  z,^ 

also  ist,  je  nachdem  2^(3  z^,*  —  7/*)  —  2//^^^,  >  oder  <  0  ist,  noch 
eine  Wurzel  zwischen  r^,  und  Z  oder  eine  zwischen  —  L  und  z^, 
vorhanden,  außerdem  jedenfalls  eine  zwischen  L  und  +  oo.  Nur 
wenn  <7(3z,,*  —  L^)  —  Hz^  =  0  ist,  ist  z^  DoppelwurzeL 

Das  Auftreten  einer  Doppelwurzel  ist  also  hier  wegen  der  Un- 
gleichungen §  140,  (2)  und  §  141  (1)  durch  je  zwei  Relationen 
zwischen  den  Eonstanten  bedingt: 

3)  entweder:     z^  ^       L    und    H^      2g L 

4)  oder:     Zq=  —  L    und    Ä  =  —  2g L 

oder:     C^  ^  r,\H  ^  2 g  z^) 
und  irz,=^(3z,»-Z^. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  noch: 

6)  C«z,=  -2^(Z*-z,V; 

sie  können  also  niemals  zusammen  bestehen,  wenn  z^  positiv  ist 
Um  noch  näheres  über  die  Wurzeln  von  f{z)  zu  erfahren,  bilden  wir: 

7)  ^V  W  =  ^9^^  -2  Hz--  2g  L^, 

Die  Nullpunkte  dieser  Funktion  sind  in  jedem  Falle  reell  und 
haben  verschiedenes  Zeichen.  Da  die  algebraisch  kleinste  Wurzel 
von  f{z)  kleiner  sein  muß,  als  die  algebraisch  kleinste  von  f  {z\  so 
folgt  hieraus: 

II.  l)ie  algebraisch  kleinste  fhirzel  der  Gleichung  f(2)  =  0  ist 
stets  negativ. 

Daß  die  algebraisch  größte  Wurzel  stets  positiv  ist,  geht  schon 
aus  Satz  I  hervor;  die  mittlere  Wurzel  hat  dasselbe  Vorzeichen 
wie  //  Z2  -  C\ 


5) 
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Indem  wir  uns  zunächst  zur  Untersuchung  des  allgemeinen  Falles 
wenden,  bezeichnen  wir  die  Wurzeln  mit  z^,  z^y  z^,  so  zwar,  daß: 

8)  Zj      >     Zj      >     Zg 

ist.     Das  Integral  §  140,  (11)  geht  dann  über  in: 


^  V2g  J 


dz 


Aus  dieser  Gleichung  ist  die  Änderung  von  z  im  Verlauf  der 
Zeit  zu  entnehmen.  Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  oben  ge- 
richtet, so  ist  der  Quadratwurzel  für  ^  =  0,  z  =  z^  der  positive 
Wert  beizulegen,  z  nimmt  also  zunächst  zu  und  zwar  bis  z, ;  denn 
dieser  Wert  wird  nach  einer  endlichen  Zeit  erreicht,  da  das  bis  z^ 
erstreckte  Integral  nach  §  7,  I  endlich  ist  Darüber  hinaus  kann 
z  nicht  zunehmen,  da  sonst  die  Quadratwurzel  imaginäre  Werte  er- 
halten würde;  also  muß  von  da  ab  dzjdt  negativ  werden,  die 
Quadratwurzel  muß  negativ  genommen  werden  und  z  nimmt  ab  bis 
zu  dem  Wert  Zj,  der  ebenfalls  nach  endlicher  Zeit  erreicht  wird. 
Von  da  nimmt  z  wieder  zu  bis  z^  u.  s.  w.  Da  man  für  den  Fall 
einer  nach  unten  gerichteten  Anfangsgeschwindigkeit  entsprechende 
Besultate  erhält,  so  kann  man  den  Satz  aussprechen: 

III.  Das  Pendel  bewegt  sich  fortwährend  zwischen  den  beiden 
Parallelkreisen  z  =:  z^  und  z  =  z^  hin  und  her;  die  Dauer  einer  Periode 
(Hin-  und  Rückweg)  beträgt: 

2L    r  dx. 


10)         -^^'^i^-^r 

^        1/27  c/ 


]/27  J  V(*,  -  »)(«^  -  x)\x  -  X,) 

der  Fall  dauert  ebensolange  wie  das  Aufsteigen, 

Das  Integral  §  140,  (12)  können  wir  schreiben: 

i 

Daraus  geht  vor  allem  hervor: 

IV.  Der  Winkel  (p  wächst  beständig  oder  nimmt  beständig  ab,  je 
nachdem  C  ^  0  oder  <  0  ist;  die  durch  das  Pendel  und  die  z^Äxe 
gelegte   Fertikalebene  dreht  sich  also  beständig  in  demselben  Sinne. 

Während  einer  Halbperiode  von  z  nimmt  der  Winkel  (p  zu  um: 

12)         (/>=r— ^ —         -^^^  . 

J    L«  -  *»    y2g  yi^  -  *)(*,  -  *)(»  -  «,) 
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Für  diesen  Winkel  Q>  kann  man  zwei  Grenzen  angeben,  zwischen 
denen  er  eingeschlossen  ist,  wenn  man  beachtet,  daß  in  dem 
Integrationsintervall : 


^1  ^2—^1  ^  —  ^1  ^3 


ist;  man  erhält: 


13)  -=^=  00  >  0  >  -=^=--  *o. 

WO  Q>Q  durch  das  Integral: 

H 


GL  dx 


gegeben  ist  £^  ist  also  2  0^  gleich  dem  auf  der  rechten  Seite 
stehenden  Integrale,  genommen  auf  einem  Wege,  der  die  beiden 
Verzweigungspunkte  z^  und  z^  umgiebt  Ein  solcher  Weg  kann  auf 
je  eine  Umkreisung  des  unendlich  fernen  Punktes  und  der  beiden 
Punkte  ±  L  zusammengezogen  werden;  es  ist  also  nach  I,  §  45, 
II  und  V  0J,  =  2  ;r  i  X  der  Summe  der  Residuen  der  zu  integrieren- 
den Funktion  in  diesen  Punkten. 

Das  Residuum  im  Unendlichen  ist  0,  das  in  +  Z: 

-  C 


das  in  —  L\ 


2/2^(^7+ L)(-L-*8^ 
Somit  ist:^ 


14) 


2  0„  =  ^  I  '  +  ^      \ 


l/- 


(L»  -  Ar,*) 


') 


Dieser  Ausdruck  läßt  sich  noch  etwas  übersichtlicher  schreiben, 
wenn  man  die  Ausdrücke  der  Koeffizienten  der  Gleichung  (2)  durch 
ihre  Wurzeln  benutzt     Man  hat  nämlich: 

£7 

15)  r, +  Z2  +  r3  =  — , 


^  Die  beiden  Quadratwurzeln  im  Nenner  von  0o  ^^^^  ^^^  demselben 
Vorzeichen  zu  nehmen ;  denn  beim  Durchgang  durch  *  =  oo  ändert  die  Wurzel- 
größe ihr  Vorzeichen. 
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16)  ^1  Zg  +  Zg  Zj  4-  ^3  ^Tj  =  -  Z« 

1«)  ^1^2  ^8  = 2~g 

Aus  (16)  folgt: 

18)  r,  =-  -^'  +  ^^»; 

damit  aus  (15): 

19)  -K-  =   ^'  +  ^  ^»  +  *8*  -  -^* 

und  folglich  aus  (17): 

(Diese  Gleichung  zeigt,   daß  z^  +  z^  stets  negativ  ist).)     Man  kann 
somit  den  Ausdruck  (14)  ersetzen  durch: 


21)  2  0    ^  ;ylA  ^'  +  2;i,x,  +  2y(L^  -  0(L»  -  V)\ 


Andererseits  ist  nach  (18): 


also  folgt  aus  (13): 


und: 


«qx                    rf,  ^   "  |/.          /.'-».«  + 2  y(L'-V)(L«-0 
^i*)  <P  <  y  [/  1   +    /..  +  2*,it,  +  »,» 

Die  erste  dieser  Grenzbestimmungen  zeigt,  daß  in  jedem  Fall: 
24)  *  >  -^ 

ist.  Die  zweite  ergiebt  kein  so  einfaches  Resultat,  da  der  rechts 
stehende  Ausdruck  über  alle  Grenzen  wächst,  wenn  man  erst  Zj  =  —  X 
setzt,  und  dann  zur  Grenze  z^  =  L  übergeht  (was  mit  der  Bedingung 
Zg  +  Z3  ^  0  verträglich  ist). 

§  142.    Darstellung  der  Höhe  als  Funktion  der  Zeit 

durch  Thetaquotienten. 

Durch  Umkehrung  der  Gleichung  (9)  des  vorigen  Paragraphen 
können   wir  die   Höhe  z   des  Pendelpunktes   über   der  ar-y-Ebene 
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explicite  als  Funktion  der  Zeit  darstellen.  Um  das  auszuftLliren, 
müssen  wir  die  Formeln  (7)  bis  (9)  von  §  56^  f&r  unsem  jetzigen 
Zweck  einrichten.  Wir  werden  vor  allem  wünschen,  daß  reellen 
Werten  der  Zeit  auch  reelle  Werte  des  Thetaarguments  entsprechen; 
dazu  ist  erforderlich,  daß  wir  einen  der  Endpunkte  des  in  §  141,  III 
genannten  Intervalls  mit  a^  bezeichnen.  Femer  ist  zu  beachten: 
die  damaligen  Formeln  bezogen  sich  zunächst  auf  den  Fall,  daß 
alle  Verzweigungspunkte  im  Endlichen  liegen;  wir  können  aber  den 
erforderlichen  Grenzübergang  sofort  ausführen.  Identifizieren  wir 
z.  B.  die  damals  mit  Uq,  a^,  a^,  a^  bezeichneten  Großen  der  Eeihe 
nach  mit  z^  Zg,  z^,  cx),  so  erhalten  wir  aus  jenen  Formeln  zunächst: 


und  hieraus  durch  Division  z.  B.  noch  die  folgenden: 


4)  ^a  -  ^   =  ^{zi  -  2^)  (^2  -  ^s) 


VW 


5)  ^   -  ^8  =  V(^i-^3)(^3  -  ^s)  -Jf«{^- 

Das  in  diesen  Formeln  auftretende  Argument  v  ist  durch  die 
Gleichung: 


6)  «=-^-r 


VA*) 

definiert,  hängt  also  mit  der  Zeit  t  (§  141,  (9))  durch  die  Gleichung 
zusammen: 

7)  v^-±- i-r-4^=-. 

«0 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  oben  gerichtet,  so  ist  in  (7) 
auf  dem  kürzesten  Wege  zu  integrieren;  ist  sie  aber  nach  unten 
gerichtet,  so  ist  von  z^  zunächst  bis  z^  und  von  da  wieder  nach  z, 
zurück  zu  integrieren;  mit  andern  Worten,  es  ist  zu  setzen: 


*  In  jenen  Formeln  ist  der  Faktor  \  vor  und  der  Faktor  a^  unter  dem 
Wurzelzeichen  zu  streichen. 
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8) 


*0 

2  Wi     '     2     *     2  Wj  J 


d^ 


vTw 


Besondere  Beachtung  erfordert  noch  die  Bestimmung  der  Vor- 
zeichen der  Quadratwurzeln  in  den  Formeln  (1)  bis  (5).  In  den 
allgemeinen  Formeln  von  §  56  sind  die  den  Wurzeln  beizulegenden 
Werte  bis  zu  einem  gewissen  Grade  willJciirlich ;  nämlich  insoweit, 
als  die  verschiedenen  Formeln  vermöge  der  zwischen  den  Theta- 
quadraten  bestehenden  Relationen  miteinander  übereinstimmen 
müssen.  In  unserm  Falle  aber  müssen  wir  dafür  sorgen,  daß  wir 
mit  den  Ergebnissen  von  §  141  in  Übereinstimmung  bleiben;  das 
ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  wir  die  Quadratwurzel  in  (1) 
und  (2)  negativ,  in  (3),  (4)  und  (5)  positiv  nehmen,  f 

Für  manche  Zwecke  bieten  die  WsiEBSTBASsschen  Funktionen 
Vorteile.  Um  die  auf  sie  bezüglichen  Formeln  (4)  und  (5)  von  §  &6 
hier  anzuwenden,  machen  wir  in  ihnen  den  Grenzübergang: 

lim  «2  =  00,     lim  %cc^  =  —      ^ 


9) 


L« 


und  identifizieren  Zj,  Zg,  z^  der  Reihe  nach  mit  a^,  a^,  a^\  wir  er-, 
halten  dann: 


10) 


und: 


H) 


^1   ""  ^8  ~   2X"  ^^1   ""  ^^ 


»  —  «1 


''«-'»  =  2X-«('«-^3)t3^- 


Verzichten  wir  auf  den  Vorteil,  daß  reellen  Werten  der  Zeit  auch 
reelle  Werte  des  Arguments  u  entsprechen,  so  können  wir  noch 
einfachere  Formeln  erhalten.     Setzen  wir  nämlich: 


12) 


lim  a^  =  00,     lim  a^  a^  = 


2.(7 


und  identifizieren  «g,  «3,  «3  der  Reihe  nach  mit  z^,  z^,  z^,  so  er^ 
halten  wir: 

13)  ,^z,=  ^  (pu,  -  e,),      {k  =  1,  2,  3). 
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In  diesen  Formeln  entsprechen  reellen  Werten  der  Zeit  Werte 
von  u^y  deren  imaginärer  Bestandteil  gleich  der  Hälfte  der  rein 
imaginären  Periode  ist;  es  ist  nämlich: 

s  s 

/*  dx  ^     r  dx  , 

ac  I« 

§  143.    Darstellung  des  Winkels  (p  als  Funktion  der  Zeit. 

Will  man  auch  den  Winkel  y  explicite  als  Funktion  der  Zeit 
darstellen,  so  erhält  man  die  analytisch  (wenn  auch  nicht  für  die 
numerische  Rechnung)  einfachsten  Formeln,  wenn  man  an  die  letzten 
Formeln  von  §  142  anknüpft.  Den  Werten  z  =  —  i  und  z  =  +  Z 
entsprechen  nämlich  dann  zwei  Werte  u^  =  a  und  Wj  =  i,  von  denen 
der  erste  rein  imaginär  ist,  während  der  reelle  Bestandteil  des 
zweiten  gleich  ö>j  ist.     Für  jeden  dieser  Werte  ist: 

da  andererseits  vermöge  §  142,  (13): 
ox  dx        2L«    , 

ist,  so  folgt: 

Wählt  man  —  was  noch  freisteht  —  a  und  b  so,  daß  ihre  imagi- 
nären Bestandteile  zwischen  0  und  (o^  fallen,  so  wird  pa  negativ, 
pb  positiv  imaginär  (vgl.  §  86,  IX).     Also  hat  man,  wenn  C  positiv  ist, 

3)  -p'a^p'b^:^ 

ZU  setzen.     Damit  geht  die  Gleichung  (11)  von  §  141  über  in: 

d(p 
dut 

Cg 


P_. c_         C    f     1       ,       11 

(  ^  I  '  I 

l       pi4ri  —  pb         ptii  —  pa  f 


4L» 


2t  \  ptii  —  pb         py^  —  pa  ] 
=  Yi  t^^^^i  +  *)  ■"  f  K  -*)  +  c(t/,  +a)-f  (w,  -a)- 2:«-  2f*]. 

Hier  kann  die  Integration  mit  Hilfe  von  §  23,  (3)  sofort  vollzogen 
werden;  man  erhält: 
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Aus  dieser  Gleichung   erhält   man    den    in   §  141,  (12)  mit  0 

bezeichneten  Winkel,  indem  man  die  Integration  von  irgend  einem 

Werte  Uq  bis  zu  dem  um  2  cöj  größeren  Werte  erstreckt    Man  kann 

aber  auch: 

b 

^  =  iifl-^P^^i  +  ^)  -  Pi^i  -  ^)  +  2/> »] dv 

—  a 

setzen,  sodaß  (p  als  Doppelintegral  erscheint,  und  dann  die  Reihen- 
folge der  Integrationen  vertauschen,  da  die  Integrationswege  sich 
nicht  schneiden  (vgl.  §  60).     Man  erhält  so: 

b 


0  =  -j^  I  [—  4  i?j  4-  4  ft}j  pv]  dv 


—  a 


5) 

'  =  2  [^i(a +  *)  +  «!  (f«  +  ^*)]- 

Bedingung  fiir  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  ist,  daß  a  und  b  so 
wie  oben  angegeben  gewählt  werden. 

§  144.    Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Kugel  ohne  Wiricung 

von  Kräften. 

In  den  Entwicklungen  der  beiden  letzten  Paragraphen  ist  auf 
die  Möglichkeit  keine  Rücksicht  genommen,  daß  die  auftretenden 
elliptischen  Funktionen  ausarten  (vgl.  den  IX.  Abschnitt). 

Eine  solche  Ausartung  tritt  zunächst  ein,  wenn  eine  Wurzel 
der  Gleichung  f{z)  =  0  (§  141)  unendlich  groß  wird,  sodaß  die 
Gleichung  sich  auf  den  zweiten  Grad  reduziert.  Das  ist  nur  dann 
der  Fall,  wenn  ^  =  0  zu  setzen  ist,  d.  h.  wenn  man  es  mit  der  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  einer  Kugel  ohne  Wirkung  von  Kräften 
zu  thun  hat 

Die  direkte  Untersuchung  dieses  Falles  führt  zu  folgenden  Re- 
sultaten:    Die  Gleichung  f{z)  =  0  reduziert  sich  auf: 

1)  £r(i«-r2)- C«  =  0; 
ihre  Wurzeln  sind: 

2)  ^2=+]/^'-;^;'     ^3  =  -'2'2. 
Setzt  man  demgemäß:^ 

^       .         dx 


_^      L      r*       dx        __ 


■  —    * 


'" '  i/'  -  er 


^  J7  ist  in  diesem  Fall  nach  §  140,  (2)  stets  positiv. 
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so  erhält  man  durch  Integration: 

3)  z  ==  z^smv,     ü  =  ~-f/ 4- aresin  — 1 . 

Damit  geht  die  Gleichung  (12)  von  §  140  über  in: 

t  V 

'f       ^^-^  }  L'-x^"  y^  j~L'^~-  V  sin« 


0 


_  CJj^  r dv 

y^  l  L^  cos«  r  +  ^  sin« 


oder: 

4)  tgo  =  -^^tg(y-yJ. 

Um  aus  dieser  Gleichung  und  der  vorhergehenden  die  Zeit  zu 
eliminieren  und  so  die  Gleichung  der  Bahnkurve  zu  erhalten^  setzen  wir: 

5)  z  =5  I/sin@. 
Wir  erhalten  dann  aus  (3): 

cos*  0  =  1  —  (1  —   „Tt  sin^t?)  =  cos*t?  +  -wt%  sin*w, 

^  ^  HL«  cos«  r  +  a«  sin«  P  ' 

aus  (4): 

1  H  L«  cos«  z?  +  C«  sin«  v 


cos«  (g)  —  <Pq)  H  L«  cos«  t; 

n\  '2/  \  0«sin«r 

/  VT-        T-ü/        HL«co8«r  +  C7sm«r 

Die  gesuchte  Gleichung  der  Bahnkurve  lautet  also; 

8)  tg»0=  -^^^r  ^' sip^y  -  yo)' 

Das  ist  aber  die  Gleichung,   die^die  beiden  Katheten  eines  recht« 
winkligen  sphärischen  Dreiecks  verbindet,  wenn: 

9)  tgy  =  YS^Cl 

die  Tangente  des  der  Seite  0  gegenüberliegenden  Winkels  ist.  D.  h. : 
Im  Falle  g  ^  0  beschreibt  der  Punkt  auf  der  Kugel  einen  Haupte 

kreis  f  der  unter  dem  Winkel  y  gegen  die  Horizontalebene  geneigt  ist 
Sehen  wir  nun  zu,   ob   und   wie  wir  dieses  Resultat  aus  den 

allgemeinen  Formeln  durch  Grenzübergang  erhalten  können.     Dazu 
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gehen   wir   am   bequemsten   von   den  Formeln  (10)  von  §  142  aus. 
Setzen  wir  in  ihnen: 

10)  lim^  =  0,     ]im(2  ff  z^)  =  H, 

so  geben  sie: 

11)  tfj  -^^  =^^ -^^  =  ^_,       6,-^3=0, 

woraus: 

12)  ^="^1«'      *^a  ""^8  =  -  72"  X*' 

und  also  nach  §  80,  (6): 

71      Yh 


13) 


6),  L 


Damit  können  wir  den  Grenzübergang  an  den  Formeln  §  142,  (11) 
mit  Hilfe  von  §  80,  (12)  und  (13)  ausführen;  wir  erhalten: 

14)  ^cot»^=    ^      *-*• 


4L*  2  4L*«,-» 

1 5)  -^  cosec»  -l-  =  -^  -*?^^ . 

'  4L'  2  4  L'    itj  —  ^ 

Diese  Gleichungen  ergeben  sich  ganz  ebenso  aus  (3);  man  muß  nur 
beachten,  daß  v  hier  von  einem  um  eine  Viertelperiode  verschiedenen 
Anfangspunkt  aus  gerechnet  ist  (für  r  =  z^  wird  hier  ü  =  0,  dort  =  ;r/2). 
Will  man  den  Grenzübergang  auch  an  den  Gleichungen  von 
§143  ausfähren,  so  hat  man  zu  beachten,  daß  die  Formeln  von 
§  80  nur  unter  der  dort  ausdrücklich  hervorgehobenen  Voraus- 
setzung eines  endlichen  Argumentwertes  gelten.  Diese  ist  hier  für 
keinen  der  drei  Argumentwerte  u^,  a,  b  erfüllt;  man  muß  daher 
erst  durch  die  Substitutionen: 

16)  Mj  =  cög  +  u,     a  =  Q)^  —  a,     b  =  cj^  —  ö' 

Größen  u,  a,  b'  einführen,  die  auch  in  der  Grenze  endlich  bleiben. 
Gleichung  (4)  von  §  143  geht  dann  mit  Rücksicht  auf  §  20,  (7)  zu- 
nächst über  in: 

Wenden  wir  nun  die  Gleichungen  (4)  und  (14)  von  §  80  an,  indem 
wir  zur  Abkürzung  setzen: 

^^^  2^,  ="•        Y^,-"''       2-0..='''' 
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80  erhalten  wir: 

lim (2 «»  =  2 ./,  (i'  +  a)  +  ^^  [(u  +  a')*  +  («  +  *')' 
_  f„  4-  a'l»  _  fa  _  Ä'\21  4-  log  Bin(r -K.0ain(r_+_gO 

-  2  («  +  «3)  •  -12"^^  («'  +  *')  +  ^- 

Hier  fallen  die  mit  u  multiplizierten  Glieder  heraus,  die  yon  u  fireien 
geben  wegen  §  80,  (11)  und  §  19,  (14) 

2(^'  +  a)  [v,  -  ^,^)  =-  ;l^^^  =  2(/9  +  «), 

also  einen  endlich  bleibenden  Wert;  und  wir  erhalten,  wenn  wir  die 
Konstanten  in  die  Definition  von  (p  mit  hereinnehmen: 

1 8)  hm  (2 1  ff )  =^  log  -.--' i—r-) ^.-  • 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  daß  wir  die  Grenzwerte  von  a  und  ß 
bestimmen,     a'  und  b'  sind  gegeben  durch: 

-L  -L  L 

<t  «a  <t 

mit  Hilfe  von  (2)  folgt  daraus: 


19) 


L 


lim  //  =  ^A-  r_^^—  =  -i^L  log  ^  +  l/^'-_V, 

und: 

20)  lim  a'  =  cöj  +  lim  b' , 

(Wegen  der  Vorzeichenbestimmungen  vgl.  man  §  143.) 
Es  wird  also,  da  nach  (3)  lima>,  =  — —  ist: 

21)  üm«i  =  lim/?i  +  -^-,    liin/?i=|log-^-J^|±4 

"  Ij  y  b  —  c 

und  folglich: 

lim 2 iif.  =  log  ?i»A(r +Ji}  ^  j     .tg2l ±^l|i 
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oder,  da  nach  I,  §  56,  (7): 


log 


X  +  yi 


y 


=  22  arc  tg 

X  —  yt  ^  X 


ist: 

22)  lim  y  =  arc  tg 

Aus  (21)  folgt  aber: 


62/^-6-2/? 


also  geht  (22)  über  in: 
23) 


i^/^+e-^/?        LVH 


.       Lyn  . 

cot  V  =  — ^   -  tg  9? . 


Man  sieht,  daß  diese  Gleichung  mit  (4)  übereinstimmt,  wenn 
man  wieder  die  Verschiedenheit  des  Nullpunkts  der  Zählung  von  v 
berücksichtigt. 

Man  erhält  also  durch  Ausführung  des  Grenzübergangs  die- 
selben Formeln  wie  durch  direkte  Behandlung  des  Grenzfalls; 
daraus  folgt: 

Bei  im  Verhältnis  zu  ^gL  sehr  großer  Anfangsgeschwindigkeit 
bewegt  sich  das  Pendel  während  endlicher  Zeit  nahezu  auf  einem 
größten  Kreise, 


§  145.    Asymptotische  Bewegung  des  Pendels. 

Die  elliptischen  Funktionen  arten  femer  noch  aus,  wenn  zwei 
Wurzeln  der  Gleichung  f{z)  =  0  zusammenfallen.  Sollen  z^  und  z^ 
zusammenfallen,  so  müssen  sie  beide  =  L  werden,  da  sie  ja  stets 
durch  L  getrennt  sind;  das  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
gleichzeitig: 

1)  C=0,  E^2gL 

ist.     Dann  wird  aber: 


2) 


dt       "' 


(f  =  const, 


d.  h.  das  Pendel  bewegt  sich  in  einer  Vertikalebene;   femer  wird 
Z3  =  —  i,  also: 


3) 


1/27  J  (L- 


dx 


y^gJ  (L  -  *)  VTVi ' 

*0 
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Die  Substitution: 

z  =  —  //  +  ** 

führt  dieses  Integral  über  in: 


4) 

Setzen  wir: 
5) 


2  L  r  _rf  s 1  -  /L_  r.    8  +  y\ 

«0 

V  ^  8n  -V2L 


V2L 
V2~LJ 


80  erhalten  wir  durch  Umkehrung: 


6) 


'        e^  +  e  "" 


Diese  Gleichung  zeigt,  daß  z.  mit  wachsender  Zeit  fortwährend 
wächst  und  sich  asymptotisch  dem  Werte  z  =^  L  nähert.  Dabei  ist 
vorausgesetzt,  daß  die  Wurzelgröße  in  (3)  positiv  genommen  wird; 
ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  unten  gerichtet,  so  nimmt  z 
zuerst  ab,  bis  es  nach  der  endlichen  Zeit: 


t  = 


L    log^o-f  V2L 


y2g         .%  -  |/2 L 


den  Wert  —  L  erreicht.    Dort  wird  dz  j dt  =^0,  aber  für  die  Hori- 
zontalkomponente der  Geschwindigkeit  ergiebt  sich   aus   §    140,  (1) 

der  von  0  verschiedene  Wert  ^^cjL, 

Um  diese  Formeln  durch  Grenzübergang  aus  den  allgemeinen 
zu  erhalten,  müssen  wir  in  jenen  nicht  die  rein  imaginäre,  sondern 
die  reelle  Periode  über  alle  Grenzen  wachsen  lassen.  Man  hat  dann 
in  den  Formeln  von  §  80  cd^  durch  0)3  und  die  dadurch  auftretenden 
trigonometrischen  Funktionen  rein  imaginären  Arguments  durch  Ex- 
ponentialfunktionen reellen  Arguments  zu  ersetzen.  Dabei  kann 
man  aber  nicht  unmittelbar  an  die  Formeln  (11)  von  §  142  an- 
knüpfen, weil  das  dort  mit  u  bezeichnete  Integral,  dessen  untere 
Grenze  in  z^  liegt,  für  alle  z  unendlich  groß  wird;  man  muß  viel- 
mehr aus  ihnen  erst  mit  Hilfe  von  §  23  (6)  (vgl.  auch  §  46  (2^) 
ableiten : 


^) 


V  ''3  -  ^1  = 


;>  /<  -  c, 


wo  ?yj  =  Wj  —  «  gesetzt  ist.     Dann  erhält  man  in  der  Grenze: 
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8^  /2a),  ^  e^-_e^y  ^  L  ^  x^-x, 

mit: 

9)  ^  =  T^- 

'  2o), 

Die  rein  imaginäre  Halbperiode  (Ö3  wird  aber  in  der  Grenze: 


10) 


2L 
|/2^ 


r       dit        ^  2^  r       d» 

J  (L-  x)yLTx  ""  V2^J  {L+x)yx^^j 


-CD  1 

00 


=  |/^j  2L  +  *«"^'|/i^  ' 

0 

also  ist  die  durch  (9)  definierte  Größe  v  in  der  That  mit  der  durch 
(5)  definierten  identisch  und  Gleichung  (8)  geht  über  in: 

Da  sich  aus  (6)  ergiebt: 

so  findet  auch  zwischen  (6)  und  (11)  Übereinstimmung  statt 

Was  die  Ausführung  des  Grenzübergangs  an  den  Formeln  von 
§143  betrifft,  so  beachte  man  zunächst^  daß  in  diesem  Fall: 

12)  lima  =  co3,  hmb  =  (o^ 
wird.     Man  erhält  also: 

13)  lim  (2i»  =  log {e^vt  +  217O«,)  _  2u^  {rj^  +  i7a)  +  C  =  C. 

Doch  ist  damit  nichts  bewiesen,  da  in  der  Grenze  co^  unendlich  wird 
und  die  Formeln  von  §  80  für  unendlich  große  Argumente  nicht 
gelten.  In  der  That  kann  für  Anfangsbedingungen,  die  von  den  Be- 
dingungen des  hier  untersuchten  Falles  beliebig  wenig  verschieden 
sind,  der  Wert  der  Periode  (l>  noch  ein  zwischen  gewissen  Grenzen 
ganz  beliebiger  sein. 

§  146.    Bewegung  dee  Pendels  auf  einem  Horizontalkreis. 

Es  bleibt  endlich  noch  der  Grenzfall  zu  besprechen,  daß 

wird.  Da  z  —  z^  stets  negativ  ist,  ist  in  diesem  Falle  {dzldt)^ 
niemals   positiv   imd  nur  0,   wenn  z  beständig  =  z^  =  z^  ist.     Das 
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Pendel  bleibt  also  dann  beständig  auf  einem  und  demselben  Hori- 
zontalkreis; und  aus  Qleichung  (7)  von  §  139  geht  hervor ,  daJS  es 
diesen  Kreis  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  beschreibt. 

Der  Wert  dieser  Geschwindigkeit  läßt  sich  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen (15)  bis  (20)  von  §  141  durch  Z,  g  und  r,  ausdrücken. 

Setzt  man  nämlich  in  ihnen  z^  =  z^j  so  folgt: 

also: 

iix  dq>  _        C       __i/~y~ 

^  dt  "L»- V"  K    -«t' 

Man  sieht,  daß  z^  negativ  sein  muß. 

An  den  Formeln  von  §  143  ist  in  diesem  Fall  der  Grenz- 
übergang unter  Beibehaltung  von  u^  auszuführen. 
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der  Funktionen  Jacobis  177. 
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Linkes  und  rechtes  Ufer  17. 
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Modul  90. 
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—  höherer  Stufe  261. 
Modulfunktion  245. 
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Modulsubstitution  169. 
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Transformationsproblems  279. 
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Multiplikation  70. 
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Multiplikator  73. 

Natürliche  Grenze  231. 
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—  des  Integrals  III.  Gattung  151. 
— ,  Difierentialgleichung  der  273. 
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Periodenpaiallelogramm  34. 

—  ein  Rechteck  211. 

—  ein  Rhombus  217. 
Periodenverhältnis  223. 

—  Berechnung  269. 
Periodicitätsmodul  18. 
Pendel,  sphärisches  352. 
Picardscher  Satz  337. 
Polare  133. 

— ,  harmonische  329. 
Primitives  Periodenpaar  168. 

—  -  ,  Auswahl  eines  einfachsten  194. 
pu  43. 

pu  und  p'u  als  Funktionen  der  Fläche 
180. 

Quadratische  Transformation  266.  282. 
Quadratwurzeln,  eindeutig  bestimmte  84. 

Rand  des  Periodenparallelogramms  85. 
i  Randintegrale  40.  50.  97.  129. 
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Raumkurve  IV.  Ordnung  330. 
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Reduziert  102. 
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Regulär  auf  der  Fläche  11. 

Reihenentwicklung  für  K'  {l)  202. 
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Riemann-Rochscher  Satz  145. 
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gungspunkten 1. 

Rückkehrschnitt  8. 

Schnittsystem,   Abänderung  desselben 

189. 
Sextaktische  Punkte  327. 
Sigmafunktion  51. 

— ,  einfach  unendliches  Produkt  55. 
Sigmafunktionen  mit  Index  76. 
,    Darstellung   durch    unendliche 

Produkte  79. 

—  —  Werte  für  die  Halbperioden  82. 
— ,  Einführung  von  den  Theta  aus  186. 

—  mit  zwei  Indices  75. 
Sigmaquotienten  86. 

—  als  Funktionen  der  Fläche  186. 
Singular  290. 
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Stufe  250. 
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—  kontragrediente  251. 

—  transponierte  251. 

Teilungsgleichung,  spezielle  252. 
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—  allgemeines  281. 
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— ,  fundamentale  103. 
Thetafunktionen,     Additionstheoreme 
119. 


Thetafunktionen,  Darstellung  durch  un- 
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Fläche  136. 

— ,  Differentialgleichungen  der  120. 

Thetanullwerte  112.  145.  206. 
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beln  159. 

—  des  Integrals  I.  Gattung  in  sich  164. 
— ,  lineare  167. 

— ,  quadratische  266.  282. 

—  von  Funktionen  höherer  Stufe  260. 
288. 

Transformationsproblem ,     allgemeines 
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— ,  — ,  algebraische  Formulierung  284. 
— ,  spezielles  256. 
Transformierte  Substitution  246. 
Transponierte  Substitution  251. 

Obergang  von  den  Sigma  zu  den  Theta 
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Ufer,  linkes  und  rechtes  17. 
Umkehrproblem  20.  28.  126.  152. 
Unabhän^ge  Perioden  34. 
Unimodufar  168. 

Untergruppe,  gleichberechtigte  246. 
~,  ausgezeichnete  246. 
Untergruppen  der  Modulgruppe  240. 
Unverzweigte  Funktionen  274. 
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Verwandt  99. 
Verzweigungspunkte,  Monodromie  der 

192. 
— ,  Zusammenfallen  der  200. 

Weierstrasssche  Normalform  161. 

Wendedreiecke  327. 

Wendelinien  327. 

Wendepunkte  327. 

Wertigkeit  334. 

Wurzelgrößen,  eindeutig  bestimmte  84. 

Zetafunktion  49. 

Zusammenfallen     der     Verzweigungs- 
punkte 200. 
Zusammenbangsverhältnisse  8. 
Zusammensetzung  der  Klassen  240.  246. 


Berichtigungen. 

Zum  ersten  Teil. 

Seite  75,  Def.  XI  bedarf  des  Zusatzes,  daß  der  ZusammenhaDg  (Def.  VIII) 
durch  innere  Punkte  (Def.  XII)  vermittelt  sein  muß. 

Seite  75  Satz  XVII  ist  zuzufügen :  „und  f!tr  das  dyjdx  nicht  öfter  als 
einmal  unendlich  wird*^ 

Seite  125  Z.  3  v.  u.  statt  „zwei*'  lies  „einen". 

Zum  zweiten  Teil. 

Seite  64,  Satz  I  ist  zuzufügen :  „wenn  die  Äv  i  der  Bedingung  (4)  genügen*^ 
Seite  139  In  den  Formeln  (7)  bis  (9)  ist  |  und  »o  zu  streichen. 

_  4 

Seijie  140,  (12)  statt  ]/     lies  }A~ . 

Seite  201,  Z.  10  u.  6  v.  u.  statt  cj^  lies  2  6)i. 

Seite  207,  Z.  6  v.  u.  statt  V  lies  V«"^- 

Seite  216,  Z.  16  statt  ^  lies  ^^ 

Seite  219,  Z.  9  v.  u.  stott  10  lies  19. 

Seite  225,  §  93,  Z.  4  statt  64  lies  63. 
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Zwei  BSnde. 

Mit  über  600  Figuren  im  Text, 
gr.  8.  i893  u.  IS9<i.  geh.  Preis  25  .A,  eleg.  gebunüeu  -il  M. 
Die  darsUlleude  Geometrie  liat  gegenwärtig  due  doppelte  Bedeutung: 
die  der  LlantelluDg  räumlicher  Gebilde  und  die  der  Entwickelung  der  Kaum- 
uiscIiuuuLg.  Uas  vorliegende  Werk  sucht  die  beideu  genaunten  Zwecke  la 
vereinigen.  Die  verschiedenen  ProjektiouBineÜiodeu,  Orthogonal-,  Parallel-, 
Ceutralprojektion,  Axonometrie,  sowie  die  FlScheo,  ilie  den  Techniker 
interessieren  können,  werden  beliandelt;  in  einem  besonderen  Kapitel  wird  die 
Theorie  der  Fläeheubeleuchtuug  gegeben.  Bei  der  Darlegung  des  Stoffes 
wird  daa  Verlmfareu  des  Projiciereua  auch  mögliebst  zur  Gewinnung  der  Eigen- 
schaften des  dargestpllten  Objektes  verwendet.  Durch  die  Behandlung  zald- 
reicber  höherer  atereo metrischer  Aufgaben,  daa  ansfilhrliche  Kapitel  über  Flächen 
zweiten  Grades  mit  seinen  Aufgaben,  die  Uütersuchune  der  Regel&Suhen  dritter 
und  vierter  Ordnung  u.  s.  w.  wird  auch  auf  die  Eutwii^elung  der  Rauman^cliau- 
ung  ein  besonderes  Gewicht  gelegt, 

KOMPENDIUM  DER  THEORETISCHEN  PHYSIK. 

Von 

Dr.  Woldemar  Voigt, 

o.  i.  Prof«(uci  der  l'byilt  an  der  Uaiicrullfll  liölUngaa. 

Zwei  Bünde. 

Erster  Band:   Mechanik  starrer  uod  nichtslairer  Körper.  Wärmelehre. 

Zweiter  Band:    Elehtrlcltät  und   Magnetismus.     Optik. 

gr.  B.     ISUj  u.  1ä9B.     geh.  32  Jt,  geb.  in  Halbfranz  36  M. 

Je  weiter  die  theoretiarhe  Phyaik  sich  entwickelt,  und  je  gewaltiger  die 

Werke  ansehwellen,  welche  einzelne  Teile  derselben  erschöpfend  zu  Itebandelii 

bestrebt  sind,  um  ao  gebieterischer  stellt  aicb  dos  Bedürfnis  nach  einer  zusammeu- 

fusseuden  Darstellung  der  gewonnenen  Resultate  heraus,  welche  dem  Lernenden 

nach   Bewältigung    einiger  ^Spezialgebiete    einen   Überblick    Über    die    gesamte 

Disziplin  zn  erwerben  gestattet.    Eine  solche  Darstellung,  die  auch  dem  reifen 

Karsclier  willkommen  aein  dürfte,  fehlte  bisher  in  der  deutschen  I.itteratiir:  das 

vorliegende  Werk  Bucht  diese  Lücke  auaxufiillen. 
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Dr.  Eduard  Biecke, 

o.  o.  Professor  der  Physik  an  der  ünlyersitlt  Göttinnen 

Zwei  Bände. 

MH  gtgm  700  Figuren  in  TexL 

Lex.  8.     1896.    geh.  18  ul,  geb.  in  Ganzleinen  20  JH. 


In  diesem  ausgezeichneten,  durchaus  auf  dem  Boden  der  neuen  Anschau- 
ungen und  Forschungen  stehenden  Werke,  welches  in  zwei  handlichen  Bänden 
tUis  ganxe  Qcbiet  der  Physik  umfaßt,  wird  ein  wirkliches  lesbares  Lehrbuch  der 
Physik  geboten.  Mathematische  Entwickelungen  sind  nur  sparsam  darin  ent- 
halten und,  wo  sie  nicht  zu  vermeiden  waren,  in  elementaren  Grenzen  gehalten. 
Das  Buch  wendet  sich  au  alle,  welche  der  Physik  wissenschaftliches  Interesse 
entgegenbringen,  an  die  Hörer  an  Universitäten  und  technischen  Hoehschulenj 
an  den  heitrer,  an  den  großen  Kreis  derer,  die,  auf  verwandten  Gebieten 
im  Dienste  der  theoretischen  Forschung  oder  der  technischen  An- 
wendungen thätig,  ihre  Kenntnis  von  der  Eutwickelung  der  Physik 
wieder  ergänzen  möchten. 

Das  Buch  ragt  weit  über  die  gebräuchlichen  Lehrbücher  der  Physik  hin- 
aus. Manches  ist  darin  im  Zusammenhang  behandelt,  was,  oft  nur  sein 
schwer  zugänglich,  in  Zeitschriften  oder  Sammelwerken  zerstreut  ist;  man  findet 
daiin  aber  auch  sehr  vieles  Neue,  was  man  in  anderen  Lehrbüchern  vergeblich 
suchen  wird  (z.  B.  Strömungen  und  Wirbel  der  Flüssigkeiten,  die 
MaxwelTsche  elektromagnetische  Theorie  des  Lichtes,  die  Tesla- 
strömc,  die  ausführliche  Darstellung  der  Hertz'schen  Versuche, 
Elektrolyse). 

„  Unter  den  neuerdings  erschienenen  Lehrbüchern  der  Experimentalphysik 
für  Hochschulen  nimmt  das  vorliegende  eine  in  doppelter  Hinsicht  besondere 
Stellutig  ein.  Es  bietet  einerseits  eine  wirkliche  Hochschulphysik,  indem  es  die 
elementare  Darstellungsweise  jener  meist  für  eine  sehr  ungleich  vorgebildete  Zu- 
hörerschaft berechneten  Werke  völlig  bei  Seite  läßt  und  wirklich  die  Physik  so 
behandeltf  wie  man  es  im  Unterschied  xu  den  vor  bereifenden  Lehranstatten  zur 
Universität  erwarten  muß.  Andererseits  aber  enthält  es  auch  nicht  ein  bloßes 
Konglomerat  des  Wissenswürdigsten,  sondern  es  trägt  defi  Stoi^el  einer  Persön- 
lichkeit,  in  deren  Geiste  der  ganxe  Stoff  gleichsam  flüssig  geworden  und  um,- 
geschmolxen  worden  ist\  es  zeigt  eine  Art  von  künstlerischem  Gepräge  j  das  die 
Lektüre  dieses  Werkes  xu  einem  wahren  Genüsse  macht  Ein  besonders  günstiger 
[  ZTmütand  ist  es,  daß  der  Verfasser  die  theoretische  wie  die  experimentelle  Seite 

i  der  Physik  in  gleicliem  Maße  beherrscht \  dementsprechend  sind  die  BexieJiungen 

1  zwischen  beiden  mit   einer    Vollkommenheit  xur  Darstellung  gelangt, 

I  II? I«  ,s'«€  xuvor  noch  nicht  erreicht  worden  ist^^ 

i 

(Zeitschrift  für  den  physikalischen  und  chemischen  Unterricht  1897.) 
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